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Kritische  Geschichte 

der  all^eiiieiiien 


Principien  der  Mechanik, 


Von  iler  philoHopIji.scliHii  F:w'iiltät,  der  Universitüt  OöttiiiKeii 
mit  dmii  ersten  Preise  der  Beneke-Stiftung  irokninU*  .s^  hrirt. 


Von 


Dr.  E.  Dühring, 

lliiceuteu  au  dor  Borliner  Universität. 
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lin  April  1869  wurd«  auf  Gnmd  der  Beneke-Stiftuug,  über 
welche  unten  eine  Notiz  folgt,  von  der  philosophischen  Facultät 
der  Universität  Göttingen  nachstehende  Preisaufgabe  gestellt: 

„Die  Facultät  wünscht  eine  Kritische  Geschichte  der  all- 
gemeinen Principien  der  Mechanik.  Sie  bezeichnet  die  Zeit 
Galileis  als  den  geeigneten  Anfangspunkt  der  Darstellung  und 
erwartet  nur  einleitimgs weise  die  Leistungen  der  antiken 
Mathematik  und  Mechanik,  nicht  die  Theorien  der  specula- 
tiven  Philosophie  des  Alterthums,  in  der  zum  Verstäudniss 
nöthigeu  Ausdehnung  erörtert  zu  sehen. 

Die  geschichtliche  Seite  der  Arbeit  würde  zu  zeigen 
haben,  wann,  von  wem  und  auf  Veranlassung  welcher 
bestimmten  Aufgabe  jedes  einzelne  der  wesentlichen  Prin- 
cipien der  Mechanik  zuerst  aufgefunden  und  ausgesprochen, 
wann,  durch  wen  und  auf  Veranlassung  welcher  andern  be- 
stimmten Bedürfnisse  oder  Untersuchungen  der  ursprüngliche 
Ausdruck  der  Theoreme  verändert,  berichtigt  oder  früher 
vereinzelte  zu  einem  allgemeineren  Princip  zusammeugezogen 
worden  sind.  Hiebei  verlangt  die  Facultät  zwar  kein  weit- 
läufiges Eingehen  auf  die  verschiedenen  Anwendungen  der 
Principien,  legt  jedoch  Werth  auf  die  Erwähnung  der  Original- 
beispiele, an  denen  ihre  jedesmalige  Fassung  zuerst  erprobt 
worden  ist. 

Die  kritische  Seite  der  Arbeit,  deren  äusserliche  Tren- 
nung von  der  historischen  oder  völlige  Verschmelzung  mit 
dieser  dem  Geschmack  und  Ermessen  der  Bearbeiter  über- 
lassen bleibt,  würde  zu  zeigen  haben,  wieviel  au  jedem  dieser 
mechanischen  Principien  nur  ein  selbstverständlicher  logischer 
Grundsatz,  wieviel  die  zum  Gebrauche  uothwendige  mathe- 
matische Formulirung  eines  solchen  Grundsatzes,  wieviel 
dagegen  Ausdruck  einer  allgemein  gültig  befundenen  Er- 
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fahninpsthatsache,  wipviel  endlich  nur  eine  durch  den  bis- 
herigen Umfang  der  Erfahrungserkenntuiss  wahrscheinlich 
gemachte  Annahme  ist. 

Die  Facult&t  erwartet,  dass  im  geschichtlichen  und 
im  kritischen  Theil  nicht  ausschliesslich  die  Arbeiten  der 
Mathematiker  und  Physiker,  sondern  auch  der  nützliche  und 
schädliche  Einfluss  der  innerhalb  des  zu  schildernden  Zeit- 
i'aums  anfgetreteneu  philosophischen  Theorien  berücksichtigt 
werde.  Um  aber  den  Umfang  der  Aufgabe  zu  ermässigen, 
verzichtet  die  Facultät  auf  Berücksichtigung  der  eigentlich 
physischen  Theorien  und  Hypothesen  über  die  Constitution 
der  wirklichen  Körper  und  die  Natur  der  wirklichen  Ereignisse 
sowie  auf  die  Erörterung  der  chemischen  Processe,  des  orga- 
nischen und  des  psychischen  Lehens;  sie  überlässt  dem  Be- 
arbeiter. anhangsweise  die  Uichtuugen  auzugeben,  nach  denen 
bisher  die  allgemeinen  mechanischen  Principieu  Eingang  in 
diese  CJebiete  gefunden  haben.  Sie  wünscht  dagegen  die 
Darstellung  soweit  fortgeführt,  dass  sie  die  neuen  Vorstellungs- 
weiseu  noch  einschliesst,  welche  über  den  Begriff  von  Natur- 
kräften, über  ihre  Wirkungsweisen  und  den  Uebergang  ihrer 
Wirkungsformen  in  einander  sich  hauptsächlich  au  die  Unter- 
suchungen über  das  mechanische  Aequivalent  der  Wärme 
geknüpft  haben.“ 

In  der  öffentlichen  Facultätssitzung  vom  11.  März  1872  wurde 
über  die  fünf  eingegangenen  Arbeiten  berichtet.  Das  die  vorliegende 
Schrift  hetretfeude  ürtheil  lautet  vollständig: 

.^Die  fünfte  Arbeit  mit  dem  Spruche:  S’il  y a quelque- 
chose  II.  s.  w.  hat  der  Facultät  durch  586  enggeschriebeue 
Folioseiten  eine  grosse  aber  angenehm  lohnende  Mühe  ver- 
ursacht. Sie  erregt  schon  durch  ihr  ausführliches  Inhalts- 
verzeichniss  die  Hoffnung,  in  ihr  wirklich  alle  die  Fragen 
sorgfältig  beriicksichtigt  zu  finden,  welche  das  Programm 
der  Facultät  der  Beachtung  der  Bearbeiter  empfohleu  hatte. 
Die  Ausfuhning  bestätigt  diese  Hoffnung  in  höchst  erfreu- 
licher Weise.  Mit  vollständigster  und  freister  Beherrschung 
der  Sache  und  erstaunlicher  Ausdehnung  genauster  literarischer 
Kenntnisse  sind  nicht  nur  alle  wesentlichen  Punkte  erörtert, 
sondern  eine  grosse  Anzahl  kleinerer  Discussionen,  welche 
die  Facultät  nicht  für  unerlässlich  gehalten  hätte,  aber  mit 
Dank  anerkennt,  da  sie  überall  dem  volleren  Verstäudniss 
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des  Gegenstaudes  dieuen,  bezeugen  zugleich  die  grosse  Liebe 
und  die  Umsicht,  mit  welcher  der  Verfasser  sich  in  seine 
Aufgabe  veilieft  hat.  Dem  ausserordentlichen  so  aufgehäuften 
Stoffe  entspricht  die  Fähigkeit  zu  seiner  Bewältigung.  Der 
Ved'asser  hat  Darstellung  und  Kritik  nicht  getrennt,  sondern 
folgt,  beide  vereinigend,  dem  Verlauf  der  fiir  die  Mechanik 
sich  unterscheidenden  Epochen;  durch  feines  Gefühl  für  klare 
Vertheilung  der  Massen  ist  ,es  ihm  gelungen,  zugleich  auf 
die  ganze  geistige  Signatur  der  Zeitalter,  auf  den  wissen- 
schaftlichen Charakter  der  leitenden  Persönlichkeiten  und  auf 
die  fortschreitende  Entwicklung  der  einzelnen  Principien  und 
Lehrsätze  ganz  das  belehrende  geschichtliche  Licht  fallen 
zu  lassen,  welches  die  Facultüt  vor  allem  gewünscht  hatte. 
Auch  keine  der  besonderu  Forderungen,  welche  das  Programm 
der  Aufgabe  ausgesprochen  hatte,  ist  unbeachtet  geblieben. 
Die  ursprünglichen  Aufgaben,  an  deren  Behandlung  jedes 
neue  Priucip  oder  Theorem  entstand,  sind  überall  mit  vollendeter 
Anschaulichkeit  reproducirt  und  die  allmälige  Umformung, 
die  Jedes  erfahren  hat,  durch  alle  Zwischenglieder  sorgßltig 
verfolgt.  Die  Berührungen  der  mechanischen  Gedanken  mit 
der  philosophischen  Speculatiou  sind  nirgend  vermieden;  sie 
sind  nicht  nur  iu  eignen  Abschnitten  entwickelt,  sondern  der 
feine  philosophische  Instinct,  der  den  Verfasser  auch  auf 
diesem  Boden  leitet,  ist  ebenso  deutlich  in  einer  grossen 
Anzahl  aufklärender  allgemeiner  Bemerkungen  sichtbar,  welche 
an  schicklichen  Stellen  iu  die  Darstellung  der  mechanischen 
Untersuchungen  verfluchten  sind.  Den  angenehmen  Eindruck 
des  Ganzen  vollendet  eine  sehr  einfache  aber  au  glücklichen 
Wendungen  reiche  Schreibart,  die  warme  Anerkennung  Jedes 
Verdienstes,  die  erklärende  Entschuldigung  des  Misslungenen 
und  die  vornehme  Schonung,  mit  der  über  das  Verkehrte 
bin  weggegangen  wird.  Nur  ein  Bedenken  hegt  die  Facultät. 
Der  Verfasser  ist  sehr  ausführlich  in  Wiederholungen  früher 
dargestellter  Sätze  und  iu  Kückverweisungen  auf  sie;  denkt 
man  sich  die  vorliegende  Arbeit  als  eine  Keihe  von  Vor- 
trägen, so  erscheinen  diese  Recapitulationen  als  gut  berechnete 
.Mittel  einer  ausgezeichneten  Lehrbegabung;  auch  werden  sie 
im  übersichtlichen  Druck  den  Leser  nicht  ebenso  aufhalteu 
als  bei  der  Durchsicht  der  Handschrift.  Gleichwohl  bleibt 
der  Erwägung  W(*rth,  ob  nicht  eine  grössere  Einschränkung 
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hierin  wenigstens  in  der  letzten  Hälfte  der  Schrift  sich 
empföhle,  wo  einestheils  ohnehin  die  Natur  der  Sache  zu 
häufigen  Reproductionen  derselben  Gedanken  unter  ver- 
schiedenen Formen  zwingt,  anderntheils  Alles,  was  der  Ver- 
fasser beachtet  wflnscht,  als  durch  das  Frähere  bereits  hin- 
länglich eingeschärft  gelten  kann  *)•  Anderes  hat  die  Facultät 
nicht  zu  erwähnen;  voll  Befriedigung,  sich  als  die  Veran- 
lasserin dieser  schönen  Leistung  zu  wissen,  durch  welche  ihre 
Aufgabe  vollständig  gelöst  und  viele  Nebeuerwartungen  ül)er- 
troffen  sind,  zögert  sie  nicht,  dem  Verfasser  den  ersten 
Preis  hiedurch  öffentlich  zuzuerkeunen.“ 


Bei  der  ersten  Veröffentlichung,  die  aus  der  Beneke-Stiftung 
hervorgeht,  durfte  es  nicht  unangemessen  sein,  eine  Notiz  über  die 
Motive  dieser  Kinrichtuug  beizufügen.  Die  Preisstiftung  oder 
wenigstens  deren  besondere  Gestaltung  hat  ihre  Veranlassung  in 
den  Schicksalen  des  an  der  Berliner  Universität  in  den  philo- 
sophischen Fächern  ein  Menschenalter  hindurch  thätig  gewesenen 
F.  E.  Beueke  gehabt,  dessen  Bruder,  der  1864  verstorbene 
Cousistorialrath  C.  G.  Beueke  die  Stadt  Berlin  zum  Erben  ein- 
setzte, um  zur  Förderung  der  Philosophie  eine  jährliche  Preis- 
ausschreibung von  mindestens  .">00  und  für  die  zweitbeste  Arbeit 
200  Thlr.  Gold  zu  unterhalten.  Diese  letztwillige,  nur  14  Tage 
vor  dem  Tode  des  Erblassers  und  ein  .Jahrzehnt  nach  demjenigen 
des  Bruders  getroffene  Verfügung  schloss  die  sogenannte  speculative 
Philosophie  aus  und  war  auch  sonst  ausdrücklich  im  Hinblick  auf 
den  Standpunkt  des  Bruders  uormirt  worden.  Der  Letztere  war 
als  Docent  im  .Jahre  1822  einer  Verfolgung  ausgesetzt  gewesen, 
indem  mau  ihn  mit  der  nicht  einmal  zutreffenden  Einreihung  unter 
die  Rubrik  des  Materialismus  beehrt,  und  der  damalige  Berliner 
Hauptprofessor  der  Philosophie  Hegel  nicht  nur  seine  Entfernung 
von  der  Universität  bei  dem  Minister  .\lteustein  erwirkt,  sondern 

')  Mich  hatte  zu  den  fra);Iirhen,  jetzt  boscitiiztcn  Wiederholungen 
meistens  die  Besorglichkeit  veranlasst,  die  Krfhllung  aller  Prograninipunkte 
in  jeder  Richtung  recht  sichtbar  zu  luachen,  — eine  Besorglichkeit,  die,  ich 
gestehe  es,  zu  einem  nicht  geringen  Tlieil  aus  meiner  in  anderartigem  Vorkelir 
mit  Universitäten  gebildeten,  in  diesem  besondern  Fall  angenehm  enttäuschten 
Ansicht  von  den  für  eine  Beurthoilung  wissonsclmftlicher  l.oistungen  zu  go- 
wärtigenden  Chancen  entsprungen  war.  Dg. 
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aucli  vorn I sacht  hatte,  dass  auf  diplomatischem  Wege  in  Sachsen 
seine  Zulassung  zu  einer  ihm  bestimmten  ordentlichen  Professur 
verhindert  wurde.  Obwohl  nach  einer  Anzahl  von  Jahren,  inner- 
halb deren  er  inzwischen  in  Göttingen  eine  Zutlucht  gefunden  hatte, 
in  Berlin  wieder  rehabilitirt  und  nach  des  genannten  Professors 
Tode  zu  einer  ausserordentlichen  Professur  befördert,  hatte  er 
schliesslich  dennoch  die  alte  Feindschaft  der  sich  als  speculativ 
geltend  machenden  Behandlungsart  der  Philosophie  zu  erproben. 
Die  sich  hieran  anschliessende  Gestaltung  der  Verhältnisse  wirkte 
bei  seiner  auf  die  Universitätssphäre  tixirten  Anschauungsweise 
zuletzt  so  übel  auf  ihn  ein,  dass  er  1854,  also  im  57.  Lebensjahre, 
seine  Lauflrahn  durch  eignen  Entschluss  endigte.  Der  Zusammen- 
hang, in  welchem  dieser  Todesfall  eines  in  umfassender  Weise 
schriftstellerisch  thätig  gewesenen  und  keiheswegs  einer  erheblichen 
Zuhörerzahl  ermangelnden  Docenteu  zu  verstehen  wäre,  wurde  vou 
der  Presse  und  dem  Publicum  mit  gebührender  Theilnahme  erörtert. 
An  zulänglichen  Existenzmitteln  hatte  es  nicht  gefehlt  und  die 
literarische  Wirksamkeit  sowie  die  Erweiterung  eines  Kreises  von 
Anhängern,  namentlich  aus  der  Lehrersphäre,  war  iii  stetigem 
Fortgang  begriffen  gewesen.  Auch  das  weniger  vou  dem  Innern 
universitärer  Vorgänge  unterrichtete  Publicum  zog  daher  den  Schluss, 
dass  jener  letzte  Schritt  durch  den  Eindruck  der  wiederholten 
Zurücksetzung  herbeigeführt  worden  sei. 

Die  vorangehenden  Hinweisungen  auf  Verhältnisse  und  Um- 
stände, die  sonst  nur  in  die  Specialgeschichte  der  Universitäten 
und  Professuren  gehören, ' sind  hier  allein  geeignet,  den  für  die 
Stiftung  entscheidenden  Ausschluss  der  sjieculativen  Philosophie 
verständlich  zu  machen.  Die  gelehrte  Göttingei  Körperschaft  hat, 
nachdem  von  den  philosophischen  Facultäten  zu  Berlin  und  Halle 
ilie  ihnen  stiftungsgemäss  zuerst  angetrageuen  Functionen  abgelehnt 
waren,  durch. die  üehernahme  der  Sache  die  Existenz  der  Stiftung 
gesichert,  indem  sie  die  Ausführungsmodalitäten  dahin  feststellen 
Hess,  dass  unter  der  nicht  speculativen  Philosophie  auch  die  positiven, 
im  hergebrachten  Rahmen  einer  philosophischen  Facultät  vereinigten 
Eiuzeiwissenschaften,  aber  mit  besonderer  Rücksicht  auf  ihre 
universellen  und  methodischen  Seiten  und  auf  ihre  höhere,  von 
allgemeineren  Gesichtspunkten  getragene  Behandlungsart  ver- 
standen werden  dürften.  In  diesem  Sinne  konnten  selbst  reine 
.Mathematik  und  Mechanik  den  Gegenstand  der  Aufgaben  bilden 
J^und,  wie  das  erste  Thema  und  die  vorliegende  Schrift  zeigen,  hat 
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sogar  die  specialistische  Behandlung  der  geschichtlichen  Haupt- 
ergebnisse der  rationellen  und  analytischen  Mechanik  den  eigensten 
Intentionen  der  Stiftung  wohl  in  einem  über  den  Anschein  iler 
Sache  hinausreichenden  Maass  entsprochen,  zumal  da  auch  der 
Zufall  es  bezüglich  der  Personen-  und  Geistesrichtungen  an  einem 
mehrfach  ironischen  Spiel  und  rächendem  Hmnor  nicht  hat  fehlen 
lassen.  Der  Ausschluss  der  sogenannten  speculativen  Philosophie 
hat  thatsächlich  eine  Richtung  auf  jene  allgemeine  wissenschaft- 
liche Positivität  erhalten,  welche  unabhängig  von  einem  irgendwie 
benannten  Privatsystem  dem  höchsten  Denken  ebenso  wie  der 
eindrüigendsten  Forschung  eigen  ist  und  die  Arbeiten  der  Gegen- 
wart mehr  und  mehr  beherrscht.  Hiemit  ist  nicht  die  wahre 
Speculation,  also  z.  B.  nicht  diejenige  ausgeschlossen,  wie  sie  dem 
schöpferischen  Denken  eines  Galilei  in  seinem  besondern  Gebiet 
eigen  war.  Aber  auch  die  im  engem  Sinne  philosophische  Specu- 
lation in  ihren  echten  und  bleibenden  Motiven,  also  namentlich 
als  Bethätigung  der  letzten  Verstandesconsequenzen  in  der  Welt- 
und  Lebensauffassung,  wird  von  jenem  Antagonismus  nicht  berührt, 
der  eigentlich  nur  den  nächstliegenden  Caiicaturen  der  Sache 
gegolten  hat  und  gilt. 
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Die  neue  Anregung,  welche  die  Bethätigung  der  Principien 
der  Mechanik  durch  die  Auffindung  des  Kraftwerths  der  Wärme 
erfahren  hat,  ist  auch  zugleich  die  Ursache  geworden,  dass  sich 
die  Nothweudigkeit  einer  geschichtlichen  und  kritischen  Oiientirung 
in  den  bisherigen  Ueberlieferungen  immer  entschiedener  aufdrängte. 
Ueberdies  war  der  Mangel  eines  Geschichtswerks,  welches  auch 
nur  die  wesentlichsten  Grundlagen  der  Entstehung  und  des  Fort- 
schritts der  mechanischen  Einsichten  behandelte,  schon  an  sich 
selbst  eine  Literaturlflcke,  deren  gehörige  Ausfüllung  unter  allen 
Umständen  für  das  bessere  Verstäuduiss  der  rationellen  und  exacten 
Theile  des  Naturwissens  von  Erheblichkeit  gewesen  wäre.  Die  Her- 
vorbringnng  eines  deutlicheren  Bewusstseins  von  dem  Ganzen  der 
mathematisch  mechanischen  Grundeinsichten  und  von  den  zu- 
gehörigen Anwendungsmethoden  musste  aber  auch  ein  Zielpunkt 
für  solche  Bestrebungen  werden,  die  sich  auf  die  Lösung  be- 
stimmter Probleme  der  Naturmechanik  richteten.  Im  letzteren 
Falle  hat  sich  auch  der  Verfasser  der  vorliegenden  Schrift  be- 
funden. Seit  Jahrzehnten  hat  er  neben  denjenigen  Anstrengungen, 
welche  für  die  nachdrückliche  Betheiligung  an  der  Gestaltung 
anderer,  weit  abliegender  Wissensgebiete  erforderlich  waren,  seine 
ursprünglichen  mathematisch  mechanischen  Conceptioneu  immer 
wieder  aufgenommeu.  Hiebei  war  er  besonders  im  Interesse  von 
ein  paar  Problemen  der  mechanischen  Physik,  auch  abgesehen  von 
seiner  allgemeinen  Theilnahme  für  die  Jedesmal  strengsten  Wissens- 
formen, zu  Nachforschungen  und  Untersuchungen  genöthigt  worden, 
vermöge  deren  er  über  einen  wesentlichen  Theil  des  Materials  zu 
einer  Principiengeschichte  der  Mechanik  bereits  verfügte,  als  die 
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fihrigRns  auch  so  /.eitgoinässo  Preisaufgabe  der  Göttinger  gelehrten 
und  speciell  für  die  inatlieinatischen  AVissenschaften  historisch 
liervorragenden  Körperschaft  auch  in  ihren  besondern  Anforderungen 
mit  seinen  eignen  Gesichtspunkten  zusauimeuti'af.  Diese  völlige 
üebereinstinimung  und  die  Ueherlegung,  dass  im  matljematisch 
mechanischen  Gebiet  ein  klein  wenig  eher  auf  Maass  und  Gewicht 
und  daher  bisweilen  auch  wohl  mit  mehr  Chancen  auf  gerechte 
Würdigung  zu  rechnen  sein  dürfte  als  in  andern,  gewöhnlich  als 
Halhwissenschaften  cultivirten  und  der  persönlichen  Willkür  preis- 
gegebenen  Gebieten,  — diese  Umstände  haben  den  Verfasser  be- 
stimmt, sich  zum  ersten  Mal  zu  einer  Preisbewerbuug  zu  eut- 
schliesseu  und  zuzusehen,  ob  seine  anonymen  Bemühungen  glück- 
licher sein  würden,  als  es  bisher  sein  Name  in  Bewerbungen 
anderer  Art  bei  der  ihm  nahestehenden  üniversitätssphäre  ge- 
wesen ist. 

Die  Geschichte  der  Mechanik  ist  in  ihren  Grundlagen  auch 
eiu  mieutbehrlicher  Bestandtheil  und,  was  mehr  bedeutet,  eine  un- 
umgängliche Voraussetzung  der  allgemeinen  Wissenschaftsgeschichte. 
Sie  schliesst  sich  unmittelbar  an  diejenige  der  reinen  Mathematik 
an  und  betrifft  einen  Gegenstand,  mit  dessen  Untersuchung  das 
rein  gedankliche,  auf  blosse  Anschauungsformen  beschränkte  Gebiet 
verlassen  und  der  Fuss  zum  eisten  Mal  in  das  Bereich  der  ma- 
teriellen Wirklichkeit  gesetzt  wird.  F)ie  Mechanik  ist  die  ab- 
stracteste  und  durchsichtigste  der  das  rein  ideelle  Gebiet  über- 
schreitenden und  hiemit  erst  in  die  Wirklichkeit  der  Dinge 
eindringenden  Wissenschaften.  In  ihr  beiährcn  sich  Denken  und 
Forschen  am  innigsten,  und  an  ihr  zeigt  sich,  was  die  Verfolgung 
des  rationellen  Zusammenhangs  und  die  Kraft  der  ideellen  Con- 
sequenz  auf  Grund  weniger  Naturthatsacheu  zu  leisten  vermögen. 
In  diesem  Sinne  ist  die  Untersuchung  der  historischen  Schicksale 
der  Entwicklung  des  mechanischen  Wissens  wirklich  eine  Aufgabe 
von  universell  wissenschaftlicher  Bedeutung,  indem  durch  ihre 
Lösung  auch  solche  Fragen  entschieden  werden,  deren  Erörterung 
herkömmlich  auf  einem  weniger  festen  Boden  imd  in  einer  weniger 
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klaren  Umgebung  vor  sich  zu  gehen  pflegt  und  daher  bis  jetzt  zu 
keinen  befriedigenden  Ergebnissen  geführt  hat.  Der  Begrifl'  einer 
Geschichte  der  Wissenschaft,  ohne  nähere  Benennung,  ist  allerdings 
nur  eine  kühne  Conception,  zu  deren  Ausführung  es  bisher  nicht 
etwa  blos  au  einer  hinreichenden  V'orlrereitung  in  der  Gestaltung 
der  Materialien,  Sondern  auch  au  der  Erfassung  der  entscheidenden 
Gesichtspunkte  gefehlt  hat.  >Soll  aber  auch  nur  die  ideelle  Skizze 
einer  solchen  rationellen,  kritischen  und  systematischen  Wissen- 
schaftsgeschichte zu  Stande  kommen,  so  wird  sie  von  der  Ent- 
wicklung der  reinen  Mathematik  auszugehen  und  als  erste  reale 
Grundlage  den  Fortschritt  der  schliessenden  und  rechnenden 
Mechanik  ins  Auge  zu  fassen  haben.  Von  diesem  Standpunkt  aus 
betrachtet,  fügt  sich  die  vorliegende  Arbeit,  abgesehen  von  ihrem 
speciellen  Zweck,  auch  noch  als  isolirter,  aber  relativ  selbstgenug- 
samer  Theil  in  ein  universell  wissenschaftliches  System  ein,  dessen 
Werth  als  Ganzes  nicht  davon  abhängen  kann,  in  welchen  Zeit- 
räumen man  dazu  gelangen  wird,  es  in  seinen  einzelnen  Richtungen 
auszuführeu.  Dieses  System  ist  eine  innere  Nothwendigkeit,  zu 
welcher  der  Gang  der  Wissenschaftsentwicklnng  immer  wieder 
würde  zurückkehren  müssen,  wenn  ihm  auch  für  irgend  eine 
Epoche  die  Anlagen  und  Antriebe  dazu  verloren  gegangen  wären. 
Auch  hängt  die  Erfassung  dieses  Systems  glücklicherweise  nicht 
allein  von  zufälligen  individuellen  Schicksalen  und  Fähigkeiten  und 
namentlich  auch  nicht  von  dem  Maasse  ab,  in  welchem  es  einem 
einzelnen  Kopfe  möglich  ist,  au  der  positiven,  gründlichen  oder 
gar  schöpferischen  Behandlung  einzelner  Wissenschaftszweige  theil- 
zunehmen;  — auch  die  collectiven  Triebkräfte  verbürgen  gegen- 
wärtig eine  geistige  Bewegung  von  solcher  Art,  dass  die  der  letzteren 
vorauschreitenden  kühneren  Anschauungen  und  Anstrengungen  Ein- 
zelner einige  Chancen  haben,  mit  der  thatsächlichen  Entwicklung 
der  Wissensgeschichte  schon  in  einer  näheren  Zukunft  zu  um- 
fassenden Consequenzeu  zu  gelangen.  Eine  wirklich  rationelle 
Geschichte  der  reinen  Mathematik  oder  wenigstens  ihrer  ent- 
scheidenden principiellen  Wendungen  würde  natürlich  diejenige 
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Vorarbeit  sein,  durch  welche  das  Gnindgerüst  in  der  strengen 
Gestaltung  des  Denkens  und  der  Rrkenntniss  sichtbar  zu  machen 
und  zugleich  das  Beispiel  einer  tief  eindringenden,  klar  sondernden 
und  allseitig  verbindenden  historischen  Wissenschaftsdarstellung 
zu  liefern  wäre. 

Der  Mangel  dieser  Voiarbeit  musst«  für  das  vorliegende 
Buch  dadurch  zu  ersetzen  gesucht  werden,  dass  die  unumgäng- 
lichsten .Schwierigkeiten,  welche  durch  die  Ueberlieferung  von  rein 
mathematischen  Elementen  einer  unrationellen  Denkweise  ver- 
schuldet sind,  zu  vollständiger  Erledigung  gelaugten.  Hiebet' 
gehören  besonders  die  rein  mathematischen  ünendlichkeitsbegriflfe, 
und  man  wird  linden,  dass  die  ganze  vorliegende  Darstellung  un- 
geachtet des  engsten  Anschlusses  an  den  herkömmlichen  Sprach- 
und  Zeichengebrauch,  dennoch  einen  völlig  widerspruchslosen  Begriff 
vom  Unbeschränktkleinen  zur  Voraussetzung  hat  und  überhaupt 
jener  .Strenge  und  Unzweideutigkeit  der  Begriffsfassungen  huldigt, 
für  welche  wenigstens  ein  Theil  der  antiken  Conceptionen  und 
Ausdrucksarten  als  Muster  gelten  kann.  Dieser  Punkt  ist  für  die 
Klarheit  und  kritische  Schärfe  der  Auffassung  des  historisch 
Gegebenen  von  entscheidender  Bedeutung  gewesen,  und  der  Um- 
stand, dass  der  Darsteller  seine  im  WesenÜicheii  schon  vor  einem 
Dutzend  .Jahren  veröffentlichte  Lösung  der  fraglichen  Schwierig- 
keiten hier  zur  Anwendung  gebracht  und  einen  besondern  Werth 
auf  dieselbe  gelegt  hat,  dürfte  Niemand  befremden,  der  von  der 
Tragweite  derartiger  Fundaraentalconceptioneu  einige,  über  die 
gewöhnliche  Professorrontine  hinauareichende  Begriffe  hat  und  sich 
nicht  durch  die  Unbekümmertheit  derjenigen  grösseren  Mathematiker 
täuschen  lässt,  denen  die  Specialitätsinteressen  über  die  Sorge  für 
die  Strenge  und  Eleganz  der  Constitution  ihrer  Wissenschaft  hinweg- 
geholfen haben. 

Vergleicht  man  die  Beschaffenheit  der  vorliegenden  Arbeit 
mit  den  Forderungen  der  oben  vorgedruckten  Aufgabe  und  der 
zugehörigen  Benrtheilung,  so  wird  man  die  in  der  letzteren  er- 
wähnten, über  die  unerlässlichen  Bestandtheile  des  gestellten 
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Programms  hinansgegangenen  Untersuchuugeu  zum  Theil  auch  in 
solchen  Erörterungen  und  Bemerkungen  linden,  die  ihre  Möglichkeit 
der  ausserhalb  des  Kähmens  dieser  Oeschichte  gelegenen  Behandlung 
jener  oben  angedeuteten  Specialprobleme  der  Naturmechanik  ver- 
danken. Solange  nun  aus  der  Lösung  dieser  Specialprobleme  nicht 
alle  Conseqiienzen  gezogen  sind,  welche  sich  in  der  Richtung  der 
Anwendung  ihrer  Ergebnisse  för  einige  Hauptseiten  der  Naturver- 
fassuug  mit  dem  verfügbaren  Thatsacheninaterial  erreichen  lassen, 
glaubte  der  Verfasser  sich  einige  Zurückhaltung  auferlegen  zu 
müssen.  Einerseits  konnte  er  nicht  umhin,  hier  und  da  einige 
ihm  eigenthümliche  Anschauungsweisen  zur  Kritik  zu  benutzen  und 
die  Richtungen  anzudenten,  in  denen  die  Geschichte  der  Mechanik 
ihre  ferneren  Fortschritte  zu  gewärtigen  hat;  andererseits  wäre  es, 
abgesehen  von  der  Ueberschreitung  der  Grenzen  einer  beurtheileuden 
Geschichte,  unangemessen  gewesen.  Jene  Andeutungen  mit  halben 
Ausführungen  zu  vertauschen,  wo  die  vollständige  Darlegung  weder 
am  Orte  noch  an  der  Zeit  sein  konnte.  Hiezu  kam  noch  das 
Interesse,  die  Arbeit,  abgesehen  von  Streichungen  sowie  von  einigen 
Kleinigkeiten  und  literarischen  Nachträgen,  nicht  nur  genau  in 
ihrer  wörtlichen  Fassung  zu  erhalten,  sondern  auch  iu  ihr  auf 
irgend  erhebliche  Einschaltungen  zu  verzichten. 

Bezüglich  der  Darstellungsart  wird  es  wohl  Niemand,  der  die 
besten,  wenn  auch  freilich  sehr  vereinzelten  Master  kennt  and  die 
vorzüglichsten  Bestrebungen  der  neuem  Mathematik  zu  würdigen 
weiss,  für  gleichgültig  oder  gering  achten,  dass  der  Ausdruck  in 
Wollen  und  die  Zurückführuug  auf  Begriffe  die  für  eine  historische 
Daietellung  besonders  unschöne  Herbeiziehung  des  Formelapparats 
der  Regel  nach  ersetzt  haben.  Die  geschichtlichen  Abschnitte  in 
Lagranges  Analytischer  Mechanik,  in  denen  ein  Poinsot  sogar  die 
gelungensten  Seiten  des  ganzen  Werks  erblickte,  sind  von  Formeln 
völlig  frei  und  zugleich  das  Gründlichste  und  Klarste,  was  bisher 
zur  Orieutirung  in  den  Principien  der  Mechanik  geschrieben  worden 
ist.  Dieser  Vorgang  Lagranges  muss  da,  wo  überhaupt  die  Be- 
rufung auf  Autoritäten  in  die  Waage  fallen  soll,  ein  um  so  grösseres 
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Gewicht  haben,  als  es  ja  grade  der  Haiiidrepräsentant  der  fast 
ausschliesslich  in  Foruieleutwicklungen  einherschreitenden  Mechanik 
ist,  dessen  Ansehen  in  Anspruch  genommen  wird.  Wo  jedoch  di« 
tiefem,  freilich  zum  Theil  nur  erst  wenig  sichtbar  gewordenen 
Gründe,  die  in  den  Bedürfnissen  und  mehrfach  auch  schon  in  den 
Tendenzen  der  neuern  Mathematik  wirken,  in  ei-ster  Linie  als 
maassgebeud  anerkannt  werden,  da  kann  es  kaum  noch  eine  Frage 
sein,  dass  die  Zurückfflhrung  des  symbolischen  und  oft  nur  allzu- 
leicht in  eine  leere  Geschwätzigkeit  verfallenden  Calcüls  auf  ein 
geringstes  Maass  und  die  Krsetzung  einiger  Functionen  desselben 
durch  eine  abstractcre,  mächtigere  und  kürzere  Art  des  Raisonne- 
uients  zu  den  höchsten  und  schwersten,  aber  auch  fruchtbarsten 
Aufgaben  der  ferneren  Gestaltung  der  Mathematik  und  der  von 
ihr  abhängigen  Wissensgebiete  gehört.  Die  Zergliederung  des 
mathematischen  Gedankenganges,  für  den  die  Vollziehung  der 
symbolischen  Operationen  nur  ein  secundäres  Ausfflhrangsmittel 
ist  und  unter  Umständen  sogar  eine  Uebertlüssigkeit  sein  kann, 
muss  als  eine  Angelegenheit  vom  ersten  Range  behandelt  werden, 
und  die  Schwierigkeiten,  mit  denen  eine  derartige  Blosleguug  der 
Methoden  und  ein  rationelles  Eindringen  in  die  den  Formeln  zu  Grunde 
liegende  Constitution  der  Sache  verbunden  ist,  mögen  wohl  Maass 
und  Art  der  Bestrebungen  zeitweilig  einschränken,  können  aber 
das  Ziel  selbst  nicht  in  Frage  stellen.  In  der  That  wäre  es  auch 
für  die  vorliegende  Darstellung  viel  leichter  gewesen,  auf  jene 
letzte  gedankliche  Analyse  in  den  schwierigstiMi  Fällen  zu  verzichten 
und  sich  au  deren  Stelle  mit  der  Wiedergabe  von  Formeln  abzu- 
fiuden,  deren  Auslegung  und  Sinn  alsdann  sich  selbst  überlassen 
geblieben  wäre.  Wer  nun  hinreichende  Erfahrungen  darüber  hat, 
wie  oft  überhaupt  ein  klarer  Sinn  dem  analytischen  Stil  abgeht, 
und  wie  häufig  die  Unreife  des  Gedankens  durch  den  Luxus  der 
symbolischen  Operationen  verdeckt  wird,  dürfte  die  Bemühungen 
der  vorliegenden  Schrift  nicht  unterachätzen.  Ueberdies  haben  sie 
sich  ja  auch  darauf  gerichtet,  den  Gegenstand  auch  für  diejenigen 
zugänglicher  zu  machen,  die  an  der  Mathematik  kein  specialistisches 
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und  fachmännisches  Interesse  nehmen  können.  Es  sind  also  nicht 
nur  die  paar  kurz  gehaltenen,  sich  mit  den  philosophischen  Ein- 
wirkungen beschäftigenden  Capitel  und  Bemerkungen,  welche  z.  B. 
auch  bei  den  Pflegern  einer  strengen  Art  des  Philosophirens  auf 
Theilnahme  an  ihrem  Inhalt  rechnen,  sondern  es  ist  die  ganze 
Darstellung  so  eingerichtet,  dass  sie  denen,  die  nur  den  Zweck 
einer  allgemeinen  wissenschaftlichen  Orieutirung  und  Bildung  ver- 
folgen, das  Hinwegkommen  über  die  ihnen  etwa  unzugänglichen 
Theile  des  specifisch  Mathematischen  erleichtert.  VV^enn  es  bei 
einem  Gegenstände,  wie  der  vorliegende,  überhaupt  zulässig  ist, 
von  Popularität  zu  reden,  so  hat  der  Verfasser  die  höhere  und 
edlere  Art  derselben,  also  etwa  diejenige  im  Sinne  Galileis  aller- 
dings angestrebt,  und  ihn  hat  neben  allen  andern  Gesichtspunkten 
auch  das  Ziel  geleitet,  zu  einer  solchen  geschichtlichen  V'^orführung 
des  principiellen  und  methodischen  Inhalts  der  Mechanik  zu 
gelangen,  da.ss  die  sich  erst  in  die  Wissenschaft  Einführenden  eine 
Hülfe  erhielten,  wie  sie  ihnen  von  den  Compendieu  gar  nicht  und 
von  den  zugleich  umfassenden  und  classischen  Darstellungen  des 
dogmatischen  Stoffes  nur  äusserst  unzureichend  gewährt  wird.  Die 
neuerdings  übliche,  etwas  complexe  Behandlungsart  der  höheren 
Mathematik  hat  gelegentlich  wohl  Schwierigkeiten  in  den  Weg 
legen,  aber  nie  ein  unüberwindliches  Hinderniss  bilden  können. 
Nirgend  ist  ein  den  höheren  mathematischen  Denkformen  wesent- 
licher Begrift' umgangen,  oder  durch  jene  unzureichenden  Wendungen 
ersetzt  worden,  die  man  mit  Unrecht  elementar  nennt,  während 
das  echt  elementare  Verständniss  nur  durch  die  unmittelbare  Er- 
öffnung der  höchsten,  aber  zur  völligen  Deutlichkeit  gebrachten 
Conceptionen  gesichert  werden  kann.  Ohnedies  hat  es  aber  auch 
schon  dasPrincip  der  historischen  Anbequemiing an diemathematischen 
Mittel  einer  jeden  Epoche  mit  sich  gebracht,  auf  die  jedesmal 
entsprechende  Einfachheit  der  Darstellung  Gewicht  zu  legen,  und  erst 
in  der  neusten  Zeit  hat  die  in  sieh  ungleichartige  Beschaffenheit 
und  häufige  Durcheinandermischung  der  Methoden  und  Hülfsmittel 
zu  mühevollen  Sichtungen  geuöthigt,  deren  Brgebniss  oft  nur  eine 
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kimp  Audputuug  Oller  das  für  den  Keuner  der  Ausartungen  noch 
beredtere  Stillschweigeu  seiu  kouute.  Das  an  der  Hauptsache 
theilnehuieude  uud  mit  echt  positiveu  Wisseueiutereasen  beachäftigte 
i'ublicuin  wird  durch  die  letztere,  übrigens  einem  höheren  Stil 
der  Mittheilung  unwillkürlich  entspringende  Verfahrnngaart  nicht 
mit  Dingen  belästigt,  die  es  glücklicherweise  zum  grössten  Theil 
nicht  kennt,  und  die  es  in  dem  Maasse,  als  es  etwa  gelegentlich 
von  ihnen  berührt  wird,  ebenfalls  aus  blosseu  Andeutungen  zu 
beurlheilen  oder  als  durch  offeubare  Uebergebungeu  taxirt  zu  er- 
kennen vermag. 

Die  Quellen,  anf  welche  die  vorliegende  Geachichtadar- 
stellung  überall  zurückgegangen  ist,  sind  durchgängig  die  ur- 
sprünglichsten Niederleguugen  der  jedesmal  gewonnenen  neuen  Ein- 
sichten in  den  eignen  Werken  der  Autoren  gewesen.  Hiebei 
ist  der  Grundsatz  befolgt  worden,  nur  solche  Stellen  in  Bezug  zii 
nehmen,  deren  Anfiihning  sich  unwillkürlich  aus  dem  unmittel- 
baren Studium  jener  Quellen  aufgeuöthigt  hat  oder  zur  urkund- 
lichen Kennzeichnung  der  secundären  Auffassungen  durchaus  er- 
forderlich gewesen  ist.  Die  grundlegenden  oder  entscheidenden 
Arbeiten  sind  für  den  neuen  Zweck  in  einer  Weise  durchforscht 
worden,  welche  die  Emancipation  des  Urtheils  von  den  Ueber- 
lieferungen  zweiter  Hand  uud  die  Auffindung  der  bisher  völlig  un- 
berflhi-ten  Seiten  des  Gegenstandes  zum  Ziel  hatte.  So  sind,  um 
nur  das  flir  den  Eingang  der  modernen  Geschichte  wichtigste  Bei- 
spiel auzutuhren,  die  Schriften  Galileis  von  Neuem  durchgearbeitet 
und  namentlich  auch  in  denjenigen  Richtungen  und  Bestandtheilen 
schärfer  untersucht  worden,  wo  sich  die  früheren,  zum  Theil  nur 
ans  der  geringeren  sprachlichen  Zugänglichkeit  erklärbaren  Ver- 
nachlässigungen am  fühlbarsten  machten.  .Aehnliche  Verhaltungs- 
gnindsätze  sind  den  späteren  Hauptdocumenten  gegenüber  zur 
Geltung  gebracht  worden,  und  es  ist  ausserdem  bei  den  An- 
führungen das  Princip  maassgebend  gewesen,  für  die  Entscheidung 
über  eine  Citation  oder  eine  Weglassung  das  natürliche  Autoritäts- 
gewicht und  die  verschiedenen  Grade  der  wissenschaftlichen  Rang- 
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Ordnung  naoh  Kräfton  abziiniHssen.  Hiedurch  sowie  Oberhaupt  durch 
den  kritischen  Charakter  der  ganzen  Behandlungsart  ist  es  möglich 
geworden,  dem  gelehrten  Apparat  von  Specialnachweisungen  eine 
gewählte  Gestalt  zu  geben,  ohne  seine  Ziiläuglichkeit  zu  beein- 
trächtigen. Im  Gegentheil  hat  der  Verfasser  geglaubt,  grade  durch 
das  Streben  nach  einem  wählerischen  Maass  in  dieser  Hichtung 
den  Werth  und  die  eindringliche  Wirkung  literarischer  Anführungen 
und  Hervorhebungen  nicht  unerheblich  steigern  zu  können.  Auch 
war  zu  bedenken  gewesen,  dass  sich  in  einem  Gebiet,  wo,  wie  in 
den  m%thematischen  Wissenschaften,  die  literarischen  Xachweisungen 
im  Allgemeinen  weniger  üblich  sind  und  doch  für  das  tiefere 
Studium  immer  wichtiger  werden,  eine  sorglUltige  Kundgebung  der 
äusserlich  nur  als  Gelehrsamkeit  erscheinenden  Elemente  der 
Forschung  mit  mehr  Sinn  und  .An.stand  unternehmen  Hess,  als  es 
in  solchen  Disciplinen  hätte  geschehen  können,  wo  die  autoritäre 
Behandlung  nicht  nur -eine  Ueberwucherung  des  Wesentlichen 
durch  gleichgültige,  oberflächliche  oder  unzutreffende  Citate  erzeugt, 
sondern  auch  die  Unterscheidungskraft  für  wahre  litei-arische  Gründ- 
lichkeit vielfach  abgestumpft  hat.  Ueberdies  konnte  Angesichts 
der  sonstigen  Beschaffenheit  der  ganzen  Arbeit  die  Besorgniss 
fernbleiben.  dass  eine  unbefangene  Betrachtung  den  Geist  derselben 
verkennen  würde,  dem  die  literarischen  Beurkundungen  nur  Mittel 
zum  Zweck,  dagegen  das  möglichst  tiefe  Eindringen  in  die  collective 
und  individuelle  Gedankengeschichte  stets  die  in  erster  Linie  ent- 
scheidende Angelegenheit  gewesen  ist.  Nur  au  eine  derartige,  bis 
zu  den  Wurzeln  der  Conceptioneu  strebende  Gedankengeschichte 
konnte  sich  die  Hoffnung  knüpfen,  nicht  blos  zur  Vermehrung  der 
Kenntniss  vom  Vorhandenen,  sondern  auch  zur  Anregung,  Orientirung 
und  Leitung  der  weiterschaffeudeu  Thätigkeiten  Einiges  heiziitragen. 

Berlin,  im  September  1872. 

HOhrIng. 
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Sinn  der  Aufgabe  und  Beziehungen  zum  Altertbum. 

1.  Der  Ausdruck  Princip  hat  in  der  wissenschaftlichen 
Mechanik  herkömmlich  eine  mehrfache  Bedeutung.  Zunächst  ver- 
steht man  unter  Priiicipien  die  einfachsten  Voraussetzungen,  von 
denen  man  in  den  Ableitungen  ausgehen  muss.  Diese  Principien 
entsprechen  den  Axiomen  der  reinen  Mathematik.  Sie  sind  die 
letzten  Bestandtheile,  in  welche  sich  jeder  Beweis,  der  vom  All- 
gemeinen zum  Besondern  fortschreitet,  auflösen  lassen  muss.  In 
dieser  Eigenschaft  gleichen  sie  sämmtUch  den  geometrischen 
Grundsätzen,  die  man  in  geringer  Zahl  an  die  Spitze  des  Systems 
zu  stellen  pflegt.  Dagegen  unterscheiden  sie  sich  von  den  letzteren 
darin,  dass  der  erheblichste  Theil  derselben  nicht  aus  Einsichten 
bestehen  kann,  deren  Wahrheit  ohne  Weiteres  einfeuchtet,  sobald 
nur  der  Sinn  derselben  deutlich  ist.  Dieser  Unterschied  rührt 
daher,  dass  die  Mechanik  nicht  wie  die  reine  Mathematik  auf 
blosser  Gedankennothwendigkeit  beruht,  sondern  von  Thatsachen 
ausgehen  muss,  deren  letzte  Beglaubigung  das  Verfahren  der 
Natur  selbst  ist.  Neben  den  allgemeinen,  einfachen,  durch  sich 
selbst  beglaubigten  Einsichten  werden  mithin  noch  principielle 
Thatsachen  als  eine  besondere  Art  von  Principien  in  Frage  kommen. 
Diese  principiellen  Thatsachen  werden  nun  aber  irgend  einer  Art 
von  Nachweisung  nicht  blos  fähig,  sondern  auch  bedürftig  sein, 
und  man  wird  sich  daher  in  einem  vollendeten  System  nicht  er- 
lauben dürfen,  dieselben  ohne  Weiteres,  d.  h.  ohne  methodische 
Erweisung  ihres  Vorhandenseins  an  die  Spitze  zu  stellen.  Man 
wird  die  zusammengesetzten  Thatsachen  der  Natur  zu  zerlegen 
und  mit  Hülfe  des  Raisonncments  die  principiellen  Thatsachen 
auszuscheiden  und  so  als  wahr  nachzuweisen  haben.  Sobald  diese, 
keineswegs  nebensächliche  Arbeit  verrichtet  ist,  wird  man  sich  der 
durch  dieselbe  gewonnenen  Axiome  ähnlich  wie  in  der  reinen 
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Mathematik  bedienen  und  dieselben  als  die  letzten  Stützpunkte 
aller  ableitenden  Beweise  zur  Geltung  bringen  können. 

In  den  bisherigen  Versuchen,  der  rationellen  Mechanik  eine 
logisch  vollendetere  Gestalt  zu  geben,  ist  die  eben  erläuterte,  selbst 
priiicipiell  hochwichtige  Unterscheidung  noch  zu  keinem  völlig  deut- 
lichen Bewusstsein  gebracht  worden.  Es  wird  sich  daher  im 
Einzelnen  mehrfache  Gelegenheit  darbieten,  die  aus  der  Ver- 
nachlässigung der  fraglichen  fundamentalen  Verschiedenheit  er- 
wachsenen Schwierigkeiten  zu  beleuchten. 

2.  Ausser  den  Principien  im  engsten,  eben  angedeutetea 
Sinne  dieses  Worts  werden  in  der  Mechanik,  dem  geschichtlich 
gebildeten  Herkommen  zufolge,  auch  solche  Sätze  mit  diesem 
Namen  belegt,  welche  offenbar  den  Charakter  zusammengesetzter 
Lehrsätze  haben.  Sie  werden  oft  höchst  umständlich  bewiesen, 
und  dies  geschieht  bisweilen  selbst  dann,  wenn  man  ihnen  die 
Rolle  zutheilt,  die  Au.sgangspuukte  für  die  Begründung  der  ge- 
samraten  Mechanik  abzugeben.  Vielleicht  der  berühmteste  Fall 
dieser  Art  ist  derjenige  des  Princips  der  virtuellen  Geschwindig- 
keiten. Wie  man  dasselbe  gewöhnlich  versteht,  ist  es  augen- 
scheinlich ein  ziemlich  zusammengesetzter  Lehrsatz.  Aehnlich 
verhält  es  sich  mit  den  Principien  der  Erhaltung  der  lebendigen 
Kraft,  der  Erhaltung  der  Flächen,  der  geringsten  Wirkung  ii.  dgl. 
ln  der  Art,  ^e  diese  Principien  in  der  analytischen  Mechanik 
formulirt  werden,  sind  sie  unstreitig  zusammengesetzte  Wahrheiten 
und  haben  daher  die  Eigenschaft  der  Lehrsätze.  Ihre  Rolle  ist 
aus  diesem  Gesichtspunkt  keine  andere,  als  z.  B.  diejenige  des 
Pythagoreischen  Satzes  in  der  Geometrie,  ln  der  Entwicklungs- 
geschichte des  mechanischen  Wissens  haben  sie  dagegen  als  rela- 
tive oder,  wie  man  auch  sagen  könnte,  als  secundäre  Principien 
gedient  Man  ist  bei  der  Lösung  von  Problemen  oder  bei  dem 
Beweise  der  noch  mehr  zusammengesetzten  Sätze  von  ihnen  aus- 
gegangen. Auf  diese  Weise  hat  man  sich  daran  gewöhnt,  eine 
verhältnissmässig  kleine  Anzahl  von  mechanischen  Wahrheiten, 
durch  welche  alle  übrigen  Einsichten  zugänglich  w’erden,  als 
Principien  zu  bezeichnen.  Etwas  Aetmliches  ist  ursprünglich  mit 
allen  Thatsachen  geschehen,  die  man  mehr  oder  minder  zusammen- 
gesetzt aus  der  Erfahrung  entnalim,  und  die  man  vorläufig  noch 
nicht  weiter  in  ihre  Bestandtheile  anfzulösen  vermochte. 

Diejenigen  Sätze  zusammengesetzter  Natur,  welche  sich  bis 
auf  den  heutigen  Tag  unter  dem  Namen  von  allgemeinen  Prin- 
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cipien  der  Mechanik  behauptet  haben,  enthalten  zum  grössten 
Theil  auch  solche  Bestandtheile,  die  sich  sehr  wohl  zur  Aus- 
sonderung und  Hervorhebung  eignen  und  alsdann  eigentliche 
Principien  im  engsten  und  strengsten  Sinne  des  Worts  ergeben. 
Auf  eine  solche  Weise  lässt  sich  z.  B.  ein  Princip  gewinnen, 
welches  dem  Satz  der  virtuellen  Geschwindigkeiten  entspricht,  aber 
nichts  weiter  enthält,  als  was  wirklich  als  eine  einfache  selbst- 
ständige und  mitbin  als  letztes  Princip  brauchbare  Wahrheit 
gelten  muss. 

3.  Für  das  Alterthum,  welches  theoretisch  über  blosse  Statik 
nicht  hinauskam,  war  der  Satz  vom  Hebel  ein  relatives  Princip, 
auf  welches  mau  die  verschiedenen  einfachen  mechanischen  Po- 
tenzen zurückzuführen  suchte.  Nun  ist  dieser  Satz  offenbar  ein 
Lehrsatz,  dessen  Rolle  man  sogar  mit  derjenigen  des  Pythagorei- 
schen Satzes  in  der  Geometrie  vergleichen  könnte.  Die  subtilere 
Wissenschaft  war  sich  dieses  Umstandes  auch  wohl  bewusst  und 
Archiraedes  gab  daher  auch  einen  Beweis,  indem  er  sich  nur  ge- 
stattete, den  eiufachen  Fall  des  gleicharmigen  Hebels  als  blosses 
Postulat  eiuzufübren. 

Rechnen  wir  derartige  Sätze  von  grosser  Tragweite  eben- 
falls zu  den  allgemeinen  Principien  der  Mechanik,  so  begrenzt 
sich  der  Gegenstand  unserer  geschichtlichen  Nachforschungen  in 
einer  natürlichen  und  angemessenen  Weise.  Alle  fundamentalen 
Wahrheiten,  aus  denen  sich  der  wesentliche  Inhalt  der  beweisenden 
und  ableitenden  Mechanik  zusammensetzt,  werden  in  jenem  weiteren 
Sinne  als  allgemeine  Principien  gelten  müssen,  und  wo  die  Wissen- 
schaft eine  neue  erhebliche  Wendung  genommen  hat,  wird  auch 
der  Ausgangspunkt  dieser  Wendung  oder  die  gnindlegende  That- 
sache  der  neuen  Richtung  als  ein  neues  Princip  zu  betrachten 
sein.  Im  Wesentlichen  fällt  diese  Begrenzung  unserer  Aufgabe 
auch  mit  dem  Sprachgebrauch  zusammen.  Ausserdem  hat  sie  die 
Auffassung  von  Lagrange  für  sich,  der  unter  allgemeinen  Principien 
der  Mechanik  eine  Anzahl  von  Sätzen  und  Voraussetzungen  ver- 
stand, die  für  jeden  der  Gesichtspunkte,  von  denen  wir  ausgehen, 
mehr  oder  weniger  Beispiele  liefern.  Die  besouderu  Wahrheiten, 
welche  nach  den  ans  dem  Gesichtspunkt  der  Principien  bereits 
berücksichtigten  Methoden  durch  die  Combination  mit  den  sonstigen 
principiellen  Tbatsachen  und  Sätzen  abzuleiten  sind,  werden  natür- 
lich ausser  Betrachtung  bleiben  müssen.  Die  Mannichfaltigkeit 
der  Anwendungen  wird  au  sich  selbst  für  unsern  Zweck  unerheb- 
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lieh  bleiben,  und  nur  da,  wo  eine  Anwendung  keine  blosse  Com- 
bination  alter  Elemente  ist,  sondern  eine  neue  Gattung  des  Wissens 
repräsentirt,  wird  auch  eine  neue  principielle  Thatsache  oder  Ein- 
sicht in  Frage  kommen.  Ein  epochemachender  Fall  dieser  Art 
ist  die  Anwendung  der  mechanischen  Principieu  auf  die  Wärme. 
Hier  besteht  die  principielle  Erweiterung  der  Wissenschaft  darin, 
dass  in  der  Natur  ein  neues  Object  von  mechanischem  Charakter 
aufgefunden  und  mit  dem  bisher  bekannten  Gebiet  rein  mecha- 
nischer Gesetzmässigkeit  in  Beziehung  gesetzt  worden  ist. 

4.  Auch  im  weitesten  Sinne  kann  von  Principieu  in  der 
Geschichte  der  Mechanik  erst  von  dem  Zeitpunkt  an  die  Rede 
sein,  wo  man  anfängt,  die  verschiedenen  Thatsachen  und  Ideen 
in  ihrer  rationellen  Abhängigkeit  von  einander  zu  betrachten  und 
aus  dem  Gesichtspunkt  des  Grundes  und  der  Folge  mit  einander 
zu  verbinden.  Dies  geschieht  aber  noch  keineswegs  in  einer  er- 
heblichen Weise,  solange  die  mechanische  Praxis  dem  Gängel- 
bande des  unmittelbaren  mehr  instinctiven  und  meist  auf  den 
besondem  Zweck  beschränkten  Urtheils  ohne  ein  höheres,  theo- 
retisches Interesse  folgt.  Ein  gewisses  Maass  praktischer  Mechanik 
hat  lange  bestanden,  ehe  auch  nur  die  einfachsten  Wirkungsarten 
der  Kräfte  erklärt  wurden.  Schon  aus  den  Bauten  des  Aegyp- 
tischen  und  des  Indischen  Alterthums  lässt  sich  auf  die  Anwendung 
mechanischer  Kunstmittel  zur  Fortschaffung  bedeutender  Lasten 
schliessen.  Die  Griechische  Ueberlieferuug  zeigt  bereits  mehr. 
Sie  berichtet  von  der  Anwendung  sehr  einfacher  Vorrichtungen; 
aber  sie  bietet  selbst  zu  Zeiten,  in  denen  sich  die  mechanische 
Praxis  künstlicher  gestaltet  hatte,  keine  Beläge,  welche  das  Vor- 
handensein eines  wissenschaftlichen  Bewusstseins  über  mechanische 
Verhältnisse  vor  den  Arbeiten  des  Archimedes  in  entscheidender 
Weise  bekundeten.  ) Allerdings  kannte  Aristoteles  das  Hebel- 
princip');  aber  er  wusste  es  nicht  recht  zu  beweisen.  Seine 
Speculationen  sind  ausserdem  ein  Zeugniss  dafür,  wieweit  mau 
I von  einer  rationellen  Auffassung  des  Mechanischen  entfernt  war. 
' Auch  wird  dieses  Zeugniss  nicht  durch  den  naheliegenden  Ein- 
wand entkräftet,  dass  die  Art  und  Weise  des  Philosophen  nicht 
I als  das  vorherrschende  Gepräge  der  Naturerklärung  und  Natur- 
' auffassung  seiner  Zeit  gelten  könne.  Diejenigen  wissenschaftlichen 
. Richtungen,  welche  den  mathematischen  und  physikalischen  An- 
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schauungsweisen  näher  standen,  mochten  sich  immerhin  in  einem 
gewissen  Maass  durch  ihre  Methode  auszeichnen;  aber  die  fertigen 
Ergebnisse  hätten  dem  „Leser“,  wie  Aristoteles  von  Plato  ge- 
nannt wurde,  schwerlich  entgehen  können. 

5.  Die  Gestalt,  in  welcher  sich  uns  das,  was  das  Alter- 
thum an  wissensch.aftlicher  Mechanik  aufzuweisen  hat,  in  einer 
der  genaueren  Prüfung  zugänglichen  und  positiven  Weise  zeigt, 
sind  die  einschlagenden  Schriften  des  Archiinedes.  Der  eigen- 
thümliche  Charakterzug  dieser  scharfsinnigen  Leistungen  ist  die 
Beschränkung  auf  blosse  Statik  und,  was  noch  mehr  sagt,  auf 
rein  statische  Methoden.  Von  dem  Schritt,  durch  welchen  die 
statischen  Verhältuis.se  gleich  im  Eingang  der  neuern  Zeit  auf 
eventuell  mögliche  Bewegungen  zuriiekge führt  wurden,  ist  bei 
Archimedes  keine  Spur  anzutreffen,  und  hieraus  erklärt  sich, 
warum  die  eigentlichen  Principien  der  Mechanik  im  Alterthum 
noch  keine  Rolle  spielen  konnten.  Die  tiefer  greifenden  Principien 
müssen  den  Gleichgewichts-  und  den  Bewegungsverhältnissen  ge- 
meinschaftlich sein.  Sie  setzen  also  wenigstens  einen  Anfang  in 
der  Dynamik  voraus,  und  der  Grund  dieser  neuen,  völlig  modernen. 
Wissenschaft  wurde  erst  durch  Galilei  gelegt. 

Die  antike,  streng  wissenschaftliche  Statik,  wie  sie  durch 
Archimedes  repräseutirt  ist,  beschränkte  sich  wesentlich  auf  eine 
Lehre  von  den  Schweipunkten  und  auf  eine  Ausführung  der  Ge- 
wichts- und  Stabilitätsverhältnisse  eingetauchter  und  schwimmender 
Körper.  Die  sonstigen  Kenntnisse  des  Archimedes,  namentlich 
diejenigen  über  die  verschiedenen  mechanischen  Potenzen,  ent- 
ziehen sich,  wie  fast  das  ganze  übrige  theoretisch  mechanische 
Wissen  des  Alterthums,  einer  unmittelbaren  Prüfung,  da  blosse 
Berichte  und  Spuren,  aus  denen  sich  auf  die  theoretische  Be- 
schäftigung mit  den  einzelnen  mechanischen  Vorrichtungen  schliessen 
lässt,  die  Sache  selbst  nicht  ersetzen  können.  Jedoch  dienen  sie 
häufig  genug  dazu,  auzuzeigen,  was  man  nicht  wusste  und  nicht 
konnte.  Ausserdem  hat  für  die  ge.schichtliche  Entwicklung  auch 
schon  deshalb  nur  das  urkundlich  erhaltene  Wissen  einen  Werth, 
weil  dieses  allein,  nicht  aber  irgend  eine  unbestimmte  Anführung 
die  Anknüpfungspunkte  für  die  modernen  Bestrebungen  abzugeben 
vermochte.  Dieser  Umstand  macht  es  auch  rathsam,  die  ein- 
schlagenden Einzelheiten  erst  au  denjenigen  Orten  anzuführen,  wo 
irgend  eine  Beziehung  zu  den  Unternehmungen  der  Neueren  dazu 
auffordert. 
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6.  Der  eben  erwähnte  Grund  nöthigt  uns  auch,  das  bei 
Arcbimedes  principiell  Bedeutende  in  aller  erforderlichen  Aus- 
führlichkeit erst  dann  zu  erörtern,  wenn  wir  es  im  Eingänge  der 
neuem  Zeit  unter  den  Händen  der  modernen  Forscher  neue 
Wichtigkeit  und  gleichsam  erst  Leben  gewinnen  sehen.  Was  der 
Zufall  von  seinen  Schriften  übrig  gelassen  hat,  war  zunächst  fast 
als  ein  c a p u t m o r t u u m zu  betrachten ; denn  es  überlieferte 
anstatt  der  Auffindungsmethodeu  nur  ein  Gerüst  fertiger  Sätze  und 
solcher  Beweise,  welche  mehr  die  Erzwingung  der  Anerkennung 
als  die  Entstehungsgründe  der  Einsichten  im  Auge  hatten.  Die 
neuere  Zeit  hat  sich  die  Methoden  erst  selbst  erfinden  müssen, 
und  wenn  es  auch  keinem  Zweifel  unterliegen  kann,  dass  sich 
Archimedes  und  die  Alten  bei  der  Aufsuchung  der  Wahrheiten 
gewisser  natürlicher  Methoden  und  Vorstellungsweisen  bedienten, 
so  haben  sie  dieselben  doch  niemals  auseinanderzusetzen  gehabt, 
weil  ihr  vorzüglichstes  Augenmerk  bei  der  Darstellung  die  Strenge 
einer  zwingenden  Beweisform  blieb.  In  ihrer  Geometrie  ist  die 
Exhaustionsmethode  ein  Beispiel  für  die  Art,  wie  sie  in  ihren 
Beweisen  die  offenbar  leitenden  Vorstellungen  absichtlich  durch 
Umwege  ersetzten,  auf  denen  sie  allein  die  formale  Strenge  des 
Raisonnements  zu  wahren  vermochten.  Etwas  Aehnliches  muss 
noch  weit  entschiedener  in  der  Mechanik  stattgefunden  haben,  und 
dieser  Umstand  erklärt  uns  auch  einigermaassen  die  Thatsache,  dass 
die  antiken  Ueberliefemngeu  nicht  durch  ihr  blosses  urkundliches 
Vorhandensein  zu  wirken  und  die  eignen  schöpferischen  Antriebe, 
an  denen  es  im  ganzen  Mittelalter  vollständig  mangelte,  nicht  zu 
ersetzen  vermochten.  Die  Anregungen,  die  von  diesen  Schriften 
im  Eingänge  der  neueren  Zeit  ausgegangen  sind,  waren  nicht  von 
der  Art,  wie  sie  auf  jmssive  Generationen  zu  wirken  vermögen. 
Es  war  eine  selbst  schöpferisch  strebende  Zeit  und  der  Geist  über- 
legener wissenschaftlicher  Charaktere,  wodurch  aus  den  Resten  des 
Alterthums  etwas  über  fertige  Resultate  Hinausreichendes  ge- 
wonnen wurde. 

In  der  That  verdanken  wir  dem  Alterthum  in  der  Mechanik 
keine  Formulimng  irgend  eines  lebendig  productiven  Erkenntniss- 
pnncips,  welches  sich  mit  den  modernen  Principien,  wie  z.  B.  dem 
der  Zusammensetzung  der  Kräfte,  oder  gar  mit  demjenigen  der 
virtuellen  Geschwindigkeiten  vergleichen  liesse.  Archimedes  geht 
in  seiner  Schrift  über  das  Gleichgewicht  der  Ebenen  von  der  gleich 
an  die  Spitze  des  ersten  Buchs  gestellten  axiomatischen  Voraus- 
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Setzung  aus,  dass  „gleich  schwere  Grössen,  die  in  gleichen  Ent- 
fernungen wirken,  im  Gleichgewicht  sind.“  Mit  Hülfe  dieser  ohne 
weitere  Nachweisung  hingestellten  Annahme  beweist  er  im  sechsten 
Satz  das  allgemeine  Hebelpriucip.  Die  weiteren  Ausführungen 
seiner  Gleichgewiehtstheorie  betreffen  die  Schwerpunkte  und  zwar 
zunächst  im  ersten  Buch  diejenigen  der  einfachsten  Figuren,  wie 
der  Dreiecke  und  Trapeze.  Im  zweiten  Buch  wird  alsdann  auf 
Grund  der  Quadratur  der  Parabel  weiter  gegangen,  und  die  An- 
wendungen erhalten  einen  vorwiegend  mathematischen  Charakter. 
Ueberhaupt  kann  mau  von  den  erhaltenen  Arbeiten  des  Archimedes 
sagen,  dass  ihr  Hauptgegeustand  die  reine  Mathematik  sei,  und 
dass  die  Combinatiou  der  aufgefundenen  geometrischen  Sätze  mit 
mechanischen  Begriflen  und  Problemen  häufig  nur  dazu  dient,  den 
geometrischen  Neigungen  einen  Gegenstand  zu  verschaffen. 

7.  Die  andere  der  beiden  erhaltenen  mechanischen  Schriften 
des  Syrakusischen  Mathematikers  ist  diejenige  über  die  schwim- 
menden Körper.  Gleich  an  der  Spitze  derselben  steht  die  Voraus- 
setzung, dass  in  einer  Flüssigkeit  der  weniger  gedrückte  Theil 
durch  den  mehr  gedrückten  in  die  Höhe  getrieben  werde,  und 
dass  jeder  Theil  von  der  senkrecht  über  ihm  befindlichen  Flüssig- 
keit gedrückt  werde.  Der  fünfte  Satz  des  ersten  Buchs  besagt 
das  Einsinken  eines  leichteren  Körpers  bis  zur  Verdrängung  eines 
seinem  eignen  gleichen  Gewichts  der  Flüssigkeit,  und  der  siebente 
Satz  spricht  die  Abnahme  des  Gewichts  der  schwereren  Körper 
um  das  Gewicht  der  verdrängten  Flüssigkeitsmasse  aus.  Die 
ganze  Schrift  geht  in  ihren  weiteren  Anwendungen  zunächst  auf 
Kugelabschnitte  und  dann  auf  parabolische  Konoide  ein,  so  dass 
Alles  wesentlich  nur  Bethätigung  der  einfachen  Sätze  an  mathe- 
matisch interessanten  Verhältnissen  ist.  Die  Stabilität  von  Körper- 
gebilden der  höheren  Geometrie,  die  man  sich  in  Flüssigkeiten 
getaucht  denkt,  ist  die  subtilere  Seite  der  verwinkelteren  Unter- 
suchungen, während  nicht  nur  für  unseru  Zweck  sondern  auch 
für  die  moderne  Geschichte  der  Mechanik  die  Formulimng  der 
einfachen  Fundamentalwahrheiten  der  Hydrostatik  eine  weit 
grössere  Bedeutung  hat.  Wir  werden  aber  auch  diese  princi- 
piellen  Anfänge  erst  da  genauer  erörtern,  wo  an  dieselben  von 
den  Neueren  wieder  angeknüpft  wird.  Beiläufig  bemerkt,  hat  die 
hydrostatische  Arbeit  des  Archimedes  das  Schicksal  gehabt,  nicht 
einmal  in  Griechischer  Sprache,  sondern  durch  Arabische  Vermitt- 
lung und  in  einer  höchst  defecten  Gestalt  auf  uns  zu  gelangen. 
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Dennoch  konnte  Lagrange^)  grade  von  diesen  Stabilitätsuhter- 
suchungen  behaupten,  dass  „die  Neueren  wenig  hinzugefugt  haben“. 

8.  Nach  dem  Vorangehenden  beschränken  sich  die  princi- 
piellen  Anfänge  zu  den  Grundlagen  der  allgemeinen  Mechanik 
auf  ein  paar  Begriffe  und  Sätze  der  Statik  und  der  Hydrostatik. 
Vor  Allem  ist  es  der  Begriff  des  Schwerpunkts,  der  den  ersten 
Ausgangspunkt  für  die  rein  theoretischen  üutersuclumgen  bildet. 
Alsdann  ist  es  das  Verhältniss  der  Kräfte  am  Hebel,  was  zur 
Gnindlage  der  antiken  Erklärungen  gemacht  wird.  Die  Hydro- 
statik beruht  dagegen  in  der  Hauptsache  auf  eigenthümlichen 
Priucipien  und  Elenientarsätzen,  und  von  einer  Ableitung  dieser 
relativ  einfachen  Fundamente  aus  Grundsätzen  und  Vorstellungen 
der  allgemeinen  Mechanik  ist  noch  keine  Spur  anzutreflfen.  Der- 
artiges gelingt  erst  den  Neueren,  indem  sic  die  Flüssigkeit  in 
ihrer  jedesmaligen  Begrenzung  als  eine  natürliche  Maschine  be- 
trachten. 

Abgesehen  von  dem  geringen  Umfang  des  Gegenstandes  sind 
aber  die  antiken  Priucipien  und  Elemontarsätze  in  ihrer  Form, 
Ausdrucks-  und  Einführungsart  denen  der  Neueren  offenbar  über- 
legen. Das  Einzige,  worüber  man  rücksichtlich  ihres  Sinnes  zu 
Zweifeln  Anlass  gefunden  hat,  ist  die  Frage,  wie  weit  die  ersten 
von  Archimedes  zu  Grunde  gelegten  Voraussetzungen  als  Erfahrungs- 
thatsachen  oder  aber  als  ursprüngliche.  Verstandesnothweudigkeiten 
gelten  sollten.  Nun  bleibt  es  freilich  im  Ausdnick  der  Sache 
völlig  unentschieden,  ob  der  Satz  vom  Gleichgewicht  am  gleich- 
armigen Hebel  durch  die  Erfahrung  verbürgt  sein  solle,  oder  ob 
man  die  Symmetrie  der  Verhältnisse  als  einen  reinen  Verstandes- 
grund des  auf  beiden  Seiten  gleichen  Verhaltens  anzusehen  habe. 
Die  Neueren  pflegen  sich  in  solchen  Fällen  der  Wendung  zu  be- 
dienen, dass  kein  Grund  vorhanden  sei,  warum  eine  Wirkung  eher 
in  dem  einen  als  in  dem  entgegengesetzten  Sinne,  also  eher  nach 
der  einen  als  nach  der  andern  Seite  erfolgen  solle,  und  dass  mithin 
überhaupt  bei  dem  Mangel  eines  derartigen  Grundes  eine  solche 
unterschiedliche  Gestaltung  des  Verhältnisses  gar  nicht  statthabeii 
könne.  Sie  haben  also,  sobald  sie  ein  solches  Baisonnement  als 
stichhaltig  zur  Geltung  bringen,  unverkennbar  die  Absicht,  die 
fraglichen  Verhältnisse  als  blosse  Verstandesnothweudigkeiten  er- 


>)  Mecanique  analytiqae,  2.  Ansg.  1811.  Bd.  I,  erste  Abth.  Sect.  VI. 

Art.  1. 
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scheinen  zu  lassen.  Etwas  Aehnliches  bei  Archinnedes  vorauszu- 
setzen, hat  man  streng  genommen  kein  Recht.  Ein  Bewusstsein 
über  den  verschiedenen  Ursprung  der  Erkenntniss  war  im  Alterthum 
am  allerwenigsten  vorhanden.  Auch  ist  es  erst  die  allerneuste 
Zeit  gewesen,  in  welcher  die  principielle  Unterscheidung  der 
Vorstandesnothwendigkeiten  und  der  Erfahnmgsthatsachen  ernst- 
licher maassgebend  zu  werden  vermocht  hat.  Dieser  kritische 
Gesichtspunkt  ist  daher  von  der  Art,  dass  man  nicht  annehmen 
darf,  er  habe  schon  für  Archimedes  von  Bedeutung  sein  können. 
Der  Vorwurf  der  Unbestimmtheit  des  Sinnes,  in  welchem  die 
l’riucipieu  genommen  werden  sollen,  fallt  daher  entweder  ganz 
fort,  oder  ist  auf  die  ganze  unentwickelte  Auffassung  des  Alter- 
thums auszudehnen.  Unter  beiden  Voraussetzungen  bleiben  die 
Archimedischen  Formulirungen  der  Principien  in  ihrer  formalen 
Strenge  unberührt.  Ihr  Inhalt  ist  genau  derselbe,  gleichviel  ob 
man  annimmt,  er  habe  durch  die  blosse  einfache  Verstandes- 
vorstellung oder  durch  die  Erfahrung  oder  durch  das  einheitliche 
Zusammenwirken  beider  Elemente  verbürgt  sein  sollen.  Allerdings 
war  das  Vorbild  der  Darstellung  die  bereits  ausgebildete  Verfassung 
der  reinen  Mathematik;  aber  die  Nachtheile  dieser  zunächst  sehr 
natürlichen  Einseitigkeit  trafen  die  Bewei.se  mindestens  ebensosehr 
als  die  Principien,  und  sie  sind  in  der  neueren  Zeit  noch  weit 
bemerklicher  hervorgetreten  als  im  Alterthum.  Die  strenge  Son- 
derung des  rein  Mathematischen  von  dem  specifisch  Mechanischen 
ist  noch  heute  nicht  vollständig  vollzogen,  und  es  wird  eine  der 
methodisch  wichtigsten  Aufgaben  unserer  Kritik  sein,  die  in  dieser 
Beziehung  erforderlichen  Abgrenzungen  genau  zu  bezeichnen. 

9.  Die  Mathematik  des  Alterthums  übertraf  die  Bedürfnisse 
der  damaligen  Mechanik,  indem  sie  sich  mit  Gebilden  vertraut 
gemacht  hatte,  für  welche  die  natürlichen  Anwendungen  erst  in 
der  neuern  Zeit  und  zum  Theil  erst  spät  aufgefunden  wurden. 
Die  Theorie  der  Kegelschnitte  bildet  hiezu  den  wichtigsten  Belag. 

Die  neuere  Wissenschaft  zeigt  dagegen  vornehmlich  den 
umgekehrten  Entwicklungsgang.  Diejenigen  mathematischen  Ein- 
sichten, durch  welche  Galileis  Grundlegungen  der  Dynamik  gehörig 
benutzt  und  ausgebildet  werden  konnten,  fanden  sich  vielfach  erst 
an  der  Hand  der  mechanischen  Probleme  selbst,  so  dass  man 
behaupten  kann,  in  der  neueren  Zeit  seien  die  wichtigsten  Bestand- 
theile  der  mathematischen  Erkenntniss  weniger  die  Frucht  einer 
freien,  gleichsam  spielenden  Geistesbewegung,  wie  bei  den  Griechen, 
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sondern  das  Ergebniss  der  Anforderungen  gewesen,  welche  von  der 
materiellen  Forschung  ausgingen. 

Dennoch  war  es  von  der  grössten  Wichtigkeit,  dass  man 
gegen  die  Zeit  der  modernen  Wiederbelebung  der  Wissenschaften 
einen  Schatz  fertiger  mathematischer  Einsichten  vorfand,  der  in- 
zwischen noch  durch  die  Anfänge  einer  bereits  moderner  gestalteten 
Arithmetik  und  Algebra  bereichert  worden  war.  Mit  Hülfe  dieses 
Wissens  und  vermittelst  der  Einführung  in  die  Behandlung  der 
ereten  Principieu  der  Statik  und  Hydrostatik  durch  Archimedes 
haben  sich  die  Neueren  zu  eignen  Untersuchungen  vorbereitet. 
Seihst  die  zusammenhangloseren  Reste  und  sogar  die  gelegent- 
lichen Beurkundungen  blosser  Versuche,  wie  sie  sich  vornehmlich 
in  den  Collectionen  des  Pappus  antreffen  lassen,  haben  in  manchen 
Fällen  und  zwar  nicht  hlos  durch  das  Gelungene,  sondern  auch 
durch  das  Verfehlte  anregend  gewirkt. 

Weit  bedeutungsloser  blieb  dagegen  für  die  priucipiellen 
Thatsachen  der  Mechanik  alles  das,  was  die  Zeit  nach  Archimedes 
an  Berichten  oder  Schriftresten  über  praktische  Mechanik  aufzii- 
weisen  hat.  Alle  diese  Ueberlieferuiigen  vertreten  nur  die  negative 
Thatsache,  dass  man  in  der  priucipiellen  Begründung  eher  Rück- 
schritte als  Fortschritte  gemacht  hatte.  Ungefähr  ein  Jahrhundert 
nach  der  Zeit  des  Archimedes  bediente  sich  (der  ältere)  Heron 
von  Alexandrien  des  Satzes  vom  Hebel,  um  die  Wirkungsart  der 
ihm  bekannten  einfacheren  Maschinen  zu  erklären.  Der  eigentlich 
wissenschaftliche  Geist  scheint  aber  seitdem  immer  mehr  abge- 
nommen zu  haben,  so  dass  man  für  das  Alterthum  Archimedes 
und  dessen  Zeit  als  den  Culminationspunkt  des  rationellen  mecha- 
nischen Wissens  betrachten  muss.  Die  geometrischen  und  die 
statischen  Aufstellungen  dieses  einen  Mannes  haben  selbst  in  der 
verkürzten  und  zum  Theil  defecten  Gestalt,  in  welcher  sie  auf 
uns  gelangt  sind,  mehr  Bedeutung  gehabt,  als  was  sich  in  der 
Mechanik  und  in  der  mit  der  Mechanik  in  Zusammenhang  gebrachten 
Geometrie  sonst  noch  erhalten  hat.  Der  Zeitraum,  welcher  diese 
in  der  Mechanik  fruchtbarste  Erscheinung  des  Alterthums  von  den 
ersten  Bekundungen  eines  entschieden  schöpferischen  Geistes  der 
modernen  Aera  trennt,  ist  für  die  principiellen  Fortschritte  so  gut 
wie  nicht  vorhanden.  Die  achtzehn  Jahrhunderte,  welche  Galilei 
von  Archimedes  trennen,  hiudeni  uns  daher  keinesw'egs,  die  eine 
Erscheinung  fast  unmittelbar  an  die  andere  zu  knüpfen.  Was  vor 
oder  ziemlich  gleichzeitig  mit  Galilei  zu  berücksichtigen  ist,  kenn- 


Digitized  by  Google 


11 


zeichnet  sich  vorwiegend  als  vorbereitende  Auffrischung  der  antiken 
Ueberlieferung.  Da  es  überdies  auch  der  Zeit  nach  nur  wenig 
früher  anzutreffen  ist,  als  die  Galileischen  Leistungen,  so  kann 
man  im  Grossen  und  Ganzen  den  erwähnten  Zwischenraum  als 
leer  und  gleichsam  als  eine  geschichtliche  Wüste  ansehen. 

Wie  nun  aber  Galilei  nur  in  der  Statik  den  Alten  etwas  zu 
verdanken  hat,  für  die  Dynamik  aber  selbständiger  Schöpfer  ist, 
so  verwandelt  sich  auch  das  aus  der  antiken  Statik  Entlehnte 
unter  seinen  Händen  in  etwas  principiell  besser  Begründetes.  Die 
statischen  Verhältnisse  nehmen  gleichsam  an  der  Bewegung  und 
dem  Leben  Theil,  welches  den  dynamischen  Einsichten  eigen- 
thümlich  ist.  Alle  Erklärungen  werden  vertieft  und  legen  die 
starre  Form  ab,  in  welcher  sie  den  natürlichen  Gründen  des  lebendigen 
Geschehens  mehr  oder  minder  entfremdet  waren.  Auf  diese  Weise 
erhält  auch  die  Statik  neue  Grundlagen,  und  die  Principien  der- 
selben erscheinen  in  ihren  natürlichen  Beziehungen  zu  denen  der 
neu  geschaffenen  Wissenschaft  der  Dynamik.  Derartige  Ergebnisse 
konnten  aber  offenbar  nicht  die  einseitige  Frucht  blosser  Ueber- 
lieferung sein,  sondern  müssen  als  eine  Wirkung  der  modernen 
Vertiefung  in  die  einfachsten  und  natürlichsten  Principien  der 
mechanischen  Vorgänge  angesehen  werden.  Auch  ist  dieser  Sach- 
verhalt der  entscheidende  Grund,  aus  welchem  eine  kritische  Ge- 
schichte der  allgemeinen  Principien  mit  der  neuem  Zeit  und 
speciell  mit  Galilei  zu  beginnen,  das  ausserdem  principiell  Erheb- 
liche aber  nur  einzuschalten  und  den  neuern  Auffassungsarten  und 
Ausgangspunkten  nnterzuordnen  hat. 
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Die  Zeit  Galiiei’s.  — Grundlegung  der  Dynamik. 


Erstes  Gapit<'l. 

Vorgänger  Galiiei’s. 

10.  Wüsste  mau  auch  nichts  von  deu  Kenutuissen  und 
Ideen  Derjenigen,  welche  sich  vor  Galilei  mit  Fragen  der  prak- 
tischen oder  theoretischen  Mechanik  beschäftigten,  so  würde  man 
dennoch  nicht  vorausset/.en  dürfen,  dass  eine  neue  Gattung  des 
Wissens  ohne  alle  Uebergänge  zu  Staude  gekommen  sei.  Eine 
solche  Annahme  würde  dem  geschichtlichen  Gesetz  der  Stetigkeit 
widersprechen.  So  hoch  man  daher  auch  deu  Antheil  eines  einzelnen 
Mannes  an  der  Hervorbringung  eines  neuen  Zweiges  der  Forschung 
veranschlagen  möge,  ja  selbst,  wenn  man  Ursache  hat,  einer  einzigen 
I’ersönlichkeit  die  wesentliche  Schöpfung  einer  ganzen  Wissen- 
schaft zuzuschniiben,  so  wird  man  sich  doch  zu  hüten  haben,  zu 
meinen,  die  Gedanken  Anderer  hätten  sich  vorher  noch  nie  in 
einer  verwandten  Richtung  bewegt.  Schon  die  Grundsätze  der 
Veranschlagung  der  Wahrscheinlichkeiten  sprechen  gegen  eine 
solche  uuhistorische  Auflassung.  Das  Fertige  und  Gelungene  ist 
selten  die  Frucht  der  ersten  Bestrebungen,  sondern  in  der  Regel 
das  Ergebiiiss  einer  Reihe  von  Ausätzen,  Versuchen  und  unvoll- 
kommenen Lösungen.  Selbst  in  dem  Fall,  in  welchem  der  spätere 
Entdecker  weder  direct  noch  indirect  von  den  Bemühungen  seiner 
Vorgänger  Keuntniss  gehabt  hätte,  würde  die  Geschichte  dennoch 
die  Vorversuche  zu  verzeichnen  haben,  da  sie  nicht  blos  die  Be- 
dingungen, unter  denen  der  Einzelne  bewussterweise  arbeitete, 
sondern  auch  diejenigen  Chancen  berücksichtigen  muss,  die  für 
die  Erfolge  der  Gesammtheit  gelten. 

Galilei  ist  der  Schöpfer  der  Dynamik  und  der  Verbesserer 
der  Statik.  In  der  ersteren  Eigenschaft  hatte  er  ein  volles  Recht, 
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schon  auf  dem  Titel  seiner  Hauptschrift  von  „neuen  Wissen- 
schaften“ (nuove  scienze)  zu  reden.  Nichtsdestoweniger  haben  die 
neuem  Forschungen  gezeigt,  dass  er  auch  bezüglich  der  Dynamik 
bereits  ein  Jahrhundert  früher  einen  Vorgänger  hatte,  dessen  Genie 
dem  »einigen  nicht  nachstand,  und  der  vielleicht  eine  noch  höhere 
Werthscliätzung  verlangt,  wenn  mau  seine  Ideen  und  Leistungen 
mit  den  wissenschaftlichen  und  sonstigen  Verhältnissen  seiner 
Zeit  vergleicht.  Dieser  Mann  war  Leonardo  da  Vinci,  geh.  14.52, 
also  112  Jahre  vor  Galilei.  Der  weitere  Kreis  des  Publicums 
kennt  ihn  vornehmlich  als  grossen  Maler;  die  Wissenschaft  hat 
dagegen  in  ihm  einen  Vertreter  der  anscheinend  verschiedensten 
Gebiete  technisch  und  theoretisch  mechanischen  Charakters  zu 
suchen.  Ja  noch  mehr!  Jener  Italiänische  Mater  hat  sich  nicht 
blos  in  hesoudern  Wissenszweigen,  wie  in  der  technischen  Lehre 
der  W’^asserbeweguug  oder  in  der  Anatomie  und  Bewegungslehre 
der  menschlichen  Körpertheile,  sowie  in  mehreren  andern  Special- 
richtungen als  bedeutender  und  vielfach  bahnbrechender  Geist 
erwiesen,  und  er  hat  nicht  etwa  blos  die  tiefem  Gründe  mechanischer 
Vorgänge  zum  Theil  mit  Erfolg  erforscht,  sondern  er  ist  auch  der 
Repräsentant  richtiger  Vorstellungen  über  die  allgemeine  Methode 
der  Erlangung  eines  richtigen  Naturwissens.  W'as  er  über  das  Ver- 
hältnis» der  Erfahrung  zur  Speculatiou  sagt,  trägt  der  ersteren  volle 
Rechnuug  und  ist  zugleich  ein  Zeugnis»  für  den  W'erth  der  letzteren. 
Er  kannte  ebensogut  die  Nothwendigkeit  der  Beobachtung  und  des 
Experiments  als  die  Tragweite  der  rationellen  Consequenzen.  In  dieser 
Beziehung  sind  seine  kurzen  Auslassungen  über  die  Methode,  wie 
wir  sie  in  Venturi's’)  Essay  S.  31 — 32  und  in  Libri’s*)  Geschichte 
der  Mathematik  in  Italien  Bd.  HI,  S.  235  wörtlich  ausgezogeu 
finden,  weit  zutreffender,  als  was  spätere  Philosophen,  namentlich 
aber  Bacon  von  Veralam  in  umfassenden  Werken  auseinaiider- 
zusetzen  vermocht  haben.  Diese  methodisch  richtigen  Vorstellungen 
haben  ausser  ihrer  allgemeinen  Bedeutung  auch  noch  einen  besondern 
Sinn  für  die  Mechanik.  Nur  an  der  Hand  richtiger  Grundsätze 
über  die  Untersuchungsart  ist  es  später  Galilei  gelungen,  der 
modernen  Physik  eine  sichere  Grundlage  zu  geben.  Es  lohnt  daher 
der  Mühe,  den  allgemeiueu  Fomiulirnngen  der  Forschungsgrund- 

')  Venturi,  Essai  sur  les  onvrages  ])bysico-matlieinatiqucs  de  Leonard 
de  Vinci.  Paris  1797. 

*)  Libri,  Hiatoire  des  Sciences  matbünatiques  en  Italie,  4 voU.  Paris 
1838—41. 
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Sätze  in  einer  Geschichte  den  mechanischen  Principien  einige 
Aufmerksamkeit  zuzu wenden.  Was  Leonardo  im  15.  Jahrhundert 
als  maassgebend  nicht  nur  aussprach,  sondern,  was  mehr  bedeutet, 
auch  in  seinen  eignen  Arbeiten  zur  Anwendung  brachte,  trifft  mit 
der  sorgfältigsten  Fassung  zusammen,  die  sich  heute  nur  irgend 
den  Erfordernissen  einer  gediegenen  mathematischen  und  experimen- 
tellen Untersuchungsart  geben  lässt.  Im  Gange  der  Erkenntniss 
legte  er  zwar  den  Ton  auf  Beobachtung  und  Experiment  und  wollte 
die  allgemeinen  Regeln  stufenweise  auf  Grund  der  besonderu 
Thatsachen  augebahnt  wissen;  allein  er  wusste  auf  der  andern 
Seite  auch  die  Fruchtbarkeit  der  sich  frei  bewegenden  Phantasie 
zu  schätzen  und  ging  von  vornherein  davon  aus,  dass  für  die 
Hervorbriugung  eines  sichern  Wissens  die  Anwendung  der  Mathe- 
matik unumgänglich  sei. 

11.  Ein  Wort  Leonardo's  über  das  Verhältniss  der  Mechanik 
zur  Mathematik  kann  als  typisch  für  die  Rolle  angesehen  werden, 
welche  die  Anwendungen  der  Mathematik  des  Alterthums  und  der 
neuem  Zeit  in  der  Mechanik  gespielt  haben.  „Die  Mechanik“,  sagt 
er^),  „ist  das  Paradies  der  mathematischen  Wissenschaften,  weil  man 
mit  ihr  zur  Fracht  des  mathematischen  Wissens  gelangt“  (si  viene 
al  frutto).  In  der  That  hat  sich  die  Frucht  der  antiken  Mathematik 
am  glänzendsten  in  der  modernen  Mechanik  und  zwar  speciell  in 
derjenigen  der  Himmelskörper  gezeigt.  Auch  ist  man  erst  tiefer 
in  das  Verfahren  der  Natur  eiugedrungen , seit  man  von  der 
mathematischen  Charakteristik  der  blos  anschaulichen  Phänomene 
den  Uebergaug  zur  Messung  der  realen  Kräfte  bewerkstelligt  hat. 
Die  Mathematik  und  speciell  die  Geometrie  gestattet  eine  Menge 
von  Anwendungen  auf  die  Natur,  in  denen  jedoch  streng  genommen 
nur  die  Kennzeichnung  von  Anschauungsgebilden  und  so  zu  sagen 
nur  von  Gesichtsphänomeuen  in  Frage  kommt.  Solange  man 
ausschliesslich  in  dieser  Anwendungssphäre  verbleibt,  entzieht  sich 
der  Kern  der  Natur,  dessen  Grundlage  in  den  Massenverhältnissen 
und  mechanischen  Kräften  zu  suchen  ist,  einer  exacten  Ergründung. 
Das  Wissen  behält  alsdann  einen  vorherrschend  phoronomi.schen 
Charakter.  Man  kennt  im  günstigsten  Falle  die  Bewegungserschei- 
nungen; aber  man  vermag  nicht  auf  das  Verhältniss  der  Ursachen 
solcher  Bewegungen  zu  schliesseu.  Die  Keplerscheu  Gesetze  sind  ein 
glänzendes  Beispiel  dieser  rein  phänomenalen  Vorbereitungen  der 


‘)  Libri,  im  angefubrteD  Werk  Bd.  111,  S.  40. 
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tieferen,  eigentlich  mechanischen  Erkenntniss.  Einem  Leonardo  wären 
die  Erflehte  jener  Gesetze,  wenn  er,  gleich  Galilei,  zu  den  Zeiten 
Kepler's  gelebt  hätte,  schwerlich  entgangen.  So  sehr  war  seine 
Geistesart  geeignet,  ebenso  der  mechanisch  realen,  wie  der  specu- 
lativen  Seite  eines  Gegenstandes  zn  entsprechen.  Ein  Kepler  mit 
seiner  oft  flberkflhnen  Phantasie  würde  ihm  verständlich  gewesen 
sein  lind  an  ihm  voraussichtlich  einen  Mann  gefunden  haben,  der 
die  einschlagenden  Erfolge  eines  Newton  vorweggenommen  hätte. 

Obwohl  die  Werke  des  genialen  Italiäners  theils  verloren 
gegangen,  theils  aber  auch  unwirksam  geblieben  sind,  so  lässt 
sich  doch  ans  dem,  was  ans  der  erhaltenen  Mannscriptenmasse 
seit  Eingang  unseres  Jahrhunderts  veröffentlicht  worden  ist,  wenigstens 
soviel  ersehen,  dass  sehr  erhebliche  mechanische  Vorstellungen,  die 
man  in  der  herkömmlichen  Geschichtsdarstellung  gewöhnlich  später 
datirt,  bereits  jenem  Forscher  angehörten.  Freilich  gehörten  sie 
hiemit  nicht  zugleich  auch  dem  fünfzehnten  Jahrhundert,  ja  auch 
nicht  dem  grössern  Theil  des  sechszehnten.  Grade  aber,  weil 
sie  der  allgemeinen  Aneignnngsfahigkeit  des  Zeitalters  bedeutend 
vorauseilten,  haben  sie  für  die  Einleitung  der  neuern  Geschichte 
der  Mechanik  ein  besonderes  Interesse.  Derselbe  Geist,  der  in 
den  kosmischen  Vorstellnngeu  weit  in  die  Folgezeit  hinausgriff, 
hat  in  den  allerersten  Priucipieu  der  Mechanik  Anschauungsweisen 
und  fundamentale  Eiuzeikenntnisse  bekundet,  deren  Inhalt  und 
Artung  ein  klares  und  tiefes  Nachdenken  über  die  Natnrvorgänge 
verräth.  Ungeachtet  der  Dürftigkeit  der  grade  nach  dieser  Seite 
besonders  verkümmerten  Hinterla.ssenschaft  können  dennoch  einige 
Punkte  und  zum  Theil  mit  des  Antors  eignen  W’orten  über  allen 
Zweifel  erhoben  werden. 

12.  Am  deutlichsten  ergiebt  sich  ans  einzelnen  Stellen  und 
Mauuscriptenfragmenten,  dass  Leonardo  das  Bewegungsgesetz  auf 
der  schiefen  Ebene  kannte,  und  dass  er  zutreffende  Vorstellungen 
vom  stetigen  Wachsen  der  Geschwindigkeiten  beim  Fallen  der 
Körper  hatte.  In  ersterer  Beziehung  sagt  er’)  indem  er  mit  AB 
die  Höhe  und  mit  AC  die  Länge  der  schiefen  Ebene  bezeichnet: 
„Das  Fallen  des  Körpers  \ auf  der  Linie  AC  erfolgt  im  Ver- 
hältniss  zum  Fallen  in  AB  in  einer  Zeit,  die  um  so  viel  länger 
ist,  als  AC  im  Vergleich  mit  AB  mehr  Länge  hat.“  Diese 
Aufstellung  ist  um  so  wichtiger,  als  sie  keine  blos  statische. 


‘)  Boi  Vunturi,  in  der  angef.  Schrift,  S.  18,  § 7. 
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sondern  eine  dynamische  ist.  Nicht  das  weit  leichter  bestimmbare 
Gleichgewichtsverhältniss  auf  der  schiefen  Ebene,  sondern  die 
relative  Fallzeit  wird  richtig  angegeben.  Weiter  heisst  es  dann: 
„Der  schwere  Körper  A föllt  schneller  durch  den  Bogen  ACE 
als  durch  die  Sehne  AE.“  Diese  Einsicht  ist  nichts  als  eine 
Anwendung  der  Kenntniss  des  Falles  auf  der  schiefen  Ebene,  und 
die  Paradoxie,  die  theils  in  der  Sache,  theils  in  der  Formulirung 
liegt,  hat  später  einem  Galilei,  der  denselben  Satz  als  Consequenz 
seiner  Falltheorie  aufstellen  musste,  Gelegenheit  zu  eingehenden 
Auseinandersetzungen  gegeben.  Nimmt  man  noch  eine  Aeusserung 
Leoiiardo’s*)  hinzu,  derzufolge  er  sich  beim  Fallen  die  Geschwindig- 
keiten in  arithmetischer  Progression  wachsend  dachte,  so  ist  hin- 
reichend ersichtlich,  dass  er  einen  erheblichen  Theil  der  Eigen- 
schaften des  freien  Falles  gekannt  haben  müsse,  und  dass  er  auf 
diese  Weise  den  von  Galilei  definitiv  und  in  ihrem  ganzen  Umfang 
festgestellten  Wahrheiten  sehr  nahe  gekommen  sei. 

Nicht  von  ganz  gleicher  Bedeutung,  aber  doch  noch  immer 
sehr  erheblich  sind  die  Andeutungen  und  Spuren  jener  Auflfassnngsart 
des  Kräfteverhältnisses,  deren  bestimmtere  Gestaltung  wir  heute 
als  diejenige  nach  dem  Princip  der  virtuellen  Geschwindigkeiten 
bezeichnen.  Offenbar  wurde  das  in  Rücksicht  auf  die  eventuellen 
freien  Kräftewirkungeu  umgekehrte  Verhältniss  der  durch  den 
Hebel  und  andere  Potenzen  fest  vorgeschriebeuen  relativen  Ge- 
schwindigkeiten von  Leonardo  beachtet  und  in  diesem  Verhältniss 
sogar  der  Grund  des  gegenseitigen  Aufwiegens  sowie  überhaupt 
der  Wirkungsgleichheit  erkannt.  Jedoch  hat  sich  das  Princip  der 
virtuellen  Geschwindigkeiten  zu  seiner  vollständigen  Allgemeinheit 
erst  in  mehreren  Abstufungen  entwickelt,  so  dass  man  bei  Leonardo 
nur  von  einem  Anfang  zu  demselben  reden  kann. 

13.  Was  zwischen  Leonardo  da  Vinci  und  Galilei  au  principiell 
interessirenden  Thatsachen  vorkommt,  bezieht  sich  auf  die  Arbeiten 
oder  Ideen  von  Männern,  die  theils  an  die  überlieferte  Statik  des 
Alterthums  anknüpften,  theils  aber  auch  gelegentlich  vereinzelte 
dynamische  Vorstellungen  vertraten.  In  letzterer  Beziehung  ist 
besonders  I.  B.  Benedetti  (gest.  L570)  anzuführeii.  Er  wusste, 
dass  im  leeren  Raume  die  Köq)cr  unabhängig  von  ihrer  Masse 
mit  gleicher  Geschwindigkeit  fallen,  d.  h.  von  denselben  Höhen  bei 
den  verschiedensten  Massen  in  gleichen  Zeiten  zur  Erde  gelangen. 


•)  S.  das  Fragment  in  den  Beilagen  zu  Libri's  angef.  Werk  Bd.  III.  S.  212. 


Digitized  by  Google 


17 


Diese  Erkenntniss  war  nicht  unwichtig,  wenn  man  bedenkt, 
dass  noch  zur  Zeit  Galilei’s  die  Aristotelischen  Vorstellungen  von 
Schwere  und  Leichtigkeit  und  von  dem  schnelleren  Fallen  der 
schwereren  Körper  vermöge  ihres  grösseren  Gewichts  in  Umlauf 
waren.  In  der  gemischten  Schrift  von  den  „Verschiedenen  Specu- 
lationen“')  behandelt  Benedetti  die  Mechanik  in  einem  besondem 
Abschnitt.  Er  kannte  die  Centrifiigalkraft  und  sprach  es  deutlich 
aus,  dass  die  Körper,  sich  selbst  überlassen,  in  der  Tangente 
fortgehen.  Bei  Gelegenheit  des  nicht  graden  Hebels  bekundet 
er  eine  Kenntniss  von  dem  Begriff  des  Moments  im  heute  üblichen 
Sinne  dieses  Worts,  indem  er  S.  143  sagt:  „dass  die  Grösse  eines 
beliebigen  Gewichts,  oder  die  bewegende  Kraft  (virtus  movens)  in 
Beziehung  auf  eine  andere  Grösse  durch  den  Nutzen  (beneficio) 
der  Senkrechten  erkannt  werde,  die  vom  Mittelpunkt  der  Waage 
auf  die  Linie  der  Neigung  gezogen  würden.“  Dies  ist  die  Grund- 
lage der  gegenwärtigen  Theorie  der  Momente. 

14.  Bereits  ein  älterer  Zeitgenosse  von  Galilei  ist  der  ge- 
wöhnlich Guido  Ubaldi  genannte  Marquis  del  Monte  (geh.  1545). 
In  seinem  Buch  über  die  Mechanik*)  gebraucht  er  die  Verhältnisse 
der  virtuellen  Geschwindigkeiten  am  Hebel  als  Erklärungsprincip 
und  bekundet  übrigens  eine  bedeutende  Kenntniss  der  mechanischen 
Leistungen  der  Alten.  Indessen  beschränkt  er  sich  auch  insofern 
streng  auf  den  antiken  Standpunkt,  als  er  über  blosse  Statik 
nicht  hinausgeht.  Galilei  nennt  ihn  in  den  Discorsi  ’)  dritter  Tag 
S.  266  als  denjenigen,  durch  welchen  er  persönlich  bewogen 
worden  sei,  seine  Untersuchungen  über  die  Schwerpunkte  zu  ver- 
tiefen. Uebrigens  ist  die  Statik  Ubaldi’s  insofern  noch  sehr  un- 
vollkommen, als  es  ihm  nicht  einmal  gelingt,  das  vorher  bei 
Gelegenheit  Benedetti's  erwähnte  Princip  der  Momente  ausser  auf 
den  Hebel  auch  noch  auf  die  schiefe  Ebene  anzuwenden.  Ungeachtet 
verschiedener  Fehler  in  den  Ausführungen,  namentlich  in  der 
Behandlung  der  Schraube,  hatte  seine  Schrift  für  ihr  Zeitalter 
eine  grosse  restanrative  Bedeutung,  indem  sie  die  Leistungen  des 
Alterthums  in  gehöriges  Licht  setzte.  Andernfalls  würde  sie  auch 
schwerlich  1615  wiedergedruckt  worden  sein. 


*)  Benedicti  Divers,  speculat.,  Taurini  1585. 

Gnido  Ubaldi  Mechanicomm  über,  Fisauri  1577. 

*)  Galilei,  Opere,  16  vol.  Firenze  1842 — 56.  Bd.  XIII  Discorsi  e dimo- 
strazioni  matematiche  etc. 

Dahriag,  Geschieht«  des  Xechanik.  2 
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Vergleichen  wir  das  für  die  Principien  in  Frage  kommende 
bei  Benedetti  und  Guido  Ubaldi  mit  dem,  was  wir  von  Leonardo 
da  Vinci  beibringeii  konnten,  so  ist  der  Unterschied  zu  Gunsten 
des  Letzteren  nicht  im  Mindesten  zu  verkennen,  ln  ihm  ist  daher 
auch  der  wahre  Vorgänger  der  Galileischen  Dynamik  anzuerkennen. 


Zweites  Capitel. 

Begründung  der  Dynamik  durch  Galilei. 

15.  Man  hat  die  Dynamik  als  die  Theorie  der  beschleu- 
nigenden Kräfte  definirt,  und  sie  ist  in  der  That  auch  wesentlich 
eine  Lehre  von  den  Ursachen  der  veränderlichen  Bewegung.  Den- 
noch setzt  sie,  um  überhaupt  möglich  zu  sein,  auch  die  Betrachtung 
des  gleichmässig  beharrenden  Bewegiingszustaudes  eines  Körpers 
voraus.  Ihr  erstes  Axiom  bezieht  sich  grade  auf  diese  gleich- 
mässige  Beharrung,  die  man  gewöhnlich  Trägheit  nennt  und  als 
ein  gemeinsames  Grundgesetz  der  Bewegung  und  Kühe  ausspricht. 
Ohne  dieses  Axiom  würde  kein  einziger  Schluss  und  nicht  die 
einfachste  Rechnung  bezüglich  der  realen  Bewegungen  möglich 
sein.  Die  Wirkungsart  der  Kräfte  selbst  würde  ohne  jenen  Grund- 
satz ein  Räthsel  bleiben  müssen;  aber  ganz  besonders  würde  ohne 
ihn  die  Entwicklungs-  und  Summirungsart  der  Theilelemente  einer 
Kraft  in  der  Zeit  völlig  unverständlich  sein.  Man  hat  daher  ein 
Recht,  die  Dynamik  ganz  allgemein  als  eine  Lehre  von  den  Ur- 
sachen und  Gesetzen  der  Bewegung  aufzufasseu,  gleichviel  ob  es 
sich  um  die  Combination  blosser  Beharrungsbewegungen  oder  um 
Orts  Veränderungen  unter  dem  Einfluss  stets  von  Neuem  wirkender 
Kräfte  handle. 

Wie  man  aber  auch  den  Sinn  des  Wortes  bestimmen  möge, 
so  wird  doch  in  jedem  Fall,  also  für  den  weiteren  wie  für  den 
engeren  Begriff  der  Sache,  Galilei  als  der  Urheber  der  ersten 
Grundsätze  und  zugleich  auch  der  wichtigsten  Hauptlehren  der 
allgemeinen  Dynamik  zu  betrachten  sein,  .\bgesehen  von  den 
greifbaren  Errungenschaften,  wie  sie  in  der  Theorie  der  Fall- 
gesetze auch  für  die  oberflächlichste  Auffassung  vorliegen,  ist  aber 
besonders  der  Grad  von  Klarheit  des  Bewusstseins  hervorzuheben, 
mit  welchem  das  neue  Wissen  bei  Galilei  auftritt.  Selbst  wenn 
es  gelänge,  noch  manche  Einzelheiten  auch  schon  bei  Vorgängern 
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nachzuweisen,  so  würde  doch  auch  für  derartige  Punkte  die  vor- 
zügliche Form  der  Galileischen  Vorstellungs-  und  Rarstellungsart 
einen  nicht  unwesentlichen  Unterschied  begriinden.  Sein  Gedanken- 
gang und  seine  Fassung  der  Ideen  legen  die  neuen  Erkenntnisse 
in  einer  Weise  vor  Augen,  die  für  den  fraglichen  Wissenszweig 
bisher  noch  nicht  übertroffeu,  ja  vielleicht  nicht  einmal  wieder 
erreicht  worden  ist.  Wenn  er  schrieb,  so  war  es  ihm  danim  zu 
thun,  in  einer  lebenden  Sprache  die  Gedanken  in  der  natürlichsten 
Weise  aus  einander  entstehen  zu  lassen.  Nicht  die  Mittheilung 
fertiger  Ergebnisse  oder  die  Bethätigung  von  Kunstgriffen,  sondern 
die  möglichst  naturgemässe  Auffassung  des  Naturverfahrens  selbst 
war  sein  Ziel.  Wie  er  an  die  Stelle  blosser  Statik  die  neue 
Wissenschaft  der  Dynamik  setzte,  so  vertauschte  er  auch  die 
starren  Formen  der  Ueberlieferung  mit  einer  auf  Bewegung  be- 
ruhenden Expositionsmethode.  Die  dialogische  Entwicklung,  die 
er  als  äussere  Form  für  seine.  Hauptschriften  wählte,  hat  daher 
bei  ihm  eine  innere  Bedeutung.  Sie  ist  das  Gewand,  in  welchem 
er  seine  echt  dialektisch  gehaltenen  Untersuchungen  am  unge- 
zwungensten vorführen  konnte. 

16.  In  der  Statik  hat  Galilei  theils  etwas  ältere,  theils 
etwas  jüngere  Zeitgenossen,  welche  zusammen  einen  gewissen 
Fortschritt  dieses  Wissenszweiges  repräsentiren,  zumal  unter  ihnen 
einer  ist,  der  in  seiner  Art  einige  Aehnlichkeit  mit  den  bahn- 
brechenden Eigenschaften  Galilei's  zeigt.  Dies  ist  der  Nieder- 
länder Simon  Stevin  (gest.  1633),  von  dem  wir  bezüglich  der 
Principien  der  Statik  und  Hydrostatik  weiter  unten  besonders  und 
ausführlicher  zu  handeln  haben  werden.  Wie  Stevin  als  älterer, 
so  kommt  Cartesius  als  jüngerer  Zeitgenosse  Galilei's  in  Frage. 
Jedoch  ist  der  Philosoph  und  Urheber  der  analytischen  Geometrie 
für  die  mechanischen  Principien  hauptsächlich  nur  durch  die 
metaphysische  Art  und  Weise  berühmt,  in  welcher  er  einige  be- 
reits in  anderer  Form  vorhandene  Gesetze  ausdrückte.  Ausserdem 
hat  es  für  den  Historiker  der  Principien  Interesse,  zuzusehen,  wie 
der  Vertreter  einer  neuen  Art  von  Philosophie,  der  zugleich 
Mathematiker  war,  die  an  das  Metaphysische  streifenden  Schwierig- 
keiten behandelte,  und  wie  er  sich  zu  den  Erfolgen  positiver 
Natur  verhielt,  die  bereits  durch  ältere  Zeitgenossen,  wie  Galilei 
und  Stevin,  vertreten  waren.  Beschränkte  sich  sein  exactes  mecha- 
nisches Wissen  auch  vorwiegend  auf  blosse  Statik,  und  war  er 
auch  in  seinen  dynamischen  Bestrebungen  nicht  sonderlich  glück- 
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lieh,  so  kann  sein  Verfahren  und  seine  Aiiffassiingsart  der  zeit- 
genössischen Mechanik  dennoch  und,  zwar  grade  der  erwähnten 
Eigenschaften  wegen,  wenigstens  als  ein  hochwichtiges  Zeugniss 
für  den  damaligen  allgemeinen  Zustand  der  Ansichten  und  für 
den  Antheil  der  metaphysisch  speculativen  Philosophie  gelten. 
Wir  werden  daher  Descartes  Leistungen  unmittelbar  vor  und  bei 
der  allgemeinen  Besprechung  der  philosophischen  Einwirkungen 
erörtern. 

Ausser  Stevin  und  Descartes  kommen  zur  Zeit  Galilei's 
bisweilen  noch  geniale  Repräsentanten  einzelner  Wendungen,  wie 
z.  B.  Fermat  (gest.  16G.5)  in  Betracht.  Jedoch  werden  derartige 
Wendungen,  wie  das  Fermatsche  Princip  der  geringsten  Wirkung, 
erst  in  weit  späteren  Ausführungen  Anderer  berühmt  und  einfluss- 
reich, so  dass  wir  uns  in  diesem  Abschnitt  auf  eine  vorläufige  Dar- 
stellung und  Sichtung  solcher  Keimgedauken  zu  beschränken  haben. 

17.  Man  kann  die  eben  gegebenen  Andeutungen  kurz  da- 
durch zusammenfassen,  dass  man  sagt,  das  Galileische  Gebäude 
der  Dynamik  sei  bereits  fertig  gewesen,  während  sieh  seine  Zeit 
und  sogar  die  in  ihr  erst  aufgekommenen  Philosophien  vorwiegend 
auf  blosse  Statik  beschränkten.  Fragt  man  aber  danach,  wie  er 
selbst  sich  zu  der  letzteren  verhalten  habe,  so  muss  man  ihm 
auch  hier  die  Rolle  eines  Verbesserers  zutheilen,  der  ausser  einigen 
Erweitenmgen  auch  eine  neue  Autfassuugsart  der  statischen  Prin- 
cipien  zur  Durchführung  brachte.  Hieher  gehört  namentlich  die 
Geltendmachung  des  Princips  der  virtuellen  Geschwindigkeiten  als 
einer  allgemeinen  überall  anwendbaren  Grundanschauung,  in  der 
zugleich  die  Vorstellung  von  der  wahren  Ursache  des  Gleich- 
gewichts und  überhaupt  des  gegenseitigen  Aufwiegens  der  Kräfte 
enthalten  sei.  Diese  Tragweite  hatte  man  bis  dahin  jenem  Princip 
noch  niemals  gegeben. 

In  einem  gewissen  Sinne  kann  man  bereits  von  Galilei  sagen, 
dass  er  die  Statik  und  die  Dynamik  in  engster  'V'ereinigung  mit 
einander  behandelt  und  in  den  Principien  bei  der  Begründung 
seiner  neuen  Wissenschaft  keineswegs  jene  Trennung  zugelasseii 
habe,  in  w'elcher  man  nach  ihm  die  beiden  Zweige  einander  ent- 
fremdete, um  sie  dann  sjiäter,  nämlich  erst  im  Lauf  des  letzten 
Jahrhunderts,  einander  wieder  annähern  zu  müssen.  In  der  That 
ist  es  sehr  bezeichnend,  dass  in  dieser  Beziehung  ein  Lagrange 
ausdrücklich  auf  Galilei’s  Grundbegriffe  zurflekkommen  und  die- 
selben behufs  einer  eiuheitliclien  Behandlung  der  gesammten  ratio- 
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nellen  Mechanik  wieder  aus  der  Vergessenheit  und  Vernaclilässigung 
hervorsuehen  musste. 

Da  es  die  dynamischen  Einsichten  waren,  welche  eine  voll- 
kommuere  Auffassung  der  statischen  Principien  ermöglichten,  so 
müssen  wir  mit  der  historischen  Einführung  in  die  ersteren  be- 
ginnen und  die  Erörterungen  über  die  statischen  Principien  theils 
eiuflechten,  theils  folgen  lassen. 

18.  Die  wichtigsten  in  die  Mechanik  eiuschlagenden  Schriften 
Galilei's  sind  auch  zugleich  im  Allgemeinen  seine  Hauptwerke. 
Erst  gegen  Ende  seines  langen,  beinahe  acht  .Jahrzehnte  (1564  — 1642) 
währenden  Lebens  gelangte  er  zur  VerölTeutlichuug  derjenigen 
Arbeit,  welche  die  Grundlegung  der  Dynamik  zum  eigentlichen 
Gegenstände  hat.  Es  sind  dies  die  Discorsi  e dimostrazioni 
matematiche  intcruo  a due  nuove,  scieuze  u.  s.  w.  Diese  Dialoge 
erschienen  zuerst  1668.  Ihr  Kern  ist  in  der  als  „dritter  Tag“ 
bezeichaeteu  Abtheilung  zu  suchen,  in  welcher  es  der  Verfasser, 
der  bei  aller  Keuntniss  der  alten  Sprachen  doch  auf  die  lebende 
Ausdrucksweise  einen  gros.seu  Werth  legte,  dennoch  über  sich 
gewonnen  hat,  eine  lateinische  Formuliruiig  der  Hauptsätze  gleich- 
sam als  Text  der  Jlaliänischen,  viel  freieren  Entwicklungen  einzti- 
reilieu.  Die  zweite  Hauptschrift,  die  auch  bereits,  aber  nur 
nebensächlich  im  Dienste  ihres  Hauptzwecks,  die  Principien  des 
mechanischen  Wissens  und  sogar  die  Grundlagen  der  Dynamik 
enthielt,  ist  der  von  vornherein  .sowie  durch  die  Schicksale,  die 
er  seinem  Verfasser  zuzog,  berühmt  gewordene  Dialoge  iutorno  ai 
due  massimi  sistemi  del  nioudo,  der  1632  veröffentlicht  wurde. 
Obwohl  in  demselben  die  Nachweisung  der  Richtigkeit  des  Coper- 
nikanischen  Systems  den  Hauptgegenstaud  bildet,  so  ist  er  doch 
zugleich  ein  Werk,  in  welchem  der  Autor  seinen  physikali.scheu 
Gedankenkreis,  seine  Forschungsmethode  und  sogar  seine  Natur- 
philosophie zur  Darstellung  bringt. 

Erst  an  dritter  Stelle  ist  eine  kleinere  Schrift  zu  nennen, 
die  zugleich  die  friiheste  für  die  Mechanik  sehr  erhebliche  Ver- 
öflentlichung  Galilei's  repräsentirt.  Sie  erschien  in  erster  Aus- 
gabe 1612  unter  dem  Titel;  Discorso  intorno  alle  cose  che  stanno 
in  SU  l’acqua  o che  in  quella  si  muovono.  Diese  Abhandlung, 
in  welcher  theils  die  hydrostatischen  Sätze  des  Archimedes  gegen 
Angriffe  vertheidigt,  theils  eigenthümliche  Auffassungsweisen  ent- 
wickelt werden,  ist  besonders  dadurch  wichtig  und  interessant, 
dass  sie  die  Anwendung  des  Princips  der  virtuellen  Qeschwindig- 
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keiten  auf  das  Gleichgewicht  und  die  Bewegung  in  Flüssigkeiten 
enthält  und  ausserdem  einleitungsweise  die  entsprechenden  allge- 
meinen und  Galilei  zum  Theil  eigenthümlichen  Begriffe  und 
Vorstellungsarten  mit  der  grössten  Deutlichkeit  und  Ursprünglichkeit 
entwickelt.  Wir  werden  daher  auf  den  Inhalt  derselben  weit 
mehr  zu  achten  haben,  als  bisher  geschehen  ist,  zumal  sie  die 
Feststellung  des  Zeitpunkts,  in  welchem  gewisse  Theorien  allge- 
mein zugänglich  wurden,  durch  ihr  verhältnissmässig  frühes  Datum 
ausserordentlich  erleichtert. 

Merkwürdigerweise  ist  grade  diejenige  Schrift,  welche  den 
Titel  Mechanik  trägt,  ihrer  Bedeutung  nach  erst  an  vierter  und 
letzter  Stelle  anzuführen.  Es  ist  eine  kleine  Arbeit  über  die 
Statik,  welche  in  Italiänischer  Sprache  erst  sieben  Jahre  nach 
dem  Tode  ihres  Verfassers  herausgegeben  wurde.  Dagegen  er- 
schien schon  ziemlich  früh  (1634)  eine  Französische  (etwas  freie) 
Uebersetzung  derselben  von  Mersenne.  Galilei  selbst  scheint 
keinen  allzu  grossen  Werth  auf  diese  Darstellung  der  mecha- 
nischen Potenzen  gelegt  zu  haben.  Die  Herausgabe  der  Pariser 
Uebersetzung*)  bezeugt  jedoch  das  Interesse,  welches  man  in  den 
dortigen  betreffenden  Kreisen,  für  welche  Mersenne  mit  seinen 
Bemühungen  die  Stelle  eines  Journals  vertrat,  grade  an  dieser 
Leistung  nahm.  Wären  nicht  die  wichtigsten  Grundanschauungen 
in  der  mehr  authentischen  Gestalt  nicht  posthumer  Werke  vor- 
handen, so  würde  allerdings  auch  diese  kleine  statische  Schrift 
eine  unschätzbare  Quelle  sein,  und  genügen,  wenigstens  die  durch- 
gängige Anwendung  des  Princips  der  virtuellen  Geschwindigkeiten 
sowie  einige  andere  Grundanschauungen  Galilei’s  ausser  Zweifel 
zu  stellen.  So  aber  werden  wir  uns  auf  die  Schrift  Deila  scienza 
meccanica  (1649)  meist  erst  in  zweiter  Linie  zu  berufen  haben. 

Ausser  diesen  Schriften,  unter  denen  nur  die  letzte  so  zu 
sagen  halbposthum  ist,  findet  sich  noch  mancherlei  zur  Mechanik 
Gehöriges,  aber  nur  selten  zur  Kennzeichnung  durchaus  Noth- 
wendiges  in  den  übrigen  Arbeiten  und  Briefen  theils  astronomischen 
theils  physikalisch  mathematischen  Inhalts.  Einiges  hievon  ist 
erst  in  neuster  Zeit  herausgegeben  worden.  Hervorzuheben  sind 
hierunter  die  Sermones  de  motu  gravium  *)  als  eine  sehr  frühe 


*)  Les  tnöcaniqaes  de  Galil^e.  Paris  1634. 

*)  Zum  ersten  Mal  1854  nebst  Zugehörigem  gedruckt  in  der  Floren- 
tiner Aasgabe  der  Werke  Galileis,  Bd.  XI. 
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Studie,  aus  welcher  aber  dennoch  ein  Theil  für  die  fünfzig  Jahre 
später  erschienenen,  vorher  angeführten  Discorsi  inaassgebend  ge- 
wesen ist.  Auch  die  erwähnten  lateinischen  Einreihungen  des 
dynamischen  Grundwerks  stammen  fast  wörtlich  aus  der  Zeit  der 
Abfassung  der  Sermones,  also  aus  jener  ältesten  Gruppe  von  Aus- 
arbeitungen, die  Galilei  Anfangs  der  Zwanziger  vornahm.  Da 
sich  dieselben  auf  die  Cardinaltheorien  beziehen,  so  ist  hiemit 
festgestellt,  wie  früh  Galilei  nicht  nur  seine  Grundgedanken  fasste, 
sondern  auch  deren  wesentlichste  Consequenzen  zog.  Uebrigens 
enthalten  die  Sermones  selbst  die  einfachsten  Grundgesetze  der 
Bewegung  und  sind  ausserdem  noch  dadurch  interessant,  dass  sie 
bemerken  lassen,  wie  sich  ihr  Verfasser  von  der  Aristotelischen 
Ueberlieferung  lossagte,  und  welche  Schwierigkeiten  er  zu  über- 
winden hatte,  um  der  herrschenden  Vorstellungsarten  selbst  Herr 
zu  werden. 

19.  Für  iiusern  Zweck  handelt  es  sich  weniger  um  eine 
vollständige  Ausfülmmg  der  dynamischen  Hauptresultate,  durch 
welche  Galilei  berühmt  geworden  ist,  als  vielmehr  um  die  Analyse 
des  an  ihnen  principiell  Bedeutsamen.  Die  Gesetze  des  freien 
Falles  sowie  desjenigen  auf  der  schiefen  flbene  und  der  Pendel- 
schwingungen, alsdann  die  Bestimmung  der  Wurfparabel  und  was 
sonst,  im  Rahmen  dieser  Fuudamentalergebnisse  festgestellt  wird, 
ist  für  die  gegenwärtige  Auffassung  dem  gewöhnlichen  Inhalt 
nach  etwas  ganz  Geläufiges,  dagegen  in  Rücksicht  auf  die  Ent- 
stehungsart und  auf  die  Galilei  eigenthümliche  Gedankenform  weit 
weniger  Erforschtes.  Auch  kommt  es  uns  darauf  an,  deutlich  zu 
machen,  wie  z.  B.  die  Theorie  des  Falles  der  Körper  über  die 
besondere  Eigenthümlichkeit  ihrer  einzelnen  Hauptergebnisse  weit 
hinaus  gegriffen  und  bereits  eine  Lehre  von  der  allgemeinen  Form 
der  Kräftewirkung  ciugeschlossen  habe,  üeberhaupt  werden  wir 
überall  die  Keime  zu  späteren  Theorien  sorgfältig  zu  beachten 
haben,  um  hiedurch  der  stufeuweisen  Entwicklung  der  einfachsten 
Principiell  zu  den  markirteren  oder  vollständigeren  Auffassungs- 
arten der  späteren  Zeit  gehörig  folgen  zu  können.  Aus  derartigen 
Gründen  sowie  auch  im  Interesse  der  Hervorhebung  des  Systema- 
tischen, welches  sich  in  einem  gewissen  Maass  in  der  Geschichte 
selbst  bemerklich  macht,  beginnen  wir  mit  einer  Charakteristik  ge- 
wisser, grade  der  Galileischen  Denkweise  eigenthümlicher  Grund- 
begriffe. Hieher  gehört  zunächst  derjenige  des  Moments,  welcher,  wie 
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zuerst  Lagrange’)  hervorgehoben  hat,  weit  natürlicher  gestaltet  ist, 
als  die  speciellere  Idee,  welche  in  dem  überwiegenden  Sprachgebrauch 
der  heutigen  Mechanik  kurzweg  mit  diesem  Ausdruck  oder  auch 
als  statisches  Moment  bezeichnet  wird.  Bis  zu  einem  gewissen 
Punkt  ist  seit  der  kritischen  Bemerkung  des  Verfassers  der  analy- 
tischen Mechanik  die  ursprüngliche  Idee  Galilei's  in  den  virtuellen 
Momenten,  wie  dieselben  von  der  heutigen  Mechanik  verstanden 
werden,  wieder  zur  Geltung  gelangt.  Dennoch  ist  der  Begriff,  den 
Galilei  vor  Augen  hatte,  weit  allgemeiner  und  natürlicher,  und  er 
reicht  sogar  noch  weiter,  als  es  sich  Lagrange  vorstellte. 

20.  Der  Begriff  des  Moments  füllt  bei  Galilei  mit  dem  der 
Kraft  in.sofern  zusammen,  als  die  fragliche  V'orstellung  nichts  weiter 
als  eine  naturgemä.sse  und  deutliche  Fassung  sowie  nähere  Be- 
stimmung der  sonst  schweifenden  Kraftcouception  ist.  Die  Em- 
pfindungsvorstellung von  dem  Andrang,  den  ein  schwerer  bewegter 
Körper  gegen  einen  Widerstand  ausübeii  würde,  ist  offenbar  für 
die  Entstehung  der  Galileischen  Idee  vom  Moment  maassgebend 
gewesen.  Da  die  Momente  in  diesem  Sinne  nicht  etwa  blos  für 
bewegte  Massen  sondern  auch  für  die  statischen  Fälle  des  blossen 
Drucks  oder  Zugs  gelten,  so  repräsentiren  sie  ein  der  Statik  und 
Dynamik,  den  Gleichgewichts-  und  den  Bewegungsverhältnissen 
gemeinschaftliches  Princip. 

Die  erste  und  zugleich  deutlichste  Auslassung  über  den  Be- 
griff des  Moments  findet  sich  in  der  oben  angeführten  Schrift; 
„Ueber  die  Gegenstände,  welche  sich  auf  dem  Wasser  befinden 
oder  darin  bewegen“  (1612),  die  häufig  als  diejenige  über  die 
schwimmenden  Körper  citirt  wird.  Dort*)  rechtfertigt  Galilei 
sogar  seinen  Sprachgebrauch  als  etwas,  was  mit  dem  gewöhnlichen 
Leben  übereinstimme,  indem  man  sage:  „Dies  ist  ein  sehr  wich- 
tiges (grave)  Geschäft,  aber  das  andere  hat  wenig  Bedeutung 
(^  di  poco  mpmento).“  Das  Moment  wird  als  jene  virtü,  forza, 
efficacia  bezeichnet,  mit  welcher  der  Motor  bewegt  und  das  Be- 
wegte widersteht,  „welche  Kraft  (virth)  nicht  allein  von  der  ein- 
fachen Schw'ere,  sondern  von  der  Geschwindigkeit  der  Bewegung 
und  von  den  verschiedenen  Neigungen  der  Bäume  abhängt,  in  denen 
die  Bewegung  vor  sich  geht.“  Uebrigens  spricht  Galilei  so,  als 

')  Mec.  anal.  2.  Anig.  1811.  Bd.  I,  erste  Abth.  Sect.  I,  Art.  16. 

*)  Discorsü  intomo  alle  cosc  che  stanno  in  »u  l'acqua  ....  Bd.  XU 
der  angef.  Ausg.  der  Werke,  S.  11. 
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wenn  der  Begriff  des  Moments  in  dieser  Weise  bei  den  Mecha- 
nikern bereits  in  Gebrauch  wäre.  Doch  beschränkt  sich  dieser 
Umstand  wieder  dadurch,  dass  er  seinen  Sprachgebrauch  recht- 
fertigt. Dies  hätte  er  nicht  nöthig  gehabt,  wenn  bei  den  Mecha- 
nikern etwas  Anderes  als  der  Begriff  der  oben  (Nr.  13)  bei 
Benedetti  erwähnten  Momente  und  ausserdem  etwa  der  Ubaldische 
Anfang  mit  den  virtuellen  Geschw  indigkeiten  in  Frage  gekommen  wäre. 

Der  Lieblingsausdruck  für  eine  augenblickliche  Kraftwirkung 
ist  bei  Galilei  das  Wort  iinpeto.  Dieser  „Andrang“,  den  er 
augenscheinlich  sich  ursprünglich  als  durch  eine  Muskeleinpfindung 
geschätzt  dachte,  ist  völlig  gleichbedeutend  mit  Moment,  und  die 
letztere  Bezeichnung  soll  eben  nur  der  wissenschaftliche  Kunst- 
ausdruck sein,  bei  dessen  Gegenstand  es  sich  zugleich  regelmässig 
um  eine  objective  Messung  und  um  Beseitigung  der  rohen  Form 
der  blossen  Empfindnugsvorstellung  handelt.  Indessen  verschmäht 
Galilei  keineswegs  eine  Anknüpfung  an  die  ursprüngliche  Vor- 
stellung vom  Impetus,  sobald  eine  V'erdeutlichung  durch  Zurück- 
greifen auf  die  letzten  Erkenntnissursachen  erforderlich  ist.  Hie- 
durch ist  er  im  Stande,  zugleich  fasslich  und  gründlich  zu  sein. 
An  der  eben  angeführten  Stelle  heisst  es  ferner;  „Gleiche  absolute, 
mit  gleicher  Geschwindigkeit  bewegte  Gewichte  haben  gleiche 
Kräfte  und  Momente  in  ihrem  Wirken.“  Diesem  als  erstes  Princip 
aufgestelltcn,  für  uns  aber  zunächst  des  Momentbegriffs  wegen  er- 
heblichen Satze  wird  als  zweites  Princip  die  ausgedehntere  Formit- 
lirung  hinzugefttgt,  wonach  gleiche  Gewichte  bei  ungleichen  Ge- 
schwindigkeiten ihre  Momente  im  Verhältuiss  dieser  Geschwindig- 
keiten haben.  In  allen  h3’drostatischen  und  auf  die  Bewegung  in 
den  Flüssigkeiten  bezüglichen  Anwendungen  ist  die  Vorstellung 
von  der  Gleichheit  oder  dem  Verhältniss  der  Momente  der  durch- 
gängig leitende  Gesichtspunkt,  und  so  konnte  Galilei  sagen,  dass 
er  in  dieser  Abhandlung  mehr  unmittelbare  Gründe  als  Archiincdes 
geben  und  eine  andere  Methode  befolgen  wolle. 

Die  wörtlich  angeführten  Principieu  sind,  genauer  betrachtet, 
nur  Umschreibungen  derjenigen  Vorstellungen,  die  schon  in  dem 
Begriff  des  Moments  selbst  enthalten  waren.  Sie  können  daher 
als  Erläuterungen  zur  Definition  gelten. 

In  dem  Hauptwerk  derDiscorsi  über  die  neuen  Wissenschaften 
findet  sich  au  entscheidender  Stelle  eine  ähnliche  Bestimmungsart 
und  Charakteristik  des  Momentbegriffs.  Es  heisst  dort  in  einem 
Zusammenhang,  in  welchem  der  Fall  auf  der  schiefen  Ebene  von 
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Grund  aus  erläutert  werden  soll*):  „l’impeto,  il  talento,  l’energia, 
o voglianio  dire  il  moinento  del  diseeudere.“  Das  Wort  talonto, 
Fähigkeit,  sowie  überhaupt  das  Häufen  der  Bezeichnungen  ist 
beachtenswerth.  Diese  Umstände  bekunden  das  Bestreben  des 
Autors,  einen  Begriff  zu  verdeutlichen,  für  den  er  keine  ihm  völlig 
genügende  Formel  zu  finden  weiss.  Letzteres  ist  übrigens  keines- 
wegs überraschend,  da  es  sich  um  einen  wissenschaftlich  stich- 
haltigen und  für  die  Handhabung  geeigneten  Kraftbegriff  über- 
haupt handelt. 

21.  In  der  Schrift  Deila  scienza  meccanica  finden  wir  eine 
schulmässigc  Definition  dos  Moments.  Auch  bezieht  sich  Galilei 
ausdriicklich  auf  diese  alte  Abhandlung,  welche  er  ein.st  und  zwar 
nur  für  seine  Schüler  aufgesetzt  habe,  an  der  vorher  erwähnten 
Stelle  der  Discorsi®).  In  jener  nicht  dialogischen,  kurzen  Dar- 
stellung der  Statik  heisst  es  in  der  Erläuterung  der  Vorbegriffe®): 
„Es  ist  also  das  Moment  jener  Andrang  (impeto),  herunter  zu 
gehen,  der  sich  aus  der  Schwere,  der  Lage  und  Anderem  zusammen- 
setzt, wovon  eine  solche  Neigung  (propeusione)  verursacht  werden 
kann.“  Dieser  Begriffsbestimmuug  haftet  noch  etwas  von  der  ge- 
wöhnlichen Rücksicht  auf  die  statischen  Momente  au.  Indessen 
geht  sie  doch  auf  eine  ganz  allgemeine  Fassung  aus,  indem  sie 
die  Kraft,  wie  sie  im  Augenblick  und  vor  der  ferneren,  aus  ihr 
hervorgehenden  Bewegung  gleichsam  punctuell  existirt,  aufgefasst 
wissen  will.  Für  uns  bleibt  die  Frage,  ob  ein  solcher  von  der 
Zeitausdehnung  w'esentlich  abseheuder  Begriff  in  dieser  Hinsicht 
ganz  streng  geuommen  werden  solle,  hier  gleichgültig.  Galilei 
versucht  es,  die  Ursache  mit  der  Wirkung  einheitlich  zusammen- 
zufassen, indem  er  unter  dem  Moment  ebensowohl  die  Fähigkeit 
(virtü,  talento)  als  die  thatsächliche  Wirkung  (efficacia,  energia) 
versteht.  Er  will  darin  augenscheinlich  keine  blosse  Bestrebung 
und  keinen  blossen  Grund  von  Möglichkeiten,  sondern  eine  elemen- 
tare Wirkungsgrösse  vorgestellt  haben,  und  die  letztere  wird  jeden- 
falls irgend  eine,  wenn  auch  noch  so  kleine  zeitliche  Ausdehnung 
haben  müssen.  Doch  wollen  wir  uns  mit  dieser  fundamentalen 
Schwierigkeit,  welche  sich  durch  die  ganze  Mechanik  bis  auf  den 
heutigen  Tag  fortgepflanzt  hat,  nicht  blos  gelegentlich  an  dieser 


')  Discorsi  e dimostrazioni  mateniatiche  Bd.  XIU,  3.  Tag,  8.  17  t. 
•1  Ibid.  S.  175. 

*)  DoUa  scienza  meccanica,  Bd.  XI  der  angef.  Ausg.  S.  90. 
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Stelle  abfinden.  Hier  muss  nur  gleich  von  vornherein  darauf 
aufmerksam  gemacht  werden,  dass  die  Doppeldefinitionen  der 
Kraft,  nämlich  als  Ursache  der  Bewegung  oder  aber  nur  des  Be- 
strebens zur  Bewegung,  nicht  erst  von  heute  sind,  sondern  mit 
ihrer  Zweiseitigkeit  schon  im  Galileischen  Begriff  des  Moments 
liegen.  Nur  hat  Galilei  das  vor  den  Neueren  voraus,  dass  er 
weit  entschiedener  auf  die  Einheit  sieht  und  sich  mehr  derjenigen 
Vorstelluugsart  zuwendet,  in  welcher  die  der  Bewegungserscheinung 
vorangehende  Ursache  zu  ihrem  Kecht  gelangt  und  ein  gemeiu- 
schaftlicher  Kraftbegriff  für  Dynamik  und  Statik  ins  Auge  ge- 
fasst wird. 

Es  versteht  sich  von  selbst,  dass  man,  wenn  man  will,  alle 
Galileischeu  Vorstellungen  über  das  Mojnent  auch,  der  lateinischen 
Ableitung  des  Worts  entsprechend,  als  „Kraft  zur  Bewegung 
(momentuni,  movimentum)“  fassen  kann.  Aber  nicht  eine  solche 
mehr  oder  minder  beliebige  Vorstellungsart,  sondern  die  quantitative 
Beziehung,  welche  der  Begriff  des  Moments  jederzeit  zu  der  mög- 
lichen oder  wirklichen  Geschwindigkeit  hat,  bleibt  das  schliesslich 
Entscheidende  und  Kennzeichnende, 

22.  Wie  vorher  angeführt,  haben  gleiche  Gewichte  ihre 
Momente  im  Verhältniss  der  Geschwindigkeiten,  und  es  setzt  sich 
überhaupt  das  Moment  aus  „Schwere,  Lage  und  Anderem“,  was 
eine  bestimmte  Neigung  (Richtung)  hervorbringt,  derartig  zusammen, 
dass  alle  diese  Umstände  und  Vorbedingungen  des  Verhaltens  des 
bewegenden  Antriebs  als  in  der  Vorstellung  des  besonderen  Moments 
bereits  vereinigt  gedacht  werden.  Man  sieht  nun  leicht,  wie  diese 
Zusammensetzung  aus  verschiedenen  Bestandtheilen  für  die  Ein- 
fachheit, die  ein  Grundbegriff  haben  muss,  keineswegs  günstig  sei. 
Indessen  beschränkt  sich  dieser  Uebelstand  bei  Galilei  sehr  erheb- 
lich dadurch,  dass  überall  die  grösste  Sorgfalt  auf  die  Sonderung 
jener  Bestaudtheile  verwendet  und  daher  thatsächlich  mit  ein- 
fachen Begriffen  operirt  wird.  Auch  die  Vorstellung  vom  Moment 
selbst  enthält  wesentlich  nur  das,  was  an  ihr  thatsächlich  niemals 
fehlt,  und  dies  ist  die  Rücksicht  auf  eine  Geschwindigkeit,  sei 
die  letztere  nun  als  Quantität  vorhanden  oder  sei  sie  Null.  In 
diesem  letzten  Fall  kann  nur  erst  die  zu  ertheilende  Geschwindig- 
keit das  Maass  des  Moments  abgeben.  Galilei  drückt  sich  alsdann 
so  aus,  dass  er  die  einfache  Schwere  ohne  weiteren  Zusatz  als 
Moment  nimmt,  während  wir  gegenwärtig  gewohnt  sind,  dieses 
Moment  in  zwei,  ja,  wenn  man  will,  in  drei  Factoren  aufzulösen. 
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indem  wir  es  als  Product  einer  blossen,  zunächst  ohne  Schwere 
gedachten  Masse  und  der  Beschleunigung  auffasseii  und  diese 
Beschleunigung  selbst  für  ein  beliebig  kleines,  aber  constante.s 
Element  der  Zeit  angobeu.  Hiedurch  tritt  zu  der  für  die  Zeit- 
einheit (Secunde)  ausgedrücktcu  Beschleunigung  oder  mit  andern 
Worten,  zu  der  iu  dieser  Zeiteinheit  erzeugten  Geschwiudigkcits- 
grösse  noch  ein  elementarer  Factor,  der  die  in  dem  beliebig  voraus- 
gesetzten Zeittheilchen  erzeugte  Geschwindigkoitsgrösse  angiebt. 
Die  Formel  P = mg,  welche  in  der  heutigen  Mechanik  üblich 
ist  und  das  Gewicht  P als  ein  Product  aus  der  ohne  KraftatTection 
gedachten  Masse  m und  der  Atfection  der  in  einer  Secunde  die 
Geschwindigkeit  g hervorbringenden,  auf  der  Erde  wirksamen 
Schwerkraft  vorstellt,  enthält  freilich  nicht  das  beliebig  kleine 
Zeitelement.  Dieser  Umstand  ist  aber  im  Allgemeinen  ganz  gleich- 
gültig, da  die  Secunde  selbst  dafür  gelten  kann,  und  es  übrigens 
ja  auch  frei  steht,  noch  ein  dt  auf  beiden  Seiten  der  Gleichung 
hinzuzufügen.  Für  Galileis  Vorstellungsart  und  den  Moineut- 
begriff  ist  dagegen  die  Zurückführung  auf  ein  ohne  Grenzen  be- 
liebig klein  wählbares  Zeittheilchen  wesentlich,  da  nur  auf  diese 
Weise  die  Angabe  des  Moments  mit  seiner  Bedeutung  für  einen 
beliebigen  Punkt  und  für  den  Fall  des  Gleichgewichts  gehörig 
möglich  wird.  Ueberhaupt  ist  ja,  wie  wir  gesehen  haben,  die 
Galileische  Vorstellung  stets  punctuell  und  soll  ausserdem  den 
wirklichen  Eindruck  der  Kraft  repräsentireu.  Um  beiden  Er- 
fordernissen zu  genügen,  dürfen  wir  uns  daher  nicht  darauf  be- 
.schränkeii,  die  Proport ioualitäteu,  wie  iu  der  angeführten  Formel 
geschieht,  ganz  im  .\llgemeinen  anszudrücken,  sondern  müssen 
wir  die  augenblickliche,  wenn  auch  etwa,  wie  im  Fall  des  Gleich- 
gewichts behinderte  und  daher  nur  eventuelle  dynamische  Wirkung 
in  Anschlag  bringen. 

Viel  einfacher  stellt  sich  die  Messung  der  Momente  als 
<lynaniischer  Grössen  dann,  wenn  eine  bestimmte  Geschwindigkeit 
thatsächlich  vorliegt.  Wie  schon  gesagt,  bestimmt  Galilei  die 
Verhältnisse  der  Momente  iu  diesem  Fall,  unter  Voraussetzung 
gleicher  Gewichte,  ganz  einfach  nach  den  bezüglichen  Geschwindig- 
keiten. Ein  Moment  ist  ihm  also  das  Doj)pelte  eines  andern, 
wenn  es  das  gleiche  absolute  Gewicht  iu  doppelt  geschwinder 
Bewegung  reiiräsentirt.  Wir  erinnern  gleich  an  diijser  Stelle 
daran,  dass  später  eine  solche  Messung,  die  umuittelbar  an  die 
Geschwindigkeit  aukuüpft,  der  Gegenstand  einer  vorwiegend  uieta- 
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physischen  Streitigkeit  zwischen  Leibuiz  und,  wie  man  gewöhnlich 
sagt,  (len  Cartesianern,  eigentlich  aber  zwischen  ihm  und  allen 
Gegneni  seiner  metaphysischen  Vorstellungsart  wurde.  Unter  den 
letzteren  hatten  die  Anhänger  Newtons  die  meiste  Bedeutung,  und 
vorläufig  sei  hier  gleich  zu  Guusteu  Galileis  bemerkt,  dass  die 
ursprünglichen  Grnndvorstellnngen  sich  in  der  Hauptsache  bewährt 
lind  sogar,  wenn  man  diesen  Ausdrnck  zulassen  will,  als  meta- 
physisch vollkommen  stichhaltig  erwiesen  haben. 

Galilei  hat  den  Stoss,  wie  wir  später  sehen  werden,  nur 
unvollständig  behandelt,  wenn  er  auch  in  demjenigen,  was  er 
darüber  aufstellte,  weit  zutreffender  dachte  als  Cartesins.  Bisweilen 
sind  sogar  seine  einschlagenden  Vorstellungen  classisch,  und  dies 
gilt  namentlich  von  seiner  Idee,  dass  der  Stoss  als  aus  elementaren 
Momenten  zusammengesetzt  zu  betrachten  sei.  In  dem  Zusammen- 
hang, den  wir  an  dieser  Stelle  vor  Augen  haben,  können  wir  jedoch 
jene  Zergliederung  des  Stosses  noch  zur  Seite  lassen  und  uns  auf 
die  Bemerkung  beschränken,  dass  bei  Galilei  jedes  Moment  selbst 
eigentlich  als  ein  elementarer  Stoss  coneipirt  ist,  wobei  natürlich 
von  der  unmittelbaren  Berührung  irgend  w'elcher  Massen  ganz 
abgesehen  wird,  .leder  elementare  Antrieb,  der  eine  gewisse  Ge- 
schwindigkeit hervorbringt,,  möge  er  sie  bereits  selbst  haben  und 
blos  übertragen,  oder  aber  dieselbe  ursprünglich  erzeugen  und  auf 
die.se  Weise  einer  Masse  mittheilen,  wird  als  ein  dem  Stosso 
ähnlicher,  momentaner  Impuls  gedacht,  und  auf  der  Summining 
solcher  Antriebe  beruht  die  ganze  speculativc  Seite  in  der  Theorie 
der  Fallgesetze  und  in  derjenigen  der  Kraftentwicklung  überhaupt. 
Es  ist  daher  vou  der  grössten  Wichtigkeit,  dass  die  Momente 
nach  Maassgabe  der  vorhandenen  oder  zu  erzeugenden  Geschwindig- 
keiten veranschlagt  worden. 

23.  Die  Geschwindigkeit  kann  in  gleichförmiger,  ganz  un- 
veränderlicher Weise  an  einer  Masse  als  Thatsacho  gegeben  sein. 
Alsdann  bew'cgt  sich  der  Körper  in  jedem  noch  so  kleinen  Zeit- 
thidlchen  durch  einen  stets  gleichen  Kaum,  und  man  betrachtet 
diese  gleichförmige  Bewegung  als  rückwärts  uud  vorwärts  ins 
Unbestimmte  ausgedehnt.  Weder  eine  Ursache  noch  eine  Wirkung 
kommt  in  diesem  hhill  in  Frage,  sondern  die  ohne  bestimmte 
Zeifgrenzen  gedachte  Bewegung  ist  der  unmittelbare  Gi‘genstaud 
der  Untersnchung.  Eine  solche  verändenmgslose,  sich  selbst  gleich 
fortbestehendo  Geschwindigkeit  oder  Beharruugsbewegnng  kann  nun 
aber  auch  als  irgend  einmal  entstanden  und  dem  entsprechend 
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auch  als  irgend  einmal  vernichtet  oder  wenigstens  in  etwas  Anderes 
als  Bewegung  umgewandelt  angesehen  werden.  In  beiden  Fällen 
wird  es  sich  um  eine  Summation  resp.  Subtraction  von  Geschwindig- 
keitselemeuten  handeln.  Man  wird  die  bestimmte  Quantität  Ge- 
schwindigkeit als  eine  Grösse  denken,  die  durch  ein  Wachsen  von 
Null  au  durch  fortwährende  Hinzufügungen  gleicher  Elemente 
erzeugt  worden  ist.  Ebenso  wird  man  die  Geschwindigkeitsgrösse, 
die  einer  Masse  anhaftet  und  sich  durch  irgend  einen  Vorgang 
verliert,  als  nach  und  nach  durch  den  Abzug  gleicher  Geschwindig- 
keitsbestandtheile  verloren  gehend  und  sich  bis  auf  Null  gleichsam 
erschöpfend  denken.  Woher  die  Geschwindigkeiten  kommen  und 
wohin  sie  gehen,  interessirt  hiebei  erst  in  zweiter  Linie.  Völlig 
gleichgültig  bleibt  aber  zunächst  die  weitere  Frage,  wie  die  elemen- 
tare Geschwindigkeit  selbst  aus  etwas  entstehen  oder  in  etwas 
übergehen  möge,  was  nicht  Geschwindigkeit  ist. 

Galilei’s  grosses  Verdienst  besteht  in  der  Begründung  einer 
von  vornherein  richtigen  Vorstellung  über  die  Erzeugung  der  Ge- 
schwindigkeiten als  das  Wesen  der  Kraftwirkung  auf  frei  bewegliche 
Körper.  Jede  Geschwindigkeit,  mit  der  sich  eine  Masse  bewegt, 
gilt  Galilei  als  eine  solche,  die  entweder  durch  Summation  elemen- 
tarer Geschwindigkeiten  nachweisbar  entstanden  ist,  oder  die  man 
sich  wenigstens  in  Ermangelung  eines  Nachweises  in  irgend  einer 
Art  so  entstanden  denken  kann.  Hieraus  folgt,  dass  man  jede 
bestimmte  Geschwindigkeit  auch  wiederum  io  einer  entsprechenden 
Weise  zerlegt  und  gleichsam  thatsächlich  aufgelöst  denken  kann. 
Jedoch  ist  es  vorwiegend  die  erstere  Vorstellung,  von  der  Galilei 
in  der  Construction  der  Fallgesetze  Gebrauch  gemacht  hat.  Sie 
grade  ist  es  auch,  die  sich  ganz  im  Allgemeinen  nicht  entbehren 
lässt,  wenn  die  Entwicklung  einer  Kraft  irgend  welcher  Art'  exact 
gekennzeichnet  werden  soll. 

Setzte  man  an  die  Stelle  der  Geschwindigkeiten,  welche  in 
irgend  einer  Zeit  erzeugt  werden,  von  vornherein  die  bis  zum 
Ende  dieser  Zeit  durcblaufenen  Räume,  so  würde  man  das  Einfache 
mit  etwas  Zusammengesetztem  vertauschen.  Man  würde  ausserdem 
Verwirrung  veranlassen,  die  Eleganz  und  schöne  Einfachheit  der 
Vorstellungsart  preisgeben  und  sogar  die  blosse  Erscheinungsform 
der  veränderlichen  Zustände  des  bewegten  Körpers  mit  dem  Bleibenden 
und  der  Hauptsacbe  verwechseln.  Da  es  nun  aber  so  nahe  liegt, 
einen  wirklich  durchlaufenen  Raum  als  Anknüpfungspunkt  für  die 
Beurtheilung  der  Kraftwirkung  zu  wählen,  so  müssen  wirannehmeu. 
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dass  Galilei  durch  einen  besondern  Grund  bestimmt  worden  sei, 
die  nach  Maassgabe  des  Verfliessens  der  Zeit  sieh  gleichmässig 
häufenden  Geschwindigkeiten  als  unmittelbares  Ergehniss  der  Kraft- 
wirkung und  als  Grundlage  aller  übrigen  Betrachtungen  zur  Geltung 
zu  bringen. 

Dieser  Grund  kann  unseres  Erachtens  zunächst  nichts  Anderes 
gewesen  sein,  als  die  Bemerkung  der  entscheidenden  Holle,  welche 
die  Geschwindigkeiten  seiner  Anschauungsweise  gemäss  bereits  in 
der  Statik  spielten.  Sie  waren  dort  gradezu  den  Wirkuugs- 
elementen  äquivalent,  und  die  Momente  im  Galileischen  Sinne  des 
Worts  setzten  sich,  wie  wir  gesehen  haben,  bei  gleichen  Massen 
nach  Geschwindigkeitselemeuten  zusammen.  Die  Momentengrfisse 
konnte  hienach  durch  Masse  und  Geschwindigkeit  derartig  be- 
stimmt werden,  dass  die  geringere  Geschwindigkeit  durch  mehr 
Masse  und  umgekehrt  die  geringere  Masse  durch  grössere  Ge- 
schwindigkeit ausgeglichen  und  aufgewogen  wurde. 

Unter  dieser  Voraussetzung  war  es  sehr  natürlich,  auch  auf 
der  neuen  Bahn  eigentlich  dynamischer  Untersuchungen  die  Ge- 
schwindigkeit für  das  Merkmal  des  Kraftelements  zu  nehmen  und 
unter  den  verschiedenen  Erscheinungsformen  der  Wirkung  einer 
Kraft  die  am  Ende  irgend  einer  Zeit  gewonnene  Geschwindigkeit 
als  am  meisten  charakteristisch  hervorzuhebeu.  In  der  That  ist 
mit  dieser  Geschwindigkeit  allerdings  auch  ein  Raum  zur  Grund- 
lage genommen;  aber  es  ist  dies  nicht  derjenige,  welcher  gleich- 
sam im  Rücken  der  Kraftwirkung  als  durchmessen  in  Frage 
kommt,  sondern  derjenige,  welchen  der  Körper  völlig  gleich- 
mässig und  ohne  Aufhören  durchlaufen  würde,  wenn  die  Kraft 
nicht  mehr  weiter  auf  ihn  wirkte.  Von  den  allmälig  aufge- 
häuften Geschwindigkeiten  ist  nichts  verloren  gegangen  und  alle 
Geschwindigkeitselemente  finden  sich  in  der  schliesslichen  Ge- 
schwindigkeit repräsentirt.  Ferner  ist  die  Geschwindigkeit  etwas, 
was  von  der  Zeitdauer,  während  welcher  sie  sich  in  der  Bewegung 
bethätigt,  völlig  unabhängig  ist.  Die  Geschwindigkeit  kann  nie- 
mals durch  die  Angabe  einer  blossen  Raiimdurchmessung  ersetzt 
werden,  weil  sie,  wie  das  Gewicht,  eine  Eigenschaft  vertritt,  die 
zu  jeder  Zeit,  also  in  dem  Raum  ohne  Grenzen  vorhanden  ist. 
Bezieht  man  dagegen  einen  mit  einer  gewissen  Geschwindigkeit 
durchlaufenen  Raum  noch  ausserdem  auf  die  entsprechende  Zeit- 
dauer, so  benutzt  man  das  eine  Mal  die  Zeiteinheit  zur  Verhältniss- 
bestimmung  zwischen  Zeit  und  Raum,  d.  h.  zur  Angabe  der  Ge- 
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schwindigkeit,  und  das  andere  Mal  zur  Abgrenzung  der  Dauer  des 
Zustandes,  in  welchem  die  Geschwindigkeit  oder  die  verschiedenen 
Geschwindigkeiten  sich  hethätigten.  Man  hat  im  letzteren  Fall 
die  Vorstellung  von  einer  begrenzten  Kraftwirkung  vor  Augen, 
während  man  in  dem  andern  Fall  die  grenzenlos  beharrliche 
Geschwindigkeit  als  Vertreter  der  ganzen,  in  ihr  gleichsam  nieder- 
gelegten Bewegungsgrösse  vorstellt. 

24.  Wenn  die  Erzeugung  der  Geschwindigkeiten  die  Kraft- 
wirkuug  kennzeichnet,  so  versteht  sich  von  selbst,  dass  die  einmal 
erzeugten  Geschwindigkeiten  als  an  sich,  d.  h.  abgesehen  von 
irgend  welcher  äussern  Störung  ohne  Grenzen  fortbestehend  ge- 
dacht werden  müssen.  Jedoch  ist  dieses  Grundgesetz  der  Mechanik 
eine  Niiturthatsaclie,  deren  Feststellung  nicht  ohne  Weiteres  mög- 
lich war.  Die  Trägheit  der  Materie  in  Rücksicht  auf  den  Zustand  der 
Ruhe  leuchtet  ein.  Jene  zweite  Seite  des  Trägheitsgesetzes  aber,  der- 
zufolge  der  Bewegungszustand  nach  Richtung  und  Geschwindigkeit 
beharrt,  ist  so  wenig  ein  selbstverständliches  Axiom,  dass  sie  viel- 
mehr allen  gewolinheitsmässigen  Vorstellungen  zuwiderläuft.  Die 
gradlinige  Fortsetzung  der  Bewegung  mit  derselben  Geschwindig- 
keit ins  Unbestimmte  ist  ein  Vorgang,  dessen  Paradoxie  seine 
Entdeckung  lange  hindern  musste.  Da  nun  von  der  Einsicht. in 
denselben  jeder  Schritt  in  der  Dynamik  abhängt,  so  haben  wir  in 
der  Galileischeu  Beharrung  und  in  der  ,\nwenduug  dieses  Begriffs 
auf  die  Erklärung  und  Construction  der  zusammengesetzten  Er- 
sclndnungen  einen  ähnlichen  Grundpfeiler  der  Wissenschaft  anzu- 
erkenneu,  wie  in  der  Vorstellung  von  der  Erzeugung  der  Geschwindig- 
keiten. Erst  aus  beiden  Ideen  zusammengeuommen  lassen  sich  die 
Phänomene  der  Kraftwirkuug  erklären  und  construireu  und  sind  von 
Galilei  insbesondere  die  Fallgesetze  und  deren  Combinationeu  ent- 
wickelt word(;n. 

Eine  Gelegenheit,  das  Beharrungsprincip,  welches  sonst  still- 
schweigend überall  zu  Grunde  liegt,  auch  in  der  uuverkeuubarsteu 
W^eise  auszusprechen  und  hervorzuhebeu,  hietet  sich  Galilei  hei 
der  Behandluug  der  parabolischen  Wurfliewegung.  Dieser  Gegen- 
stand macht  das  Thema  des  vierten  Tages  der  Discorsi  aus,  und 
es  ist  bezeichnend,  dass  gleich  in  den  ersten  lateinisch  gehaltenen 
Entwicklungen  das  „Fortdauernde“  und  „Unzei-störliche“  der  gleich- 
förmigen Bewegung  (in  einer  horizontalen  Ebene)  als  leitende 
Grundvorstelluug  formulirt*)  wird.  Uebrigeus  ist  bemerkenswerth, 

>)  Bd.  Xm  der  angef.  Werke  S.  222. 
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dass  die  Beharrung  der  gleichförmigen  Bewegung  nicht  mit  der 
Fortdauer  der  Buhe  in  ein  einziges  Princip  der  Trägheit  zusammen- 
gefasst wird,  — ein  Umstand,  der  durchaus  nicht  als  Nachtheil  zu 
betrachten  ist.  Die  später  angenommene  Vereinigung  der  beiden 
Ideen')  hat  in  ihrer  gewöhnlichen  Fassung  den  Charakter  einer 
Verbindung  von  zwei  ungleichartigen  Bestandtheilen,  denen  in  der 
That  Nichts  als  die  höchst  allgemeine  logische  oder,  wenn  man 
will,  metaphysische  Vorstellung  von  dem  Mangel  einer  Ver- 
änderungsursache des  in  der  Zeit  unverändert  fortbestehenden  Zu- 
standes gemeinsam  ist.  Der  Vorzug,  welcher  der  späteren  Vor- 
stellungsart des  Trägheitsgesetzes  etwa  zugeschriebeu  werden 
möchte,  wird  aber  ausserdem  jedenfalls  dadurch  wiederaufgewogen, 
dass  die  metaphysische  Erklärungsart  des  Princips  die  Beharmng 
der  Bewegung  nicht  zu  verbürgen  vermag.  Das  Beharrungsprincip 
ist,  wie  schon  gesagt,  eine  Naturthatsache,  die  in  ihrer  Einfachheit 
durch  Zergliederung  der  Verfahrungsarten  der  Natur  in  den  zu- 
sammengesetzten Hergängen  nachgewiesen  und  herausgehoben  sein 
will,  aber  nicht  als  eine  blosse  Denknothwendigkeit  angesehen  werden 
darf.  Es  spricht  daher  zu  Gunsten  der  Galileischeu  Methode,  dass 
jene  spätere,  unhaltbare  Auffassungsart  des  Beharrungsprincips  in 
ihr  keine  Stütze  findet.  Nichtsdestoweniger  fehlt  es  in  der  Galileischen 
Methode  nicht  an  dem  speculativen  Bestandtheil,  wie  wir  sogleich 
sehen  werden,  wenn  wir  die  Entstehungsart  der  Hauptergebnisse 
der  neuen  Forschungsrichtung  untersuchen. 


Drittes  Capitel. 

Entstehnngsart  der  Galileischen  Hauptergebnisse  and  Gestaltung 
der  verschiedenen  Principien. 

25.  Man  hat  die  Frage  aufgeworfen,  ob  Galilei  zu  seinen 
dynamischen  Resultaten,  namentlich  also  zu  den  Fallgesetzen, 
zuerst  auf  empirischem  Wege  gelangt  sei  und  hinterher  seine 
Speculationen  nach  Maassgabe  der  so  erworbenen  Einsichten  ein- 
gerichtet, oder  aber  sich  zuerst  die  abstracten  Bewegungsschemata 
als  wahrscheinliche  Formen,  nach  denen  auch  die  Natur  verfahren 


*)  Vgl.  jedoch  ini  sechsten  (posthumen)  Tag  die  Stelle  S.  323  Ober  die 
Erhaltung  der  Bube  und  der  Ueschwindigkeit. 

Dfthriag,  Qeaehicbta  d«r  Mocbanik.  3 


Digiiized  by  Google 


34 


müsse,  construirt  und  dann  erst  die  dafür  sprechenden  Erfahrungs- 
indicien  aufgesucht  habe.  Die  Beantwortung  dieser  für  die  principielle 
Entwicklung  der  Wissenschaft  sehr  erheblichen  Frage  gestaltet 
sich  nicht  ganz  so  einfach,  als  es  bei  einer  ersten  Erwägung  den 
Anschein  hat.  Allerdings  sind  die  letzten  endgültig  beweisenden 
Experimente  auf  der  schiefen  Ebene  von  Galilei  erst  auf  Grund 
von  Voraussetzungen  gemacht  worden,  die  bereits  alles  zu  Er- 
weisende dem  Gedanken  nach  vollständig  enthielten.  Allein  es  handelt 
sich  auch  gar  nicht  um  dieses  spätere  Stadium  der  Entwicklung 
und  Feststellung  der  neuen  Einsichten,  sondern  um  deren  ursprüng- 
lichste Hervorbringung.  In  dieser  letzteren  Beziehung  lässt  sich 
nun  wiederum  nicht  in  Abrede  stellen,  dass  die  ersten  Anregungen 
zur  Conception  irgend  einer  Bewegungsart  von  den  Thatsachen  der 
Natur  selbst  ausgehen  müssen,  und  dass  die  völlige  Loslösuiig 
des  Denkens  zur  freien,  selbständigen  Gestaltung  der  Vor- 
stellungen erst  ein  zweiter  Vorgang  sein  könne.  Die  Alten  waren 
bekanntlich  in  dieser,  dem  Spiel  verwandten  Verfahrungsart  und 
in  der  Behandlung  spontan  erzeugter  Gebilde  nicht  nur  heimisch 
gewesen,  sondern  auch  mehr  als  zuträglich  befaugen  geblieben,  so 
dass  ihnen  die  aprioristische  Methode  als  die  natürlichste  und  fast 
als  die  ausschliesslich  maassgebende  erschienen  war.  Grade  aber 
Galilei  sowie  sein  genialer  Vorgänger  Leonardo  da  Vinci  befanden 
sich  mit  ihrem  Verhalten  und  ihren  Tendenzen  im  schroffsteu 
Gegensatz  zu  der  antiken  Art  und  Weise,  soweit  nämlich  die 
letztere  über  das  Gebiet  blosser  Mathematik  in  dasjenige  der 
Naturthatsachen  fälschlich  übertragen  wurde.  Die  Aristotelische 
Natui’philosophie  war  zur  Zeit  Galilei’s  der  Ilepi-äsentant  der  un- 
haltbarsten Vorstellungs-  und  Verfahningsarten,  und  wir  dürfen 
daher  wohl  voraussetzen,  dass  der  entschiedenste  und  mächtigste 
Gegner  der  bei  Aristoteles  vorherrschenden  Denkweise  die  letztere 
nicht  selbst  zum  Leitfaden  seiner  eignen  Nachforschungen  ge- 
macht habe. 

Nach  den  vorhandenen  Aeusserungen  Galilei’s  lässt  sich  über 
die  innerliche  gedankliche  Entstehung  seiner  dynamischen  Grund- 
einsichten nur  soviel  feststellen,  dass  er  sich  auf  blosse  Beobach- 
tungen hin  entschlossen  habe,  die  Vorstellung  einer  gleichförmig 
beschleunigten  Bewegung  mathematisch  auszubilden,  und  daun 
auf  Grund  dieser  Initiative  des  blossen  Gedankens  experimentelle 
Bestätigungen  zu  suchen.  Von  welcher  Art  jedoch  die  ersten  so 
zu  sagen  rohen  und  unbestimmten  Beobachtungen  gewesen  seien. 
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welche  die  Veranlassung  zu  den  idee'len  Constructionen  und  der 
eiperiinontelleii  Verfolgung  der  Sache  gegeben  hatten,  lässt  sich 
nach  dem  Stande  der  Quellen  nicht  ausmachen.  Eine  gewisse, 
wenn  auch  geringfügige  Tradition  hat  auch  hier  ihre  Rolle  gespielt, 
und  es  mag  besonders  die  falsche  Meinung,  dass  die  Geschwindig- 
keiten wie  die  Räume  wachsen.  Einiges  dazu  beigetragen  haben, 
Galilei  zum  näheren  Nachdenken  über  die  Form  und  Grösse  der 
Fallbeweguug  zu  veranlassen. 

Auch  ist  nicht  zu  übersehen,  dass  die  Stetigkeitsvorstellung 
in  Galilei’s  Denken  einen  rein  mathematischen  Charakter  hatte 
und  in  dieser  Gestalt  geeignet  war,  seine  Aufmerksamkeit  auf  die 
Art  und  Weise  zu  lenken,  in  welcher  die  Natur  bei  den  verschie- 
densten Gelegenheiten  die  Geschwindigkeitsgrössen  durch  allmälige 
Steigerungen  hervorbringt.  Hier  scheinen  sogar  die  Bewegungen 
der  Thiere  für  Galilei  einen  Anknüpfungspunkt  abgegeben  zu 
haben.  So  heisst  es  im  Eingang  des  2.  Buchs  (3.  Tag)  in  den 
Diseorsi*):  „Schliesslich  bat  uns  zur  Erforschung  der  natürlich 

beschleunigten  Bewegung,  gleichsam  an  der  Hand,  die  Beachtung 
der  Einrichtung  und  Gewohnheit  der  Natur  selbst  in  allen  ihren 
übrigen  Werken  hiugeleitet,  in  denen  sie  sich  der  ersten,  ein- 
fachsten und  leichtesten  Mittel  zu  bedienen  pflegt;  denn  Niemand, 
meine  ich,  wird  glauben,  dass  das  Schwimmen  oder  Fliegen  auf 
eine  einfachere  oder  leichtere  Weise  bewerkstelligt  werden  könne, 
als  grade  auf  diejenige,  welche  die  Fische,  und  Vögel  aus  natür- 
lichem Instiuct  anwenden.“ 

Bald  darauf’)  wird  nun  der  einfache  Weg  näher  gekenn- 
zeichnet und  die  einfache  Summation  der  Geschwindigkeiten  nach 
Verhältniss  der  verfliessendeii  Zeitelemente  zur  Grundvorstellung 
gemacht.  Schon  vorher  hatte  der  Autor  ausdrücklich  bemerkt, 
dass  er  auch  sofort  hätte  von  der  Fiction  der  gleichförmig  ver- 
änderlichen Bewegung  ausgehen  können.  Für  das  Weitere,  was 
in  diesem  Zusammenhang  bei  Galilei  in  Frage  kommt,  können 
wir  auf  unsere  Erörterung  seiner  Vorstellung  von  der  elementaren 
Erzeugung  der  Geschwindigkeiten  zurückverweisen.  Bezüglich  der 
Hauptsache,  die  wir  hier  festzustclleu  haben,  ist  jedoch  nach  dem 
Angeführten  klar,  dass  der  Entdecker  der  Fallgesetze  ziemlich 
schnell  von  einigen  Andeutungen  der  Beobachtung  zur  speculativen 


')  Bd.  XIU  der  angef.  Ausg.  S.  I.ö4. 

•)  Ibid.  S.  165. 
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Initiative  übergegangen  sei,  und  dass  die  Vorzüglichkeit  seines 
Verfahrens  besonders  darin  bestanden  habe,  sofort  die  einfachsten 
Processe,  die  sich  denken  lassen,  zum  Ausgangspunkt  seiner 
Schematisiningen  zu  machen.  Die  Natiirthatsache,  auf  die  ersieh 
stützte,  war  das  Wachsen  der  Geschwindigkeiten.  Die  Speculation 
sagte  ihm,  dass  dieses  Wachsen  stetig  erfolgen  müsse,  und  da  er 
von  der  Statik  her  gewohnt  war,  in  der  Geschwindigkeit  das  In- 
dicium  der  Kraft  zu  sehen,  so  betrachtete  er  auch  in  der  Fall- 
bewegung die  Gcschwindigke.itselementc  als  die  elementaren  Aeusse- 
rungen  der  Kraft.  Die  Zeit  in  ihrer  Gleichmässigkeit  erschien  ihm 
aber  als  diejenige  Form  der  HiuzufOgung  von  Element  zn  Element, 
in  welcher  auch  die  einfachsten  Theilbethätigungen  einer  Kraft  vor 
sich  gehen  müssten.  Auf  diese  Weise  gelangte  er  zu  jener  Vor- 
stellung, wonach  die  Wirkung  der  Kraft  in  der  Zeit  durch  die 
aufeinanderfolgende,  den  Zeittheilen  proportionale  Hervorbringung 
von  Geschwindigkeiten  repräsentirt  wird.  Die  Definition  der  gleich- 
förmig veiAnderlichen  Bewegung  war  hienach  nur  noch  eine  blosse 
Sache  der  Formulirung.  Im  Wesentlichen  war  der  Hergang,  dessen 
so  zu  sagen  nur  phoronomische  Erscheinung  das  den  Zeiten 
quadratisch  proportionale  Durchlaufen  der  Räume  ist,  bereits  durch 
die  Hinweisung  auf  die  Erzeugungsform  der  Geschwindigkeiten 
charakterisirt.  Ja  diese  Vorstellungsart  ist  weit  eingehender,  als 
diejenige,  welche  die  thatsächlich  durchlaufenen  Räume  zum  sofortigen 
Ausgangspunkt  macht.  Auch  ist  sie  wissenschaftlicher,  indem  sie 
das  Einfache  bemerken  lässt,  aus  welchem  die  zusammengesetzte 
Erscheinung  erst  ein  weiteres  Ergebniss  ist. 

26.  Mit  Recht  hat  auch  Lagrange  das  Genie  Galilei’s  weniger 
in  glücklichen  Beobachtungen  als  in  der  Kraft  der  Zergliederung 
und  Entwirrung  der  sich  unserm  Geist  in  sehr  verwickelter  Gestalt 
darstellenden  Naturthatsachen  gesucht.  Eine  in  dieser  Beziehung 
von  den  Schriftstellern  bereits  mehrfach  angeführte  Stelle  der 
Analytischen  Mechanik^)  mag  auch  hier  noch  einmal  einen  Platz 
finden,  da  falsche  Ideen  über  das  AVesen  echter  Induction  am 
besten  durch  die  richtige  Würdigung  classischer  Beispiele  wider- 
legt werden.  Ein  solches  würde  aber  Galilei  nicht  sein,  wenn  bei 
diesem  Forscher  jene  Kraft  des  sichtenden  Gedankens  gemangelt 
hätte,  ohne  welche  sich  die  trägen  Thatsachen  schwerlich  von 
selbst  zu  wirklich  bedeutenden  Erweiterungen  des  AVissens  umge- 


U Ang(;.  von  1811,  Bd.  I,  zweite  Abth.,  Soct.  I.  Eingang. 
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stalten.  Lagrange  stellt  den  astronomischen  Entdeckungen  die 
dynamischen  Theorien  gegenüber,  indem  er  sagt:  „Die  Entdeckungen 
der  Jupiterslrab  inten,  der  Veuusphasen,  der  Somienflecken  u.  s.  w. 
erforderten  nur  Teleskope  und  Fleiss;  aber  es  bedurfte  eines 
ausserordentlicbfü  (ieistos,  um  die  Gesetze  der  Natur  in  Er- 
scheinungen zu  entwirren,  die  man  stets  vor  Augen  gehabt  hatte, 
deren  Eiklärung  aber  nichtsdestoweniger  den  Nachforschungen  der 
Philosophen  immer  entgangen  war.“ 

Die  iuductive  Speculation  ist  mithin  das  Auszeichnende  in 
der  Verfahruugsart  Galilei’s  gewesen.  Sie  bestand  in  dem  mathe- 
matisch richtigen  Denken  in  solchen  Formen,  die  natürlich  sind 
und  aus  diesem  Grunde  auch  von  vornhereiu  die  Bürgschaft  in 
sich  tragen,  dass  ihnen  in  der  Natur  Etwas  entsprechen  müsse. 
Indessen  würde  die  fragliche  Methode  noch  sehr  unvollkommen 
gekennzeichnet  bleiben,  wenn  man  nicht  den  wichtigsten  Bestand- 
theil  derselben  noch  besonders  hervorhöbe.  Die  Fallgesetze  wären 
auch  nicht  einmal  annähernd  festgestellt  worden,  wenn  nicht  von 
vornherein  der  Gedanke  maassgebend  geworden  wäre,  fernerhin 
alle  Vorstellungen  in  Rücksicht  auf  die  Verhältnisse  der  in  ihnen 
vorkommenden  Grössen  näher  zu  bestimmen  und  sich  nicht  mit 
unbestimmten  gleichsam  schweifenden  Ideen  zu  begnügen.  Ja 
selbst  die  blos  hypothetische  Einführung  von  Quantitäten  hätte  keine 
wahrhafte  Anknüpfung  an  die  Natur  zu  ergeben  vermocht  und  würde 
im  Kreise  des  blossen  Denkens  verblieben  sein.  Erst  die  bestimmte 
Messung  der  Grössenverhältnisse  in  den  Erscheinungen  konnte  aus 
dem  Cirkel  blosser  Speculation  hinausführen  und  die  Brücke  zu  deu 
Wirklichkeiten  der  Natur  schlagen,  lieber  formale  Verhältnisse 
der  Grössen,  z.  B.  über  beschleunigtes  Zunehmen  oder  die  zu- 
sammengesetzte Proportionalität  in  den  Fallräumen  hätte  man  ohne 
Entscheidung  speculiren  und  streiten  können,  falls  auf  die  Ver- 
bindung des  Gedankens  mit  der  Wirklichkeit  durch  die  Ermittlung 
der  Beschleunigung  oder  des  Falbaums  der  ersten  Secunde  kein 
Werth  gelegt  worden  wäre.  Sogar  das  Experiment,  welches  etwa 
blos  die  Verhältnisse  bestätigt,  nicht  aber  die  absoluten  Grössen 
erwiesen  hätte,  würde  in  einem  gewissen  Sinne  noch  eine  Unvoll- 
kommenheit gewesen  sein.  Erst  die  Aufnahme  des  rein  Zufälligen 
oder  vielmehr  Thatsächlichen  in  den  Gedanken  und  in  die  Rech- 
nung konnte  die  ganze  Tragweite  der  Speculation  entwickeln,  und 
diese  Seite  der  Methode,  welche  auf  der  Erheblichkeit  der  abso- 
luten, in  der  Natur  vorkommenden  Grössen  beruht,  war  allein  im 
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Stande,  eine  Dynamik  der  Natur  hervorzubringen  und  in  die 
wirklichen  Hergänge  einzudringou. 

Alle  absoluten  Grössenbestimmungeu,  die  sich  auf  die  ein- 
fachsten Elemente  der  Erscheinungen  beziehen,  sind  auch  eine 
Art  von  Principien;  denn  sie  können  durch  nichts  Anderes  ersetzt 
und  aus  nichts  Anderem  erschlossen  oder  gewonnen  werden.  Sie 
sind  so  gut  principielle  Thatsacheu,  wie  die  Nothwendigkeiten  des 
Denkens,  und  wenn  man  sie  nicht  gleich  den  Axiomen  ausgeworfen 
oder  sonst  im  System  nach  Yerhältniss  ihrer  Bedeutung  gehörig 
ausgezeichnet  hat,  so  rührt  dies  von  der  einseitig  formalen  Tra- 
dition her,  die  ihre  Vorstellungen  über  die  Beschaffenheit  und  die 
nothweudigeu  Elemente  eines  schlüssigen  Systems  dem  Vorbild  der 
reinen  Mathematik  entlehnte  oder,  was  noch  schliimner  war,  die 
gewöhnliche  logische  Form  der  vorherrschend  blos  speculativ  be- 
handelten andern  Discipliuen  zur  Kichtschnur  nahm.  Nun  kann 
aber  eine  Wissousgmppe,  die  Erfahrungselemente  einschliesst,  in 
Kücksicht  auf  die  letztere  nur  daun  eine  strenge  Form  gewinnen, 
wenn  sie  die  Natur  des  Empirischen  in  ihrer  Reinheit  unangetastet 
lässt  und  diisselbe  auch  in  der  logischen  Verfassung  des  Wissens- 
stoffes gehörig  würdigt.  Eine  solche  Würdigung  bleibt  aber  un- 
möglich, solange  die  absoluten  Grössenbestinuuungen  nicht  einen 
ähnliclien  Rang,  wie  die  Axiome,  zu  behaupten  vermögen. 

Galilei  war  sich  übrigens  selbst  sehr  deutlich  des  Unter- 
schiedes bewusst,  durch  welchen  er  sich  seinen  Vorgängern  gegen- 
über auszeichnete.  Im  Eingang  zum  dritten  Tag  der  Discorsi 
spricht  er  sich  über  die  früheren  Arbeiten  und  Bücher  im  All- 
gemeinen und  zwar  dahin  aus,  dass  in  ihnen  w'euig  beobachtet 
oder  bewiesen  sei.  „Einiges  von  geringerer  Bedeutung  wird  an- 
gemerkt, wie  z.  B.,  dass  die  natürliche  Bewegung  der  herab- 
falleuden  schweren  Körper  fortwährend  beschleunigt  werde.  Nach 
welchem  Verhältniss  aber  die  Beschleunigung  geschehe,  ist  bis 
jetzt  nicht  kundgegeben  worden;  denn  Niemand  hat,  soviel  ich 
weiss,  bewiesen,  dass  die  von  dem  Beweglichen  aus  der  Ruhe- 
lage in  gleichen  Zeiten  durchlaufenen  Räume  dasjenige  Verhältniss 
unter  sich  einhalteu,  welches  die  von  der  Einlieit  an  aufeinander- 
folgenden ungraden  Zahlen  haben.  Auch  hat  mau  wohl  beobachtet, 
dass  die  Geschosse  oder  geworfenen  Körper  irgend  eine  krmume 
Linie  beschreiben,  dass  dieselbe  jedoch  eine  Parabel  sei,  hat 
Niemand  kundgethau.  Die  Richtigkeit  dieser  Sätze  und  vieles 
andere  Wissenswerthe  wird  von  mii'  bewiesen  werden,  und  es 
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wird,  was,  wie  ich  glaube,  höher  anzuschlagen  ist,  der  Zugang 
zu  einer  höchst  umfa.sseadeii  und  vorzüglichen  Wissenschaft  er- 
schlossen werden,  für  welche  diese  unsere  Arbeiten  die  Elemente 
bilden  müssen,  und  iu  welcher  tiefer  dringende  Geister  das  Ver- 
borgenere und  Entlegenere  bemeistern  werden.“ 

27.  Wohl  nur  höchst  selten  mag  es  einem  bahnbrechenden 
Forscher  gelungen  sein,  in  so  wenigen  und  einfachen  Worten  die 
Vergangenheit,  Gegenwart  und  Zukunft  seines  Gegenstandes  gleich 
treffend  zusammenzufassen.  Die  Aufmerksamkeit  auf  die  mathe- 
matische Form,  die  Grössenverhältuisse  und  die  absoluten  Grössen 
w'ar  das  neue  Frincip,  welches  iu  der  Anwendung  auf  die  Eigen- 
schaften des  freien  Falles  und  der  W'urfbewegung  die  Elemente 
einer  neuen  Wissensgattung  ergab,  die  später  unter  den  Händen 
Newtons  zu  einer  Erklärung  des  Weltmechanismus  oder  wenig- 
stens einer  wesentlichen  Seite  desselben  wurde.  Hier  ist  also 
genau  angegeben,  was  früher  mangelte,  und  es  ist  ebenso  richtig 
vorauszusetzen,  dass  die  neuen  Grundlagen  eine  ausserordentliche 
Tragweite  haben  würden. 

Dem  Wesen  der  Sache  muss  auch  die  innere  Entstehungsart 
derselben  in  dem  ersten  Schöpfer  ihrer  Elemente  entsprechen. 
Der  Antheil  der  Naturphilosophie  im  echten  Sinne  dieses  Worts 
und  ihrer  in  der  That  speculativen  Voraussetzungen  darf  daher 
bei  einem  Galilei  nicht  nur  nicht  geleugnet,  sondern  muss  auch 
noch  besonders  hervorgehoben  werden,  um  den  weiten  Abstand 
bemerklich  zu  machen,  der  zwischen  den  Verfahrungsarten,  auf 
welche  sich  die  rationelle  Mechanik  und  die  Erforschung  des 
Weltinechanismus  gegrändet  hat,  und  denjenigen  Manipulationen 
besteht,  die  von  einem  Bacon  empfohlen  worden  sind.  Wir  werden 
in  einem  besondem  Capitel  die  Einflüsse  der  Philosophie  und  hie- 
rait  auch  zugleich  die  besondere  Gestaltung  des  eben  erwähnten 
hochwichtigen  Unterschiedes  behandeln.  Hier  sei  nur  noch  darauf 
hingewiesen,  da.ss  Galilei  in  seiner  Hauptentdeckung  weit  mehr 
auf  der  Tragweite  der  Speculation  fusste,  als  Newton  in  der 
seinigen.  Die  Fallgesetze  wurden  erst  rationell  vollständig  sche- 
matisirt  und  dann  erst  empirisch  festgcstellt.  Dagegen  bildeten 
bei  Newton  die  Keplerschen  Gesetze  die  Grundlage,  und  es  war 
nicht  viel  mehr  als  eine  blosse  Zergliederung  ihres  Inhalts  noth- 
wendig,  um  eine  Vorstellung  von  den  elementaren  Verhältnissen 
der  kosmischen  Bewegungskräfte,  namentlich  von  der  umgekehrt 
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quadratischen  Wirkung  und  schliesslich  auch  von  der  Allgemeinheit 
der  Gravitation  zu  gewinnen. 

Wenn  aber  auch  im  Geiste  Galileis  die  Entwicklung  aus 
den  einfachsten  Anschauungen  und  Principien  vorherrschte,  so 
soll  hiemit  nicht  gesagt  sein,  dass  diese  Principien  bei  ihm  auch 
stets  sofort  als  solche  abgesondert,  formulirt  und  in  der  Weise 
der  späteren  Zeiten  nach  allen  Richtungen  gehandhabt  wurden. 
Eines  der  lehrreichsten  Beispiele  für  diesen  Sachverhalt  ist  das 
unentbehrliche  Princip  der  Kräftezusammensetzung.  Galilei  wendet 
gewisse  sehr  erhebliche  Seiten  dieses  Princips  bei  vielen  Gelegen- 
heiten, namentlich  aber  bei  dem  Nachweise  an,  dass  die  aus  der 
Wirkuug  der  Schwerkraft  und  einer  horizontalen  Geschwindigkeit 
entstehende  Bahn  eine  Parabel  sei.  Dieser  Beweis  ist  eine  reine 
Sache  der  mathematischen  Consequeuz,  sobald  die  Zusammen- 
setzung der  Kräfte  principiell  festgestellt  ist. 

Man  erinnere  sich  (Nr.  20  — 22)  der  principiellen  Rolle, 
welche  der  Begriff  des  Moments  als  Synonym  der  Kraft  in  Galileis 
Anschauungsweise  spielt,  und  man  wird  nicht  überrascht  sein,  auf 
einen  Satz  über  die  Zusammensetzung  der  Momente  oder  Antriebe 
zu  treffen.  Im  vierten  Tag  der  Discorsi,  d.  h.  in  der  Abhandlung 
der  parabolischen  Wnrfbewegung,  wird  das  Princip  der  Kräfte- 
zusammensetzung an  zwei  Stellen  für  den  Fall  entwickelt,  dass 
die  Richtungen  der  Kräfte  auf  einander  rechtwinklig  stehen.  In 
der  einen  Stelle*)  wird  gesagt,  dass  die  Momente  (oder  Impetus) 
von  zwei  gleichförmigen  Bewegungen,  von  denen  die  eine  hori- 
zontal, die  andere  vertical  ist,  ein  Moment  ergeben,  welches  ihnen 
beiden  in  der  Potenz  (d.  h.  im  Quadrat)  gleich  sei.  Der  Beweis 
wird  so  geführt,  dass  die  Zusammensetzung  der  Bewegungen  in 
der  Diagonale  des  Rechtecks,  welches  die  Grössen  der  Seiten- 
momente, d.  h.  die  ihnen  entsprechenden  Geschwindigkeiten  bilden, 
vorausgesetzt  und  nun  aus  der  Grösse  der  Diagonale  auf  das  in 
ihr  bethätigte  Gesammtmoment  zurückgeschlossen  wird.  Es  ist 
also  nicht  die  Zusammensetzung  rein  plioronomischer  Bewegungen 
oder  vielmehr  blosser  Bewegungserscheinungeu,  was  in  dem  frag- 
lichen Princip  die  Hauptsache  bildet:  sondern  es  handelt  sich  um 
die  Bestimmung  der  Zusammensetzung  von  eigentlichen  Kräfte- 
grössen, d.  h.  der  Grössen  derjenigen  Ursaclien,  welche  als  Momente 
oder  Impetus  dem  Durchlaufen  der  Räume  zu  Grunde  liegen  und 


*)  Discorsi  ctc.  Bd.  XIII  dor  angef.  Ansg.  S.  234. 
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diesen  blossen  Phänomenen  stets  gleichsam  vorangehen.  Da  wir 
noch  mehrfach  die  verschiedenen  Phasen  zu  berühren  haben 
werden,  in  denen  das  Princip  der  Zusammensetzung  oder  Zer- 
legung der  Kräfte  im  Entwicklungsgänge  der  Mechanik  erscheint, 
so  ist  es  zweckmässig,  gleich  von  vornherein  in  aller  Strenge  den 
grossen  Unterschied  zu  beachten,  der  zwischen  den  Vorstellungen 
über  die  Zusammensetzung  blosser  Bewegungserscheinungen  und 
denjenigen  über  die  unmittelbare  Kräftezusammensetzung  besteht. 
Die  Ideen  der  ersteren  Art  gehören  der  reinen  Mathematik  au 
und  erfordern  nur  die  rein  intellectuale  Combination  von  zwei 
Bewegungsvorstellungen.  Sie  sind  ganz  und  gar  phoronomisch, 
oder,  wie  man  auch  wohl  sagt,  kinematisch,  so  dass  Begriffe  von 
materiellen  Kräften,  ja  von  realen  Ursachen  überhaupt  gar  nicht 
hineinspielen.  Aus  diesem  Grunde  ist  es  jeder  Zeit  leicht  gewesen, 
das  Zusammensetzungsprincip  blosser  Bewegungserscheinungen  klar 
zu  machen,  und  ein  gewisses  Maass  von  Vorstellungen  über  der- 
artige Zusammensetzungen  hat  sogar  in  der  höheren  Geometrie 
der  Alten  und  namentlich  bei  Archimedes  eine  Bolle  gespielt. 

Der  für  die  Mechanik  wichtige  Schritt  besteht  aber  grade 
in  der  Feststellung  des  Princips  für  die  unmittelbaren  Kräfte 
selbst  und  zwar  dergestalt,  dass  hiedurch  auch  die  Zusammen- 
setzung in  den  Gleichgewichtsverhältnissen  miteingeschlossen  wird. 
In  der  statischen  Anwendung  des  Zusammeusetzungsprincips  zeigt 
sich  recht  deutlich,  dass  die  Zusammensetzung  der  Bewegungen 
ein  blosses  Hülfsmittel  und  blosses  Erkenntnissprincip  der  eigent- 
lichen Kräftezusammensetzung,  für  sich  selbst  aber  und  nach  dem 
Rangverhältniss  der  Bealitäten  nur  die  secundäre  Erscheinung  eines 
allgemeineren  Grundsatzes  ist. 

28.  An  der  zweiten  Stelle^)  finden  wir  eine  mehr  populäre 
Erläuterung  des  Inhalts  der  ersten,  indem  aus  den  horizontalen 
und  verticalen  Seitenmomenten  3 und  4 der  resultirende  Impetus  5 
nach  Maassgabe  des  Pythagoreischen  Satzes  entwickelt  wird.  Es 
ist  jedoch  in  Bücksicht  auf  die  ganze  Darstellung  zu  bemerken, 
dass  Galilei  begreiflicherweise  nirgend  ohne  die  ganz  aUgemeiu 
gefasste,  d.  h.  noch  nicht  näher  durch  die  Beachtung  der  Bichtungs- 
verschiedenheiten  bestimmte  Idee  der  Kräftezusammensetzung  zu 
operiren  vermag.  Auch  die  Vereinigung  der  Theilelemente  der- 
selben Kraft  nach  derselben  Bichtung  ist  bereits  eine  eigentliche 


‘)  Ibid.  S.  243. 
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Kräftezusammensetzung,  und  nur  die  moderne  Gewohnheit,  die 
uns  stets  au  das  sogenannte  Parallelogramm  der  Kräfte  ohne 
Weiteres  als  au  ein  fundamentales  Princip  oder  wohl  gar  als  an 
ein  Axiom  denken  lässt,  veranlasst  vielfach  die  Vernachlässigung 
der  ganz  primitiven  Vorstellungen  über  Addition  oder  Subtraction  von 
Kräften  in  derselben  Richtung.  Dennoch  sind  es  grade  diese  ein- 
fachsten Vorstellungen,  durchweiche  überhaupt  erst  ein  klarer  Begriff 
von  der  Grösse  einer  Kraft  möglich  wird.  Eine  Kraft  als  Grösse 
denken,  heisst  bereits,  sie  als  eine  Zusammensetzung  von  Theil- 
kräften  vorstellen.  Es  ist  daher  sehr  natürlich,  dass  Galilei,  der 
überall  das  Bewusstsein  der  letzten  Principien  steigerte  und  in 
der  eminentesten  AV^eise  exact  zu  gestalten  verstand,  auch  an- 
gemessene Grundvorstellungen  über  die  aUereinfachste  Zusammen- 
setzungsart der  Kräfte  hegte.  Nur  mit  Hülfe  dieser  Grund- 
vorstelluugen  konnte  er  das  Gesetz  der  Fallräume  ableiten,  und 
sogar  schon  seine  primitive  Idee  von  der  Erzeugung  der  Ge- 
schwindigkeiteu  (vgl.  Nr.  22—23)  schloss  eine  Art  der  Zusammen- 
setzung von  Elementarkräften  ein,  zumal  die  Geschwindigkeit  ihm 
ja  stets  als  unmittelbares  Maass  des  Moments  galt. 

Nichtsdestoweniger  ist  es  grade  die  Kräftezusammensetzung 
selbst,  in  welcher  sich  die  Grenzen  der  Galileischen  Vorstelluugs- 
art  recht  entschieden  bemerken  lassen.  Sowohl  in  der  Statik  als 
in  dem  neugeschaffenen  Gebiet  der  Dynamik  ist  die  Vorstellung 
von  der  reducirten  oder  relativen  Wirkung  einer  Kraft  in  Bezug 
auf  eine  andere,  nicht  ihr  selbst  in  ihrer  freien  Bethätigung  au- 
gehörige Richtung  am  wenigsten  sicher  ausgebildet.  Gegenwärtig 
ist  dieser  Fall  sehr  leicht  auf  eine  einfache  Zerlegung  der  Kraft 
zurückzufülu'en,  so  dass  für  die  in  Frage  kommende,  fest  vor- 
geschriebene Wirkungsrichtung  nur  die  Projection  der  Kraft  auf 
diese  Richtung  in  Anschlag  kommt.  Nun  operirto  freilicli  auch 
Galilei  thatsäclilich  riclitig,  wenn  es  sich  um  derartige,  theils 
statische,  theils  dynamische  relative  Kraftbethätigungen  handelte. 
Indessen  war  ihm  dieser  Gesichtspunkt  der  unmittelbaren  ein- 
fachen Reducirung,  namentlich  in  den  dynamischen  Anwendungen 
auf  die  Acceleratioueu  keineswegs  geläufig,  wie  man  besonders 
daran  sehen  kann,  dass  er  ihn  in  einer  Hauptfrage,  die  er  erst 
nach  der  Herausgabe  der  Discorsi  zu  erledigen  vermochte,  nur 
nach  vielen  vergeblichen  Nachforschungen  venverthen  lernte.  Diese 
Frage  betraf  den  Beweis  des  als  unbewiesenes  Princip  gebrauchten 
Satzes,  dass  die  auf  der  schiefen  Ebene  und  in  der  Verticale  bis 
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zum  Horizont  oder  überhaupt  bis  zum  gleichen  Niveau  gefallenen 
Körper  auch  jeder  nach  seiner  Kichtung  dieselbe  Geschwindigkeit 
erlangt  haben  werden.  Dieser  Satz  war  von  grosser  Erheblichkeit 
für  die  Vergleichung  des  freien  Falles  mit  demjenigen  auf  der 
schiefen  Ebene,  sowie  für  die  Vergleichungen  dos  Fallens  auf  ver- 
schieden geneigten  Ebenen.  Er  eignete  sich  wenig,  als  unbewiesenes 
Princip  zu  dienen,  imd  nur  der  Mangel  eines  Beweises  und  die 
grossen  Schwierigkeiten,  welche  sich  der  Auffindung  der  einfachen 
Gründe  seiner  Wahrheit  so  sehr  eutgegeustellten,  haben  ihm  diese 
eigenthümliche  Holle  zugetheilt.  Uebrigens  ist  ein  derartiger  Ge- 
brauch eigentlicher  Sätze  in  der  Form  unbewiesener  Principien  in 
der  Entwicklungsgeschichte  der  Mechanik  keine  Seltenheit;  einer 
der  berühmtesten  Fälle  dieser  Gattung  wird  uns  in  Huygheus 
Auflösung  des  Problems  vom  Oscillationscentrum  begegnen. 

29.  Die  Behandlung  der  eben  erwähnten  Schwierigkeit  ist 
für  die  Handhabung  der  Principien  bei  Galilei  von  so  grosser 
Wichtigkeit  und  wirft  ein  so  entschiedenes  Licht  auf  sein  dyna- 
misches und  statisches  Denken,  dass  wir  diesen  Fall  genauer 
darstellen  und  erörtern  müssen. 

Der  betreffende  Satz  lautet  bei  Galilei  wörtlich'):  „Die 

Geschwindigkeitsgrade  eines  Bewegten,  welches  mit  natürlicher 
Bewegung  auf  beliebig  geneigten  Ebenen  herabstoigt,  sind  beim 
Anlangen  auf  der  Horizontalen  immer  gleich,  wenn  die  Hinder- 
nisse entfernt  werden.“  Jedoch  wurde  er  bereits  zusammen  mit 
der  Definition  der  gleichförmig  beschleunigten  Bewegung  als 
Postulat*)  hingestellt,  während  sich  der  Beweis  desselben  an  der 
erst  erwähnten,  in  der  Leydener  Ausgabe  von  1638  noch  nicht 
vorhandenen,  später  eingeschobenen  Stelle*)  vorfindet.  Dort  wird 
nun,  indem  AB  die  schiefe  Ebene,  AG  die  Vcrticale  d.  h.  auch 
zugleich  die  Höhe  derselben  über  dem  Horizont  bezeichnet, 
folgender  Gang  eingeschlagen.  Der  Ausgangspunkt  des  ganzen 
Beweises  ist  die  Vorstellung,  dass  der  Impetus  in  der  Verti- 
calen  zu  demjenigen  auf  der  schiefen  Ebene  sich  verhalte,  wie  die 
Länge  der  letzteren  zu  deren  Höhe.  Aus  diesem  Grunde  wird  zur 
Ermittlung  desselben  nach  Kichtung  der  schiefen  Ebene  auf  der 
letzteren  ein  Stück  AD  'so  abgetragen,  dass  es  die  dritte  Pro- 


>)  Ibid.  3.  Tag  S.  177. 
^ Ibid.  S.  163. 
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portionale  zu  der  L&nge  und  der  Höhe  bildet.  Ein  solcher  Ab- 
schnitt ergiebt  sich  natürlich  durch  Fällung  eines  Loths  von  dem 
Fusspuiikt  der  Verticalen  aiif  die  schiefe  Ebene,  was  jedoch  hier 
nur  nebensächlich  von  uns  zur  Erläuterung  hinzugefügt  wird.  Da 
„die  Momente  sich  wie  die  Räume  verhalten“,  so  repräsentirt  AD 
das  Stück,  welches  in  derselben  Zeit  auf  der  schiefen  Ebene  durch- 
laufen wird,  in  welcher  die  ganze  Verticale  AC  im  freien  Fall 
durchmessen  wird. 

HalU'u  wir  hier  einen  .\ugenblick  ein.  Die  Momente  der 
Schwere  eines  von  A längs  AB  und  eines  eben  solchen  längs 
AC  fallenden  Körpers  verhalten  sich  wie  AC  zu  AB,  weil  die 
Schwerkraft  deren  freie  Richtung  in  AC  fällt,  auf  der  schiefen 
Ebene  AB  nur  zum  Theil  zur  Geltung  gelangt,  nämlich  insofern 
sie  auch  als  längs  AB  wirksam  gedacht  werden  kann.  Sie  kann 
aber  in  der  Richtung  AB  nur  mit  demjenigen  Theil  wirksam 
sein,  der  ilire  Projection  auf  dieser  festen  Richtung  vorstellt. 
Dem  Durchlaufen  von  AC  entspricht  daher  in  derselben  Zeit  die 
Zurücklegung  der  Strecke  AD.  Nach  einer  uns  heut  geläufigeren, 
aber  weniger  natürlichen  und  weniger  einfachen  Vorstellungsweise, 
kann  auf  der  schiefen  Ebene  AB  nur  diejenige  Kraft  längs  der- 
selben zur  Bewegung  dienen,  welche  sich  als  Componente  ergiebt, 
wenn  man  die  freie  Schwerkraft  in  einen  auf  die  schiefe  Ebene 
normal  wirkenden  Druck  und  einen  freien,  dynamisch  wirkenden 
Bestandtheil  zerlegt.  Wir  wollen  hier  diese  verschiedenen  Vor- 
stellungsarten noch  nicht  weiter  prüfen,  sondern  erinnern  nur  an 
dieselben,  um  den  Stützpunkt  des  Galileischen  Beweises  recht 
deutlich  hervortreten  zu  lassen.  Offenbar  war  für  Galilei  die 
Vorstellung  von  dem  Verhältniss  der  Momente,  welche  die  Schwer- 
kraft in  den  beiden  Richtungen  ausübt,  aiiomatischer  Natur,  und 
er  ersetzte  daher  in  dem  hier  fraglichen  Beweise  ein  complicirteres 
Priiicip  durch  ein  einfacheres.  Dennoch  hat  diese  Vorstellung  von 
dem  Verhältniss  der  Jlomeute  auf  der  schiefen  Ebene  und  in  der 
freien  Richtung,  so  geläufig  sie  auch  der  statischen  Betrachtungs- 
art schon  damals  war,  für  die  dynamische  Anwendung  etwas 
Unbefriedigendes.  Man  verlangt  unwillkürlich  nach  noch  grösserer 
Deutlichkeit  und  näherer  Begründung,  und  diese  Forderung  muss 
sieh  noch  steigern,  wenn  man  bei  genauerem  Zusehen  bemerkt, 
- auch  für  das  rein  statische  Verhältniss  die  Reducirung  der 
•ach  einer  gegebenen  Richtung  die  Rolle  eines  blossen 
s gespielt  habe.  Hievon  jedoch  später  bei  der  Behandlung 
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der  statischen  Ideen  Galileis.  Folgen  wir  nunmehr,  nach  Be- 
leuchtung des  Ausgangspunkts,  dem  ferneren  Gange  des  Beweises. 

Die  Geschwindigkeiten  in  C uud  D verhalten  sich  ebenfalls 
wie  die  ursprünglichen  Momente;  denn  diese  Momente  haben  sich 
nach  beiden  Linien  während  derselben  Zeit  und  zwar  der  Zeit 
proportional  summirt.  Die  Momente  sind  ja  wesentlich  die  Ele- 
mentargeschwindigkeiten, und  die  Geschwindigkeiten  erzeugen  sich 
wie  die  Zeit.  Da  mau  nun  das  Verhältniss  der  Geschwindigkeit 
in  D zu  derjenigen  im  Fusspunkte  der  Verticalen  C kennt,  so  ist 
nur  noch  ein  gleiches  Verhältniss  zwischen  B und  D nachzuweisen. 
Die  Geschwindigkeiten  in  B und  D müssen  sich  aber  wie  die 
Zeiten  verhalten,  während  deren  sie  erzeugt  worden  sind.  Diese 
Zeiten  sind  aber  wiederum  diejenigen,  in  denen  die  Käume  AB 
und  AD  durchlaufen  werden.  Jene  Proportionalität  der  Ge- 
schwindigkeiten und  der  Zeiten  folgt  aus  der  Definition  der 
gleichförmig  beschleunigten  Bewegung.  Aus  der  weiteten  Theorie 
dieser  Bewegung  steht  aber  bei  Galilei  schon  fest,  dass  jene 
Zeiten,  deren  Verhältniss  gesucht  werden  soll,  sich  wie  die 
Quadratwurzeln  der  durchmessenen  Räume  AB  und  AD  verhalten. 
Es  wird  daher  nur  die  mittlere  Proportionale  zwischen  AB  und 
AD  zu  nehmen  sein.  Sie  ist  nach  der  Construction  durch  die 
Linie  AC  bereits  repräseutirt,  und  das  Verhältniss  von  AB  zu 
dieser  mittleren  Proportionale  AC  wird  das  gesuchte  der  Zeiten 
und  mithin  der  Geschwindigkeiten  in  B und  D sein.  Die  Ge- 
schwindigkeiten in  C und  B haben  sich  also  als  in  gleichem 
Verhältniss  zu  der  Geschwindigkeit  in  D stehend  erwiesen  und 
sind  mithin  selbst  gleich. 

Dieser  Beweis  hat  für  die  neuere  Anschauungsweise  manches 
Ungewohnte,  weil  er  noch  mehrfach  den  Umweg  geometrischer 
Schlüsse  einschlägt,  wo  wir  die  Verhältnisse  unmittelbar  analytisch 
bestimmen  und  uns  nicht  erst  durch  dritte  imd  mittlere  Propor- 
tionalen zu  helfen  brauchen.  Indessen  ist  grade  die  rein 
mechanische  Schlussweise  in  diesem  Beweis  ein  schönes  Beispiel 
für  die  Einfachheit  und  Präcision  der  principielleu  Gniiidvor- 
stellungen  Galilei’s.  Die  Momente  oder  Impetus,  die  Geschwindig- 
keiten und  deren  Erzeugung  nach  Verhältniss  der  Zeit,  die 
Proportionen  der  Zeiten,  — dies  Alles  tritt  deutlich  hervor,  so 
dass  man  einen  Einblick  in  die  Handhabung  der  Begriffe  gewinnt. 
Nur  ein  einziger  Punkt  verbleibt  in  einem  gewissen  Maass  von 
Schatten;  dies  ist,  wie  schon  erwähnt,  die  dynamische  Annahme, 
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dass  die  Verhältnisse  der  Momente  bei  dem  Anfang  der  Bewegung 
und  mithin  auch  in  jedem  ferneren  Punkte  derselben,  insofern 
sie  in  diesem  letzteren  als  neue  elementare  Antriebe  der  Schwer- 
kraft gedacht  werden,  im  Verhältniss  der  Länge  zur  Höhe  der 
schiefen  Ebene  stehen.  Wären  diese  Momente  rein  im  Siime  der 
Statik  verstanden,  so  würde  dieser  Ausgangspunkt  bereits  etwas 
begriiudeter  sein.  So  aber,  wie  sie  in  dem  erwähnten  Beweis 
Vorkommen,  schliessen  sie  zugleich  die  dynamische  Idee  ein,  dass 
der  Gesammtwirkung  der  freien  Schwerkraft  in  der  Fallbeweguug 
AC  für  dieselbe  Zeit  ein  schiefer  Fallraum  AI)  entspreche;  denn 
die  Käume  hiess  es,  verhielten  sich  wie  die  Momente. 

Nun  hat  diese  Anwendung  der  Vorstellung  von  dem  Ver- 
hältniss der  Momente  allerdings  kein  Bedenken  mehr,  sobald  die 
statische  Gruudvorstellung  gesichert  und  die  Uebertragung  dieser 
Vorstellung  in  das  Gebiet  der  Bewegung  völlig  gerechtfertigt  ist. 
Es  handelt  sich  also  um  die  Aufsuchung  der  Grundlage  der 
statischen  Vorstellung  von  der  Kiehtungsreduction  der  Kräfte  und 
dann  um  die  Methode,  durch  welche  die  statischen  Wahrheiten  in 
der  Dynamik  anwendbar  werden.  Wir  haben  daher,  ehe  wir  der 
Galileischen  Dynamik  weiter  folgen,  einen  Punkt  aus  der  Statik 
zur  Erörterung  zu  bringen. 

30.  In  der  Statik  Galilei's  spielt  das  Gesetz  der  schiefen 
Theilwirkung  einer  Kraft,  welche  in  ihrer  nrsprünglichen,  eignen 
und  freien  Richtung  zu  wirken  verhindert  ist,  thatsächlich  die 
Rolle  eines  Axioms.  Mau  kann  sich  hievon  durch  die  Betrachtung 
der  Erläuterung  überzeugen,  die')  dem  Princip  hinzugefügt  wird, 
dass  gleiche  Gewichte  den  Punkt  des  Gleichgewichts  in  der  Mitte 
ihrer  V'erbindungslinie  haben.  Es  wird  nämlich  zu  dieser  axio- 
matisehen  Annahme,  die  mit  derjenigen  des  Archimedes  überein- 
stimmt, in  der  Form  einer  nebensäcblichen  Bemerkung  der  hoch- 
wichtige Umstand  liinzugefügt,  dass  man  bei  der  Messung  der 
Abstände  der  Gewichte,  um  deren  Wirkung  zu  erhalten,  immer 
die  perpendiculäreu  Abstände  von  den  Richtungslinien  der  Schwer- 
kraft zu  nehmen  habe.  Hienach  wird  die  so  rcducirte  statische 
Wirkung  für  den  Fall  postulirt,  dass  die  gleichen  Hebelarme  einen 
Winkel  bilden,  oder  vielmehr  nur  für  den  Fall,  dass  der  eine  der 
Hebelarme  aus  der  Horizontalen  verschoben  gedacht  wird,  während 
der  andere  in  seiner  horizontalen  Lage  verbleibt.  Eben  diese 


')  Deila  scienza  meccanica,  Bd.  XI  S.  91 — 92  der  angef.  Ansg. 
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letztere  Vorstellung,  samuit  der  Idee  von  der  nach  Maassgabe  des 
perpcndiculären  Abstandes  reducirten  Kraftwirkiing,  dient  daun 
auch  später  zum  Beweis  des  statischen  Verhältnisses  an  der 
schiefen  Ebene.  Das  Fundament  dieses  Beweises,  durch  welchen 
die  schiefe  Ebene  auf  den  Hebel  znrückgeführt  werden  soll,  ist 
mithin  jenes  Postulat  von  der  Messung  der  Abstände  oder  mit 
andern  Worten  von  der  Bestimmung  jener  Theilwirkung,  die  von 
einer  Kraft  in  einem  Winkel  gegen  ihre  freie  Richtung  ausgeübt 
wird.  Man  untersuche  jeden  Bestandtheil  des  Beweises,  den  Galilei 
in  seiner  kleinen  Statik*)  von  dem  Gleichgewicht  an  der  schiefen 
Ebene  giebt,  und  man  wird  es  bestätigt  finden,  dass  hier,  wie 
überall  sonst  bei  derselben  Frage,  grade  die  Hauptsache  als 
blosses  Postulat  stillschweigend  zu  Grunde  liegt.  Es  würde  daher 
eine  Hlusion  sein,  einen  derartigen  Beweis  für  genügend  zu  halten. 

In  der  That  geht  Galilei  an  der  fraglichen  Stelle  von  der 
Betrachtung  eines  gleicharmigen  Hebels  aus.  Den  einen  Arm 
desselben  lässt  er  sich  aus  der  horizontalen  Lage  durch  Drehung 
in  verschieden  geneigte  Stelluugeu  senken,  während  der  andere 
Arm  seine  horizontale  Position  beibehält.  Die  Momente  am  ge- 
drehten Arm  ändern  sich  nun  nach  Maassgabe  des  perpendiculären 
Abstandes  von  derjenigen  Richtuugslinie  der  Schwerkraft,  welche 
durch  den  Unterstützungs-  und  Drehpunkt  des  Hebels  geht.  Natür- 
lich sind  ursprünglich  gleiche  Beschwerungen  vorausgesetzt.  Auf 
den  verschiedenen  Punkten  der  Kreisbahn  aber,  welche  von  dem 
Endpunkt  des  gleichsam  gedrehten  Hebelarms  beschrieben  wird, 
haben  die  angebrachten  Gewichte  nur  die  nach  Maassgabe  der 
Abstände  reducirten  Wirkungen.  Da  nun  die  geneigten  Positionen 
des  Hebelarms  nichts  weiter  leisten,  als  dass  sie  die  Richtung 
vorschreibeu,  in  welcher  die  Schwerkraft  jedesmal  wirksam  werden 
kann,  so  lassen  sie  sich  durch  die  als  fest  gedachte  Kreisbahn 
selbst  ersetzen,  und  mau  hat  es  nunmehr  einerseits  mit  der  freien 
verticalen  Wirkung  und  andererseits  mit  einer  schiefen  Wirkung 
auf  irgend  einem  Punkte  der  Kreisbahn  zu  thun.  Beide  Wirkungen 
würden  durch  Vermittlung  des  Hebels  einander  das  Gleichgewicht 
halten,  sobald  die  Bedingungen  nach  Maassgabe  des  perpendiculären 
Abstandes  erfüllt  wären,  d.  h.  sobald  das  schief  wirkende  Gewicht 
im  Verhältniss  seines  geringeren  Abstandes  grösser  genommen  wäre. 
Nun  ist  aber  die  Vermittlung  des  Hebels  gleichgültig,  wenn  man 


Deila  Bcienza  meccanica,  ibid.  8.  116 — 118. 


Digllized  by  Google 


48 


nur  Alles  bestehen  lässt,  was  er  leistet,  um  die  Richtnng  und 
gegenseitige  Einwirkung  der  Kräfte  vorzuschreiben.  Diese  Leistung 
bleibt  aber  in  äquivalenter  Weise  bestehen,  wenn  man  ganz  von 
dem  Hebel  absieht  und  sich  einen  Punkt  auf  der  festen  Kreis- 
bahn mit  jenem  Punkt  in  Verbindung  denkt,  der  unter  der 
ursprünglichen  Voraussetzung  den  Endpunkt  des  festen  Hebelarms 
bildete,  jetzt  aber  als  längs  einer  .verticalen  Ebene  in  der  Uichtung 
der  Schwerkraft  niedergezogen  gedacht  wird.  Die  Tangente  in 
irgend  einem  bestimmten  Punkte  der  festen  Kreisbahn  repräsentirt 
alsdann  die  schiefe  Ebene  und  zwar  ganz  exact,  insofern  bei  der 
Bestimmung  des  Gleichgewichts  nur  ein  einziger  Punkt  in  Frage 
kommt.  Die  schiefe  Ebene  bildet  nämlich  für  einen  solchen 
strengen  Punkt  das  genaue  Aequivalent  der  Wirkung  der  festen 
Kreisbahn.  Diese  Kreisbahn  schrieb  eben  nur  die  feste  Wirkungs- 
richtung für  den  jedesmal  in  Frage  kommenden  Punkt  vor.  Das 
Weitere  ist  nun  reine  Sache  der  Geometrie,  indem  sich  durch  ein 
Paar  Ueberlegungen  sofort  der  Satz  ergiebt,  dass  sich  die  Wirkung 
der  verticalen  Kraft  längs  der  schiefen  Ebene  im  Verhältniss  der 
Länge  zur  Höhe  reducirt. 

Dies  ist  der  Gang  des  Galileischen  Beweises,  und  man  kann 
nicht  verkennen,  dass  er  für  seinen  Gegenstand  zu  complicirt  sei. 
Die  feste  Kreisbahn  ist  offenbar  nicht  das  Einfache,  wovon  man 
erst  zur  schiefen  Ebene  überzugehen  hätte,  sondern  umgekehrt 
eignet  sich  die  schiefe  Ebene  weit  eher  zum  Ausgangspunkt  für 
die  Erörterung  des  Gleichgewichts  und  der  Bewegung  auf  krummen 
Oberflächen  oder  krummlinigen  Bahnen,  üebrigens  liesse  sich 
aber  im  Galileischen  Beweise  die  Einschaltung  der  festen  Kreisbahn 
ganz  wohl  entbehren  und  sofort  an  jedem  fraglichen  Punkt  eine 
schiefe  Ebene  einführen.  Ein  solches  Verfahren  würde  aber  den 
Hauptübelstand  doch  niemals  beseitigen  können.  Dieser  entscheidende 
Mangel  besteht  nicht  nur,  wie  schon  angodeutet,  darin,  dass  die 
Keduction  der  Wirkung  nach  einer  bestimmten  Richtung  ursprünglich 
postulirt  wurde,  sondern  noch  weit  mehr  in  dem  Umstände,  dass, 
streng  genommen,  das  ganze  Gesetz  des  Gleichgewichts  auf  der 
schiefen  Ebene  wesentlich  nichts  weiter  als  die  Regel  jener 
Wirkungsreduction  für  eine  vorgeschriebene  Richtung  enthält.  Der 
Satz  von  der  schiefen  Ebene  ist  seinem  erheblichen  Inhalt  nach 
nichts  als  jenes  Postulat  selbst,  und  der  Beweis  ist  mithin  eine 
reine  Täuschung,  insofern  er  wesentlich  nichts  mehr  producirt,  als 
die  hauptsächlichste  Voraussetzung,  auf  die  er  sich  stützt. 
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31.  Aus  den  vorangehenden  Artikeln  hat  sich  das  Verhältniss 
ergeben,  in  welchem  Galileis  Dynamik  zu  seiner  Statik  stand. 

Es  hat  sich  gezeigt,  dass  die  Theorie  der  llewegung  auf  der 
schiefen  Ebene  auf  die  Statik  zurückführte  und  in  dieser  He- 
ziehung  mit  Schwierigkeiten  zu  kämpfen  hatte.  Es  ist  ferner 
deutlich  geworden,  dass  der  erst  spät  und  auf  einem  Umwege  ge- 
hobene Mangel  des  vollständigen  Beweises  der  dynamischen  Theorie 
ein  ungelöstes  Gegenstück  in  der  Statik  hatte.  Auch  ist  hierait 
zugleich  sichtbar  geworden,  welchen  Antheil  die  exacte  Begründung 
der  statischen  Verhältnisse  für  diejenigen  Aufgaben  der  Dynamik 
in  Anspruch  nehmen  könne,  in  denen  es  sich  nicht  mehr  nm  völlig 
freie  Bewegungen  und  deren  freie  Combinationen  handelt.  Galileis 
grösste  Leistung  liegt  auf  dem  Felde  der  freien  Bewegungen,  und 
die  völlig  systematische  Combination  derselben  mit  den  iu  Gestalt 
beliebiger  fester  Schranken  vorgeschriebenen  Bedingungen  gehört 
erst  einer  späteren  Zeit  an.  Ja  diese  letztere  Aufgabe  ist  noch 
heute,  wenn  auch  materiell  gelöst,  so  doch  fonnell,  d.  h.  iu  Rück- 
sicht auf  das  Zutreflfende  der  Vorstellungsart  der  Kräftecombinationen, 
noch  nicht  vollständig  abgethan,  wie  wir  dies  in  der  Kritik  der  späteren 
Methoden  und  namentlich  in  derjenigen  der  seit  Varignon  gewöhn- 
lichen Auffassung  derKräftezusammeusetzung  nachweisen  werden.  An 
dieser  Stelle  haben  wir  jedoch,  nach  Erledigung  der  erörterten 
Berührungspunkte  mit  der  Statik,  jetzt  zur  Dynamik  und  zu  dem 
Zu.sammenhang  ihrer  Hauptergebnisse  und  Methoden  zuriickzukehren. 

Um  jedoch  für  die  späteren  Betrachtungen  gleich  hier  den 
Grund  zu  legen,  knüpfen  wir  an  die  bisher  erörterten  Berührungs- 
punkte der  Statik  und  Dynamik  noch  eine  allgemeine  Bemerkung, 
deren  Tragweite  bis  in  die  gegenwärtige  Verfassung  der  mechanischen 
Lehren  hineinreicht  und  geeignet  ist,  eine  freiere  Anschauung  von 
dem  gegenseitigen  Verhalten  der  Kräfte  herbeizuführen. 

Ueberall,  wo  der  Action  eine  Keaction  entspricht  oder,  mit  ^ 
andern  Worten,  wo  nicht  der  Begriff  einer  einzelnen  freien  Kraft, 
sondern  das  Zusammenwirken  von  mindestens  zwei  Kräften  in 
Frage  kommt,  die  in  ihrem  Sinne  nicht  vollständig  übereinstimmen 
und  sich  daher  nicht  einfach  addiren,  — da  wird  auch  neben  dem 
Bewegungsresultat  oder  neben  der  nach  aussen  verfügbaren,  gleich- 
sam freien  statischen  Combinationswirkung  noch  ein  anderer,  so 
zu  sagen  innerer  Vorgang  bestehen,  vermöge  dessen  sich  die  beiden 
Kräfte  zu  einem  Theil  ins  Gleichgewicht  setzen.  Auf  diese  Weise 
können  Kräfte  gar  nicht  in  gegenseitige  Beziehung  und  Wechsel- 
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Wirkling  treton,  ohne  sieh  mindestens  zu  gewissen  Theilen  in  das 
Verhältniss  des  Gleichgewichts  zu  setzen.  Abgesehen  von  zwei 
fuissersteu  Fällen,  die  in  der  stetigen  lieihe  der  verschiedenen  Be- 
ziehungen als  zwei  gleichsam  punktuell  vereinzelte  Gestaltungen 
dastehen,  wird  jedes  Zusammen  von  Kräften  in  seinem  Ergebniss 
aus  einem  Bewegungsresultat  und  aus  einem  statischen  Aufliebungs- 
resultat  gemischt  sein.  Dies  zeigt  bei  näherer  Betrachtung  auch 
die  fundamentale  Corabiuationsform  des  Kräfteparallelogranmis. 
Hier  sind  die  aus  den  Ecken  auf  die  Diagonale  gelallten  gleichen 
und  entgegengesetzten  Lothe  die  Uejiräseutanten  der  gegenseitig  an 
den  beiden  Seiteukräften  aufgehobenen  und,  im  strengen  Sinne  des 
Worts,  im  Gleichgewicht  befindlichen  Theilwirkungen.  liecht  deut- 
lich wird  diese  gegenseitige  Aufliebung  in  dem  vereinzelten  Fall, 
in  welchem  die  Kräfte  gleich  und  dem  Sinne  nach  völlig  entgegen- 
gesetzt sind,  oder  wenn  man  die  Abnahme  des  freien  Bewegnngs- 
effects  erwägt,  wie  sie  für  gleiche  Kräfte  hei  der  Annährung  ihres 
Winkels  au  zwei  Rechte,  in  uubeschi-äukter  Convergenz  gegen 
Null  eintritt.  In  diesem  äussersten  Fall  heben  die  Kräfte  sich 
nicht  hlos  zum  Theil  sondern  ganz  auf,  und  diese  Thatsache  ist 
ja  auch  der  Charakter  desjenigen  beharrlichen  Verhältnisses,  welches 
wir  kurzweg  als  Gleichgewicht  bezeichnen,  und  bei  welchem  wir 
keinen  Rest  eines  freien  Beweguugseffects  voraussetzen,  welcher 
von  den  in  Betracht  gezogenen  Kräften  selbst  herrührte.  Jede 
Bewegung  eines  solchen  im  Gleichgewicht  befindlichen  Kräfle- 
s3’stems  wird  vielmehr  als  von  äussern  Kräften  herstammend  vor- 
gestellt. Der  andere  extreme  Ausuahmefall  ist  derjenige,  in  welchem 
sich  freie  Kräfte,  die  völlig  in  demselben  Sinne  wirken,  einfach 
addireu.  Hier  ist  lauter  Bewegungseffect  und  gar  kein  Aufhebungs- 
effect vorhanden;  aber  es  besteht  auch,  was  wohl  zu  beachten  ist, 
gar  keine  Wechselwirkung.  Der  Winkel,  den  die  Kräfte  sonst 
bilden,  ist  Null,  d.  h.  nicht  vorhanden,  und  hiemit  ist  auch  die 
gegenseitige  Beziehung  aufgehoben.  Doch  wie  man  diese  Ver- 
hältnisse auch  vorstellen  möge,  der  Satz  von  der  Mischung  der 
Bewegung  und  des  Gleichgewichts  bleibt  derartig  die  allgemeine 
Regel,  dass  man  unter  dieselbe  auch  die  äussersten  Fälle  in  einem 
gewissen  Sinne  subsumiren  kann,  indem  man  das  eine  Mal  den 
Bewegimgsbestaudtheil,  das  andere  Mal  den  im  Gleichgewicht  be- 
findlichen Bestandtheil  gleich  Null  setzt.  Mit  dieser  logisch  genauen 
Anschauungsweise  haben  wir  einen  Leitfaden  gewounen,  urn  alle 
künftigen  Beziehungen  der  Statik  und  Dynamik  in  ihrem  wahren 
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Lichte  erscheinen  zu  lassen  und  auf  ihre  letzten  Innersten  Gründe 
zurückzuführeu.  Nach  dieser  Betrachtuuf'sart,  die  keine  willkürliche 
Auffassung,  sondern  eiu  nothwendiges  Ergehniss  des  zerlegenden 
Denkens  ist,  sind  alle  Wechselwirkungen  der  Kräfte  in  erster  Linie 
partielle  Gleichgewichtsverhältnisse  und  alle  llewegungserscheinungen 
kennzeichnen  sich  ebenfalls  der  Kegel  nach  als  partielle  Kräfte- 
bethätigungeu  auf  der  Grundlage  eines  gleichsam  gebundenen  par- 
tiellen Gleichgewichts.  Hieraus  erklärt  sich  denn  auch  mit  einem 
Schlage,  w'ie  die  Dynamik  nur  auf  der  Unterlage  der  erweiterten 
statischen  Erkenntnisse  hat  fortschreiteu  können,  und  wie  umgekehrt 
die  Hauptpriucipieii  der  Statik  auf  gewisse  Beweguugsvorstellungen, 
uamentlich  auf  die  virtuellen  oder  blos  möglichen  Bewegungen 
zurückgefflhrt  werden  mussten.  Streng  genommen  kann  man  also 
ebensowenig  sagen,  dass  die  Dynamik  ganz  auf  die  Statik,  als  um- 
gekehrt, dass  die  Statik  auf  die  Dynamik  als  auf  die  Sphäre  ihrer 
ersten  Principien  hinweise.  In  Wahrheit  bilden  beide  Seiten  der 
Mechanik  ein  einheitliches  System,  welches  nur  darin  eine  Doppel- 
heit zeigt,  dass  die  Aufhebungseffecte  den  Bewegungseffecten 
heterogen  sind. 

Fernerhin  werden  wir  überall  da,  wo  die  Beziehung  der 
Statik  zur  Dynamik  in  Frage  kommt,  auf  die  eben  dargelegte  Be- 
merkung zurückverweisen.  Was  aber  specidll  die  Vorstellungsart 
Galileis  aubetrifft,  so  steht  es  nach  dem  Bisherigen  fest,  dass  der 
Begründer  der  modernen  Dynamik  vorwiegend  nur  die  freien 
Kräfte  Wirkungen  ins  Auge  gefasst  und  die  Combinationen  solcher 
Wirkungen  mit  Gleichgewichtsbeziehungen  fast  nur  für  die  schiefe 
Ebene  und  auch  in  diesem  Fall  nur  unter  grossen  Hemmungen  zu 
behandeln  vermocht  hat. 

32.  Schon  die  Theorie  des  Pendels,  in  welcher  Galilei  zwar 
den  ersten  entscheidenden  Schritt,  aber  vornehmlich  nur  in  empirischer 
Weise  that,  ist  ein  Zeuguiss  dafür,  mit  welchen  Hemmungen  die 
Anwendung  der  für  freie  Kräftewirkungen  festgestellteu  dynamischen 
Gesetze  auf  statisch  näher  bestimmte  Combinationen  zu  kämpfen 
hatte.  In  derartigen  Fällen  häuften  sich  auch  sofort  die  rein 
matheuiatischen  Hiudeniisse  der  Durchführung  au  sich  richtiger 
Gedanken,  und  wir  dürfen  uns  daher  nicht  wundern,  dass  die 
Theorie  des  Pendels  erst  unter  den  Händen  von  Huyghens  ihre 
vollkommenere  Gestalt  erhielt.  Nichtsdestoweniger  war  auch  schon 
der  einfache  Satz  Galileis,  dass  „die  Längen  sich  umgekehrt  wie 
die  Quadrate  der  Anzahlen  der  in  derselben  Zeit  erfolgenden 
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Schwingungen  verhalten“  ’),  von  bahnbrechender  Bedeutung.  Er 
wird  im  Zusammenhang  der  angegebenen  Stelle  als  das  Ergebniss 
wiederholter  Experimente  eingeführt;  aber  es  ist  nicht  zu  vergessen, 
dass  Galilei  grade  durch  die  gelegentliche  Beobachtung  der  pendu- 
lirenden  Bewegungen  herabhängender  Leuchter  zu  seinen  dyna- 
mischen Speculationen  angeregt  worden  sein  soll.  Auch  sein 
Irrthnm  *),  demzufolge  der  Fall  durch  den  Kreisbogen  nicht  etwa 
blos  schneller  als  derjenige  durch  die  Sehne,  sondern,  was  nur 
bei  der  Cykloide  zutritft,  der  schnellste  sein  soll,  zeugt  wenigstens 
von  dem  Versuch,  für  das  Pendel  eine  strengere  mathematische 
Theorie  aufzufinden.  Von  der  allgemeinen  Form  der  Pendel- 
beweguug  ist  in  einer  sehr  anschaulichen  Weise  schon  in  dem 
berühmten  astronomischen  Dialog  die  Kede.  Dort  wird  die  Gleich- 
heit der  Geschwindigkeiten  für  die  correspondirenden  Punkte  von 
gleicher  Erhebung,  sowie  die  höchste  Steigerung  im  tiefsten  Punkt, 
ferner  die  Abnahme  der  Geschwindigkeit  auf  Null  für  den  höchsten 
Punkt  in  den  exactesten  Ausdrücken  beschrieben  und  noch  ausser- 
dem der  hochwichtige  Satz  hervorgehoben  ®),  dass  die  im  tiefsten 
Punkt  erlangte  Geschwindigkeit  einen  Impetus  repräsentire,  der 
grade  zur  Erhebung  auf  diejenige  Höhe,  von  welcher  das  Pendel 
gefallen  war,  ausreichend  sei.  Es  wird  dann  weiter  au.sgeführt, 
wie  ein  Körper,  der  gegen  den  als  schwer  gedachten  Mittelpunkt 
der  Erde  fiele  und  sich  von  dort  aus  gleichsam  in  einer  Durch- 
bohrung frei  weiter  bewegen  könnte,  ein  unbeschränktes  Hin  und 
Her  von  Schwingungen  ausführen  müsste,  indem  er  durch  den  Fall 
grade  diejenige  Geschwindigkeit  erlangte,  welche  ihn  zum  Auf- 
steigen oder  vielmehr  weiteren  Hiuausgehen  bis  an  den  andern 
Oberflächenpunkt  der  Erde  befähigte.  Die  allgemeine  Grundform 
dieser  Vorstellung  ist  richtig,  obwohl  Galilei  in  seiner  besondern 
Voraussetzung  einen  nebensächlichen  Fehler  beging,  da  der  Fall 
durch  einen  graden  Canal,  der  durch  den  Mittelpunkt  der  Erde 
führt,  nicht  so  betrachtet  werden  kann,  als  wenn  die  Schwerkraft 
vom  Mittelpunkt  aus  in  coustanter  Weise  wirkte.  Indessen  ist 
die  Berichtigung,  dass  nämlich  die  Schwerkraft  im  Innern  der 
Erde  der  einfachen  Entfernung  vom  Mittelpunkt  proportional  ab- 


')  Discorsi  e dimostrazioni  matcmaticho  Bd.  XIII  der  Werke,  1.  Tag  S.  90 
*)  Ibid.  3.  Tag  S.  217  im  Scholiuin  zur  .36.  Proposition. 

’)  Dialogo  intoruo  ai  duu  raassimi  sistcmi  etc.  Bd.  I der  angof.  Ausg. 
2.  Tag  S.  250. 
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nimmt,  für  den  Hauptpunkt  unerheblich;  denn  die  oscillatorische 
Bewegung  bleibt  nichtsdestoweniger  in  ihrer  allgemeinen  Form  be- 
stehen, wenn  auch  die  Geschwindigkeiten  in  den  einzelnen  Punkten 
der  Bahn  sich  in  ihrer  absoluten  Grösse  verändert  finden. 

Aus  dem  Vorangehenden  ersieht  man,  dass  Galilei  jene 
entscheidende  dynamische  Grundvorstellung,  die  noch  heute  das 
Fundament  des  mechanischen  Denkens  bildet,  in  einer  sehr  allge- 
meinen Weise  aufgetässt  hatte,  und  dass  er  bereits  jenen  Principien 
nahe  kam,  welche  später  durch  die  Arbeiten  von  Huygheus  die 
Gestalt  von  Vorstellungen  über  die  Erhaltung  der  Kraft  annabmen. 
Die  Idee,  dass  die  Geschwindigkeit,  die  ein  frei  fallender  Körper 
erlangt,  dieselbe  sei,  vermöge  deren  er  zu  seiner  ursprünglichen 
Höhe  aufsteigen  kann,  ist  sicherlich  zuerst  durch  Reflexionen  über 
das  Pendel  entstanden.  Grade  sie  ist  es  aber,  die  zum  maass- 
gebenden Typus  für  die  Vorstellungen  von  der  Erhaltung  der 
Kraft  wurde.  Denn  in  der  That  hat  Huyghens,  wie  wir  später 
sehen  werden,  nichts  weiter  gethan,  als  jene  Idee  von  einem  einzelnen 
fallenden  und  aufsteigenden  Köi'per  auf  den  Schwerpunkt  eines 
Systems  von  Körpern  übertragen. 

33.  Der  Grund,  aus  welchem  die  Peudeltheorie  erst  später 
eine  vollkommenere  Gestalt  gewann,  ist  schon  für  das  einfache 
Pendel  sicherlich  die  Schwierigkeit  der  genaueren  mathematischen 
Behandlung  gewesen.  Noch  heute  bedürfen  wir  der  Approximationen, 
um  dieses  scheinbar  so  einfache  Problem  durch  wirkliche  Rechnung 
zu  bemeistern  und  die  Schwingungsweite  zu  bestimmen,  innerhalb 
deren  das  oben  angegebene  einfache  Galileische  Verhältniss  zwischen 
den  Längen  und  den  umgekehrt  correspondirenden  Quadraten  der 
Schwingungszahlen  ohne  erfalirungsmässig  merklichen  Fehler  zu- 
treffen muss.  Jener  Umstand  kann  uns  nun  einen  Fingerzeig 
geben,  wo  wir  die  mathematischen  Grenzen  der  Galileischon  Dynamik 
zu  suchen  haben.  Er  kann  uns  aber  auch  andererseits  bemerklich 
machen,  mit  welchen  einfachen  geometrischen  Mitteln  die  am 
meisten  fundamentalen  Vorstellungen  der  Dynamik  ursprünglich 
durchgeführt  und  angewendet  wurden.  Wo  wir  heute  sofort  von 
Integralen  reden,  bediente  sich  Galilei  sehr  einfacher  geometrischer 
Constructionen  oder  ganz  elementarer  arithmetischer  Vorstellungen. 
Dennoch  leistete  er  für  die  Hauptsache  genau  dasselbe,  was  später 
in  einer  weniger  elementaren  Form  einen  oft  weit  weniger  deut- 
lichen Ausdruck  fand.  Da  nun  überdies  jene  ersten  mathematischen 
GrundvorsteUungen  von  der  stetigen  Summation  der  Krafttheiichen 
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nebst  den  zugehörigen  einfachsten  Resultaten  den  Typus  für  alles 
M'^eitere  bilden,  so  müssen  wir  uns  bei  ihnen  einen  Augenblick 
aiifhalten.  Hiebei  werden  wir  ausserdem  noch  den  Vortheil  haben, 
den  Antheil  des  rein  Mathematischen  an  der  Hervorbringung 
mechanischer  Einsichten  von  voruhereiu  mit  leichterer  Mühe  be- 
stimmen zu  können,  als  wenn  wir  diese  principielle  Unterscheidung 
erst  bei  den  mehr  verwickelten  Aufgaben  wollten  eiutreten  lassen. 

Schou  im  Dialog  über  die  Weltsysteme  und  nicht  erst  in 
der  rein  mechanischen  Haiiptschrift  der  üiscorsi  findet  sich  die 
mathematische  Hegriindung  der  Fallgesetze.  Für  die  Darstellung 
des  vom  Anfang  der  Bewegung  an  durchlaufenen  Gesammtfallraums 
ist  die  Darstellung  der  Wirkungen  der  in  jedem  Funkt  vorhanden 
gewesenen  und  nach  Maassgabc  des  Zeitverlaufs  erzeugten  Ge- 
schwindigkeiten von  entscheidender  Bedeutung.  Diese  Darstellung 
wird  nun ')  in  der  strengsten  Weise  dadurch  möglich  gemacht, 
dass^die  /inten  durch  die  wachsenden  Theile  einer  Linie  und  die 
den  /eitpunkten  entsprechenden  Geschwindigkeiten  durch  eine  un- 
begrenzte Anzahl  senkrechter  Linien  repnisentirt  werden.  Auf 
diese  Weise  ergiebt  sieh  ein  Dreieck,  welches  durch  seine  Fläche 
< le  Summe  aller  Geschwindigkeiten  ansdrückt.  Durch  Ergänzung 
zum  Pai allelogramm  wird  von  Galilei  sofort  der  Satz  gewonnen, 
ass  die  Bewegung  mit  der  zuletzt  erlangten  Geschwindigkeit  in 
lei selben  Zeit  den  doppelten  Kaum  ergeben  haben  Würde.  Dieser 
teil  e ganz  triviale  Satz  beruht  auf  der  Ueberlegung,  dass  jede 
^ esc  windigkeitswirknng  einen  elementaren,  durch  die  entsprechende 
^mie  repräsentirten  Raum  ergiebt,  indem  des  Beharrungsgesetzes 
i,'**'*!*^  “'■^'P'üngliche  Geschwindigkeit  durch  die  ganze  Zeit- 
dass^^d' leicht,  das  weitere  Gesetz, 
abzule'r  Quadrate  der  Zeiten  wachsen,  hieraus 

»tellnn  sa  t wachsen,  wie  ja  auch  die  geometrische  Vor- 

und  zusammengesetzten  Verhältuiss  der  Zeiten 

wie  die  7e  t**^  "'•*^^>gkeitcn.  Da  aber  die  Geschwindigkeiten  selbst 
als  das  so  ist  dies  Verhältuiss  eben  kein  anderes 

Wa,  , »«f  <1» 

**  <ts  niHii  soiiöf  1 

verschiedenen  B ‘ i Namen  der  Fallgesetzn  au 

Inbegrij;,  rt*in  mat'b  bringt,  ist  nichts  als  der 

^'iiatischer  Consequenzen  jener  ersten  Grund- 


0.  ibid.  s.  252 

Tag.  8.  169. 
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Vorstellung.  Die  Summation  der  stetigen  Wirkungen  einer  mit  der 
Zeit  zunehmenden  Geschwindigkeit,  — das  ist  der  Angelpunkt  der 
ganzen  Aufgabe,  und  seine  Erledigung  ist,  abgesehen  von  absoluten 
Grössenbestimmungeu,  die  vollständige  Auflösung  des  Grundproblems 
der  Dynamik  und  des  wesentlichen  Gehalts  in  der  Theorie  der 
Fallgesetze.  Was  hat  aber,  so  weit  es  sich  um  mathematische. 
Operationen  handelt,  zu  jener  Lösung  geffihrt?  Offenbar  nichts 
Anderes,  als  die  geometrische  Vei-auschaulichung  des  Hergangs, 
durch  welchen  eine  Grösse  nicht  blos  nach  Maassgabe  einfacher 
Hinzufügungen,  sondern  im  zusammengesetzten  Vorhältniss  zunimmt. 
Bringen  wir  diese  Art  der  Zunahme  auf  einen  analytischen  Aus- 
druck, so  erhalten  wir  das  halbe  Quadrat  der  verändi'rlichen  ein- 
fachen Grösse  als  Summe  der  verschiedenen  Hinzufügnngen,  die 
vom  Nullwerth  an  bis  zu  irgend  einem  beliebigen  Werth  gerechnet 
werden.  Mit  andern  Worten  ist  dies  das  Integral  zu  dem  Product 
aus  der  Geschwindigkeit  und  dem  Element  der  Zeit.  Hiebei  darf 
uns  der  Umstand  nicht  stören,  dass  in  der  geometrischen  Vor- 
stellungsart Galileis  sofort  das  Product  der  Zeit  mit  der  Ge- 
schwindigkeit eiugelührt  wird  und  beide  Grössen  als  um  ihre 
bezüglichen  Elemente  wachsend  vorgestellt  werden.  Wir  werden 
in  der  späteren  Eutwicklnug  der  Mechanik  noch  mehrfach  an 
dieses  letztere  Product  erinnert  werden;  Jedoch  ist  es,  sobald  es 
sich  um  die  blosse  Proportionalität  zur  Zeit  oder  zur  Geschwindig- 
keit handelt,  jenen  andern  Producten  völlig  äquivalent,  in  denen 
das  Quadrat  der  Zelt  oder  das  der  Geschwindigkeit  figurirt.  Man 
kann  daher  mit  dem  entschiedensten  liecht  sagen,  dass  Galilei  in 
seinem  Dreieck  der  Fallräimie  sofort  ein,  wenn  auch  sehr  einfaches 
Integral  der  Geschwindigkeiten  oder,  genauer  gesagt,  der  Ge- 
schwindigkeitswirkimgen  zur  Darstellung  gebracht  habe. 

Sehen  wir  ebenso  von  der  modernen  Form  des  analytischen 
Ausdrucks  wie  von  der  geometrischen  Vorstellungsart  ab  und 
lassen  wir  den  für  beide  Gestaltungen  maassgebendeu  Gedankeu- 
gehalt  hervortreten,  so  gelangen  wir  zu  einer  Stufe  der  Abstractiou, 
die  uns  künftig  für  das  Verständnlss  der  principiellen  Fragen, 
besonders  aber  für  die  Betrachtuug  der  Kräftewirkuug  im  Stoss 
von  grossem  Nutzen  sein  kann.  Das  Problem  der  Bestimmung 
des  Fallranms  reducirt  sich,  sobald  der  dynamische  Gedanke  von 
der  stetigen  und  der  Zeit  proportionalen  Erzeugung  der  Ge- 
schwindigkeiten einmal  gefasst  ist,  auf  die  ganz  abstracte  Frage, 
was  aus  einer  Grösse  werde,  die  derartig  wächst,  dass  die  zu- 
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wachsenden  Elemente  stets  sofort  der  Grund  eines  neuen  Wachsens 
werden.  In  dem  hier  erheblichen  Fall  findet  erstens  eiu  einfaches 
Wachsen  der  Käumo  durch  die  bereits  bestehenden  Geschwindig- 
keiten statt,  und  ausserdem  liefert  jedes  neu  hinzugetretene 
Element  für  alle  weitere  Zeit  seinen  Beitrag  zur  Vergrösserung. 
Auch  kann  man  für  die  Sache  noch  einen  andern  sehr  einfachen 
Ausdruck  finden,  indem  man  sagt,  dass  sich  die  Grössen  der 
Käume  erzeugen,  indem  die  Geschwindigkeiten  beharrlich  mit  dem 
Verlauf  der  Zeit  die  Käume  gleichsam  hervorbringeu , selbst  aber 
erst  nach  Maassgabe  der  Zeit  entstehen  und  zur  Wirksamkeit  gelangen. 

Wie  man  aber  auch  für  diese  erste  Grundvorstellung  die 
Kechensehaftsablegung  gestalten  möge,  mau  wird  stets,  wenn  man 
den  ferneren  Thatsacheii  der  geschichtlichen  Entwicklung  gerecht 
werden  will,  grosses  Gewicht  darauf  legen  müssen,  dass  die  Vor- 
stellung der  stetigen  Summation  der  zuuehmeudeu  Gescliwiudig- 
keiteu  diejenige  Anschauungsweise  sei,  durch  welche  sich  die 
späteren  Ideen  über  die  Wirkung  der  Kräfte  am  natürlichsten 
begründen  lassen.  Wir  haben  früher  geseheu,  dass  für  Galilei  die 
Geschwindigkeit  oder  das  Moment  der  eigentliche  Repräsentant 
der  Kraft  ist.  Nun  darf  aber  schon  im  Hinblick  auf  die  Fall- 
räume die  Geschwindigkeit  nicht  mit  einer  Geschwindigkeitswirkung 
verwechselt  werden.  Die  Geschwindigkeitswirkung  wird  entweder 
zeitlich  unbeschränkt  oder  in  Beziehung  auf  eine  bestimmte,  wenn 
auch  noch  so  kleine  oder  unbeschränkt  kleine  Dauer  gedacht.  In 
dem  einen  wie  in  dem  andern  Fall  gehört  zur  näheren  Be- 
stimmung einer  solchen  Wirkung  die  Angabe  der  Zeit,  während 
welcher  mau  dieselbe  vollzogen  denkt.  Mau  muss  also  die  Ge- 
schwindigkeit als  wirksam  denken,  und  ihr  nicht  etwa  blos  die 
Bedeutung  eines  augenblicklichen,  gleichsam  punktuellen  Verhält- 
nisses beilegen,  wenn  mau  den  Sinn  der  Grössen  verstehen  will, 
die  den  Quadraten  oder  vielmehr  halben  Quadraten  der  Ge- 
schwindigkeiten entsprechen.  Die  Geschwindigkeiten  selbst  summireu 
sich  nur  einfach,  während  sich  ihre  Wirkungen  aus  dem  zu- 
sammeusetzen,  w'as  vennöge  des  Trägheitsgesetzes  und  des  jedesmal 
neu  hinzukommenden  Elements  erfolgt. 

34.  In  der  vollendetsten  Gestalt  finden  sich  die  zwei  Grund- 
gesetze des  freien  Falles  in  den  Discorsi  ’)  dargestellt.  Dort 
wird  der  Satz  von  der  quadratischen  Zunahme  der  Fallräume  auf 


')  Ibid.  S.  166-68. 
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denjenigen  zurückgefflhrt,  welcher  den  Fallraum  durch  eine  gleich- 
förmige Bewegung  mit  der  halben  Endgeschwindigkeit  entstehen  lässt. 
Die  Endgeschwindigkeiten  selbst  verhalten  sich  nun  wie  die  Zeiten;  die 
den  halben  Endgeschwindigkeiten  jedesmal  entsprechenden  Räume 
verhalten  sich  aber  ebenfalls  wie  die  Zeiten,  während  deren  diese 
gleichförmigen  Geschwindigkeiten  als  wirksam  fingirt  werden.  Es 
ist  mithin  das  Verhältniss  der  Zeiten  in  doppelter  Beziehung  oder 
zweimal  maassgebend,  d.  h.  mit  andern  Worten,  die  Räume 
wachsen  nach  dem  Quadrat  der  Zeit.  Von  Galilei  wird  im  Ver- 
lauf der  angeführten  Stelle  noch  ausdrücklich  hinzugefügt,  dass 
man  auch  die  Quadrate  der  Geschwindigkeiten  anstatt  der  Zeiten 
als  Maass  des  Wachsens  der  Fallräume  wählen  könne.  Auch  an 
einer  andern  Stelle’)  heisst  es  wörtlich:  „die  durchlaufenen  Räume 
stehen  im  quadratischen  Verhältniss  der  Zeiten  und  folglich  der 
Geschwiudigkeitsgrade  (e  conseguentemente  de’  gradi  di  velocitä).“ 
Derartige,  gelegentlich  wiederholte  Aussprüche  sind  für  den  Anfang 
jener  Vorstellungsart  wichtig,  in  welcher  das  Quadrat  der  Ge- 
schwindigkeit als  Maass  der  Kräftewirkung  eine  Rolle  zu  spielen 
beginnt.  Man  wird  sich  bezüglich  der  späteren  Entstehung  dieser 
Anschauungsweise  jedoch  stets  zu  erinnern  haben,  dass  bei 
Galilei  das  maassgebende  Product  ursprünglich  immer  das  der 
Zeit  und  der  halben  Geschwindigkeit  gewesen  war,  in  welchem 
dann  entweder  an  Stelle  der  Geschwindigkeit  die  ihr  proportionale 
Zeit  oder  an  Stelle  der  Zeit  die  ihr  proportionale  Geschwindigkeit 
substituirt  werden  konnte,  ohne  das  Verhältniss  selbst  zu  ändern. 

Die  weitere  Ausführung  der  dynamischen  Principien  durch 
Galilei  bietet,  abgesehen  von  dem,  was  wir  bereits  in  Rücksicht 
auf  die  schiefe  Ebene  und  auf  die  Bewegungszusammensetzung  in 
der  Wurflinie  erwähnt  haben,  kein  besonderes,  d.  h.  für  die  Ge- 
staltung der  mechanischen  Grundsätze  erhebliches  Interesse.  Jedoch 
muss  noch  der  Satz  hervorgehoben  werden,  dass  sich  die  Fallzeit 
auf  der  schiefen  Ebene  zu  derjenigen  in  der  Verticalen  wie  die 
Länge  der  schiefen  Ebene  zu  ihrer  Höhe  verhalte  *)  — ein  Satz, 
dessen  Beweis  noch  durch  das  Axiom  von  den  gleichen  Niveau- 
geschwindigkeiten geführt  werden  musste.  Die  Geschwindigkeiten 
sind  nach  dieser  unbewiesenen  Voraussetzung  jedesmal  in  den 
zwei  Punkten  gleich,  welche  auf  derselben  Horizontallinie  liegen. 

»)  Ibid.  S.  177. 

•)  Ibid.  S.  179. 
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Sip  entsprechen  einander  überall  Punkt  für  Punkt,  so  dass  für 
die  verticale  wie  für  die  schiefe  Bahn  dieselben  Geschwindigkeits- 
grade aufeinanderfolgen.  Da  nun  aber  die  Räume  ungeachtet  der 
gleichen  Geschwindigkeiten  verschieden  sind,  so  müssen  in  dem- 
selben Verhältniss  die  Zeiten  verschieden  sein,  in  denen  diese 
Räume  durchmessen  wurden.  Dieser  Schluss  Galileis  ist  insofern 
merkwürdig,  als  er  deutlich  macht,  wie  die  längere  Wirksamkeit 
der  nämlichen  Geschwindigkeiten  auf  der  schiefen  Ebene  eine  ganz 
andere  Form  des  Fallens  hervorbriugt. 

Die  Beschreibung  der  Versuche  auf  der  schiefen  Ebene  ’), 
durch  deren  Anstellung  erst  der  vollständige  Erfalirungsbeweis  für 
die  Form  und  die  Verhältnisse  der  Fallbewegung  geführt  werden 
konnte,  ist  sicherlich  das  wichtigste  Bestaudstück  der  Theorie, 
soweit  dieselbe  auf  Thatsacheu  und  nicht  blos  auf  Speculationen 
über  die  mögliclie  Gestaltung  einer  gleichförmig  beschleunigten 
Bewegung  beruht.  Die  verschieden  geneigten  Lagen  der  Ver- 
suchsrinne, die  glatte  Auslegung  der  letztem  und  die  Messung 
der  Zeit  durch  eine  Wasservorrichtung  sind  Umstände,  die  für 
(len  Experimeulalor  jener  Zeit,  der  die  Galileischeu  Versuche  etwa 
coutrolireu  wollte,  grosso  Bedeutung  haben  mussten,  gegenwärtig 
aber  mir  erwähnt  zu  werden  brauchen,  zumal  wo  es  sich  nur  um 
die  Erörterung  der  Principien  handelt. 

Die  verschiedenen  Sätze  vom  Fall  auf  der  schiefen  Ebene 
sind  nichts  als  geometrisclie  Anwendungen  und  Verallgemeinerungen 
des  oben  angeführten  Fundameutal]irincips,  welches  selbst  wiederum 
das  Ergebiiiss  der  Combiuatiou  der  Vorstellung  vom  statischen 
Verhältniss  und  der  allgemeinen  Theorie  der  gleichförmig  be- 
schleunigten Bewegung  ist.  Grade  der  Beweis,  zu  welchem 
Galilei  erst  ganz  zuletzt  gelaugte,  ist,  wie  wir  in  Nr.  29  gesehen 
haben,  ein  Zeuguiss  dafür,  dass  die  Berufung  auf  das  Glcichge- 
wichtsverhältniss  an  der  schiefen  Ebene  und  die  Einführung 
desselben  in  die  Dynamik  nicht  zu  umgehen  war.  Das  vorher 
erwähnte,  als  Axiom  gebrauchte  Gesetz  von  den  gleichen  Niveau- 
g(>schwindigkeiteii  erscheint  in  der  neuen  Fassung  ja  grade  als 
C'onseiiuenz  jener  statischen  Reduction  der  Schwerkraft. 

Was  die  Wurfbeweguug  aubetrifft,  die  im  vierten  Tage  der 
Discorsi  abgehandelt  ist,  so  beruht  ihre  Theorie  auf  dem  Zu- 


■)  Ibid.  S.  172. 
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sammensetzungsprincip  der  Bewegungen  und  der  Momente  oder 
Kräfte,  welche»  von  uns  in  Nr.  28  iin  Sinne  Galilei.»  dargestellt 
wurde.  Gleich  der  erste  Satz  ')  spricht  aus,  dass  »ich  ein  Körper, 
der  eine,  horizontale  gleichförmige  Bewegung  erhalten  habe  und 
dabei  der  Schwere  ohne  Hindernisse  unterworfen  sei,  in  einer 
Halbparabel  bewege.  Unter  Voraussetzung  des  Trägheitsprincips 
und  der  für  die  »ich  rechtwinklig  schneidenden  Beweguugsautriebc 
festgestellten  Zusammeusetzungsregel  ist  alles  üebrige  blosse 
Sache  der  geometrischen  Charakteristik  der  Bahnlinie  und  hängt 
nicht  weiter  von  specifisch  mechanischen  Ueberlegungen  ab. 

Die  Theorie  der  Wnrfbewegung  ist  der  erste  Fall,  in  welchem 
die  einfachen  dynamischen  Gesetze  nicht,  wie  anf  der  schiefen 
Ebene,  mit  statischen  Grundsätzen,  sonilern  wiederum  mit  Be- 
wegiingsgesetzen  in  Verbindung  treten.  Diese  llnterscheidiiug  ist 
für  die  weitere  geschichtliche  Entwicklung  nicht  unwichtig.  Die 
eine  Keihe  der  Fortschritte,  als  deren  Hauptträger  zunächst 
Hiiyghens  in  Frage  kommt,  betrifl't  die  Combinationen  der  statischen 
Verhältnisse  mit  den  rein  dynamischen  Gesetzen.  Das  Haupt- 
problem ist  in  dieser  Richtung  die  Theorie  des  zusammenge- 
setzten Pendels.  Eine  zweite  Keihe  von  Fortschritten  bezieht  sich 
anf  <lie  freie  Bewegung  der  Körper  und  findet  ihre  Ausbildung 
auf  Veranlassung  der  erfahrungsmässigen  kosmischen  Vorgänge. 
Sie  wird  wesentlich  durch  Newton  vollzogen,  der  jene  von  Galilei 
behandelte  Art  der  Conibination  mit  einer  Trägheitsbewegung  ver- 
allgemeinerte lind  so  eine  universelle  Theorie  der  krummlinigen 
Bewegungen  und  der  sie  erzeugenden  Kräfte  aufstellte.  Es  ist 
jedoch  bemerkenswerth,  dass  die  neuen  Wendungen  sich  von  denen 
Galileis  weit  weniger  entfernen,  als  der  Schritt,  den  der  Begründer 
der  Dynamik  selbst  gethan  hatte,  und  der  ihn  in  beiden  Kichtungen 
über  die  einfache  Betrachtung  des  freien  F’alles  bereits  hinausge- 
fülirt  hatte.  Der  Fall  auf  der  schiefen  Ebene  und  die  parabolische 
VVurfbewegnng  sind  mithin  als  zwei  typische  Verzweigungen  des 
ursprünglichen  Stammes  der  Dynamik  zu  betrachten.  Wir  w^erden 
daher  bei  der  Verfolgung  der  weiteren  Entwicklung  der  Theorien 
unser  .Xngenmerk  zunächst  auf  den  Zustand  der  statischen  Prin- 
cipieu  zu  richten  haben,  wie  er  theils  durch  Galilei  selbst,  theils 
durch  dessen  ältere  oder  jüngere  Zeitgenossen  repräsentirt  wurde. 


*)  Ibid.  S.  222. 
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Viertes  Capitcl. 

Die  statischen  Principien  im  Zeitalter  Galileis. 

35.  Um  die  moderne  Entwicklung  der  schon  durch  die 
Alten  und  namentlich  durch  Archimedes  begründeten  Statik  in 
ihren  principiellen  Ansätzen  zu  verstehen,  müssen  wir  mit  einem 
älteren  Zeitgenossen  des  Schöpfers  der  Dynamik,  mit  Simon  Stevin 
(gest.  1633)  beginnen.  Wir  würden  diesen  Niederländischen 
Mathematiker  und  Techniker  sogar  einen  Vorgänger  Galileis  nennen 
können,  wenn  nicht  die  damalige,  verhältnissmässigo  Isolirtheit 
der  Forschungen  es  durchaus  verböte,  Erscheinungen  und  Theorien 
mit  einander  in  Beziehung  zu  setzen,  die  offenbar  ohne  gegenseitige 
Berührung  entstanden  sind  und  auf  diese  Weise  auch  eine  Zeit 
lang  fortbestanden  haben. 

Ausser  Stevinus,  der,  abgesehen  von  Galilei,  zu  allererst  die 
statischen  Fortschritte  des  fraglichen  Zeitalters  repräsentirt,  wird 
als  jüngerer  Zeitgenosse  des  Begründern  der  Dynamik  in  ver- 
schiedenen liichtungen  der  Erfinder  der  analytischen  Geometrie, 
Cartesius  (1596 — 1650)  in  Frage  kommen.  Obwohl  nun  der 
Französische  Philosoph  in  positiver  Hinsicht  für  die  Mechanik  bei 
W'eitem  nicht  so  wichtig  ist,  als  sein  gegnerischer  Zeit-  und  Lands- 
genosse Koberval  (1602 — 75),  so  hat  er  doch  in  Rücksicht  auf 
die  metaphysische  Seite  der  principiellen  Vorstellungen  eine  be- 
sondere Aufmerksamkeit  in  Anspruch  zu  nehmen  und  wird  daher 
noch  in  einem  andern  Capitel  eine  specifisch  philosophische 
Würdigung  finden  müssen.  Auch  den  grossen  Mathematiker 
Fermat  werden  wir  gelegentlich  schon  hier  einzuführen  haben, 
wenngleich  es  sich  bei  ihm  nur  um  einzelne  Bemerkungen  und 
Wendungen  von  mechanischer  Bedeutung  handelt.  Obwohl  Permat 
noch  als  jüngerer  Zeitgenosse  Galileis  betrachtet  werden  kann  und 
seine  Thätigkeit  nicht  weit  über  die  erste  Hälfte  des  17.  Jahr- 
buuderts  (1608 — 65)  hiuausreicht,  so  wird  sein  Hauptgedanke  doch 
erst  nach  beinahe  einem  Jahrhundert  unter  dem  Namen  des 
Princips  der  geringsten  Wirkung  für  die  Mechanik  von  allgemeinerem 
Interesse.  Auch  Pascal  (1623—62)  wird  berücksichtigt  werden 
müssen,  wo  es  sich  um  die  Principien  der  Statik  der  Flüssigkeiten 
und  namentlich  um  die  betreffende  Anwendung  des  Princips  der 
virtuellen  Geschwindigkeiten  handelt. 
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■ 36.  Stevinus  hat  in  seiner  gesauimten  Behandlungsart  einige 

Aehnlichkeit  mit  den  Alten,  indem  er  streng  gegliederte  Beweise 
giebt,  aber  die  Entstehungsgrüude  der  Beziehungen  wenig  hervor- 
treten lässt.  Die  Holländischen  Schriften  desselben  können  hier  nicht 
citirt  werden;  dagegen  lässt  sich  auf  eine  Französische  Uebersetzung 
seiner  Werke  durch  Girard  verweisen,  die  1(534  zu  Leyden  in 
einem  Foliobande  erschien  und  auch  die  Statik  enthält.  Nebenbei 
bemerkt,  legte  Stevin  sehr  viel  Werth  auf  die  Sprache,  uud  der 
Umstand,  dass  er  in  einer  lateinisch  schreibenden  Zeit,  gleich 
Galilei  die  lebende  Volkssprache  vorzog,  zeugt  für  die  Knergie 
seiner  Bestrebungen.  Auch  ist  die  Zuverlässigkeit  uud  Eigen- 
thümlichkeit  seiner  statischen  Darstellungen  so  gross  und  so  ent- 
schieden ausgeprägt,  dass  man  ihm,  so  weit  es  sich  um  die  vor 
und  neben  Galilei  ausgebildete  Statik  handelt,  den  ersten  Platz 
anweisen  muss.  Hier  haben  wir  es  jedoch  mit  dem  zu  thun,  was 
er  in  Hinsicht  auf  die  allgemeinen  statischen  Principien  an  völlig 
eigenthümlichen  Zügen  bietet.  Sehen  wir  noch  von  der  Hydro- 
statik ab,  so  ist  die  Wendung,  durch  welche  Stevin  zur  Einsicht 
in  das  Gleichgewicht  an  der  schiefen  Ebene  gelangte,  noch  heute 
von  mehr  als  blos  historischem  Interesse. 

Er  betrachtet  ‘)  ein  in  seiner  horizontalen  Basis  unterstütztes, 
mit  seiner  Ebene  vertical  aufrechtstehendes  Dreieck,  über  welches 
er  sich  längs  der  beiden  Seiten  und  über  dieselben  überhängcud 
eine  geschlossene  Kette  von  kugelförmigen  Gewichten  angebracht 
denkt.  In  dem  besondem  Arrangement  der  Steviuschen  Figur 
und  Voraussetzung  befinden  sich  auf  der  einen  Seite  4,  auf  der 
andern  Seite  2 Kugeln,  und  8 hängen  frei  unterhalb  der  Basis 
des  Dreiecks.  Dieser  letztere  untere  Theil  der  Kugelverbindung 
oder  Kette  muss  für  sich  allein  im  Gleichgewicht  seiu,  da  sich  die 
Kugeln  frei  gegen  einander  in  einer  bestimmten  Lage  formiren 
können,  ganz  als  wenn  die  Kette  an  den  beiden  Enden  der  Grund- 
linie des  Dreiecks  ohne  Kflcksicht  auf  ihre  oberen  Theile  befestigt 
wäre.  Sind  nun  die  Kugeln  gleich  vertheilt,  so  dass  bei  Jeder 
Verschiebung  auf  den  beiden  Seiten  des  Dreiecks  die  dem  Längen- 
verhältniss  der  Seiten  entsprechenden  Anzahlen  von  Kugeln  zu 
liegen  kommen  müssen,  so  kann  eine  Drehung  der  Kette  gar  keine 
Veränderung  in  dem  gegenseitigen  Arrangement  hervorbringen. 


’)  Simon  Stevin,  Oeuvres  mathematiqnes,  übersetzt  von  Girard,  Leyden 
1634,  Abtbeilnng  Statik,  S.  448,  Theorem  XI. 
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Auf  jeder  Seite  des  Dreiecks  wird  stets  eine  der  Länge  dieser 
Seite  proportionale  Auzalil  von  Gewichten  belegen  bleiben,  und  mir 
die  einzelnen  Kugeln  werden  nicht  individuell  bei  jeder  Lage  die- 
selben sein  können.  Der  untere  frei  hängende  Theil  wird  eben- 
falls dieselbe  Anzahl  von  Kugeln  beibehalten.  Nimmt  man  also 
an,  die  den  beiden  Seiten  entsprechenden  und  auf  denselben  liegen- 
den Kugelgruppen  wären  nicht  im  Gleichgewicht,  so  heisst  die.s 
soviel,  dass  nach  der  Seite  des  Uebergewichts  die  Kette  in  Be- 
wegung gerathen  muss.  Da  nun  aber,  wie  erläutert,  alle  Verhält- 
nisse bei  der  Verschiebung  und  Drehung  sich  gleich  bleiben,  so 
würde  derselbe  Grund  der  Bewegung  immer  bestehen  bleiben  und 
es  „würde  diese  Bewegung  kein  Ende  haben,  was  absurd  ist“ 
(ce  mouvement  n’aurait  aucune  fin,  ce  qui  est  absurde).  Es  muss 
daher  die  Voraussetzung  falsch  und  mithin  ihr  Gegentheil,  d.  h. 
das  Bestehen  des  Gleichgewichts  zwischen  den  nach  Verhältniss 
der  Längen  beschwerten  Seiten  richtig  sein. 

Wie  man  sieht,  ist  die  Wendung  höchst  charakteristisch  und 
zeugt  von  Erfindungskraft.  Indessen  hat  sie  für  uns  gegenwärtig 
auch  noch  den  Vortheil,  an  eine  vielleicht  zu  verallgemeinernde  indirecte 
Beweismethode  zu  erinnern,  die  sich  auf  die  Unmöglichkeit  der 
perpetuirlicheu  Bewegung  gründet.  Eine,  solche  Unmöglichkeit 
ist  bei  Stevin  ein  ursprüngliches  Princip  oder  Axiom  und  hat  grade 
in  dieser  Eigenschaft  auch  für  die  Aufgabe  dieser  Schrift  ein  er- 
hebliches Interesse.  Doch  wird  es  erst  dann  Zeit  sein,  auf  dieses 
Priucip  zurückzukommen,  wenn  wir  die  allerneusten  Vorstellungen 
über  die  Erschöpfung  jeder  Kraft  in  ihrer  Wirkung  und  über  die 
hiedurch  bewerkstelligte  Erhaltung  derselben  Kraftgrösse  zu  unter- 
suchen haben. 

Drei  Kräfte  an  einem  Punkt  sind  im  Gleichgewicht,  wenn 
sie  nach  Richtung,  Sinn,  Ordnung  und  Grösse  den  drei  Seiten 
eines  Dreiecks  entsprechen.  Dieser  Satz  ist  nichts  weiter,  als  eine 
andere  Form  oder  Anschauungsweise  der  Idee,  welche  man  ge- 
wöhnlich durch  das  Parallelogramm  der  Kräfte  darstellt;  denn 
eines  der  Dreiecke,  in  welche  das  Parallelogramm  durch  die  resul- 
tirende  Bewegungsdiagonale  getheilt  wird,  ist  stets  ein  solches 
Kepräseutationsdreieck  der  drei  Kräfte,  welche  sich  im  Gleich- 
gewicht befinden,  sobald  man  die  Beweguiigsresultante  im  ent- 
gegengesetzten Sinne  nimmt.  , 

Der  eben  ausgesprochene  Satz  findet  sich  bei  Steviii  nicht 
in  völliger  Allgemeinheit,  aber  wohl  eine  Annäherung  an  denselben. 


Digitized  by  Google 


63 


indem  der  Fall  ins  Auge  gefasst  wird,  wo  zwei  der  Kräfte  einen 
rechten  Winkel  bilden.  Derartige  Andeutungen  sind  jedoch  keines- 
wegs so  erheblich,  als  man  bisweilen  angenommen  hat.  Bis  zu 
dem  Bewusstsein  eines  ganz  allgemeinen  Priucips  der  Kräfte- 
zusammensetzung  ist  von  den  Arbeiten  Stevins,  die  man  in  ihrer 
ersten  Form  bereits  in  das  Jahr  160ö  setzen  kann,  noch  ein  .sehr 
weiter  Schritt,  indem  dieses  Princip  in  genügender  Allgemeinheit 
und  mit  entschiedenen  Anwendungen  auf  die  Gleichgewichtsver- 
hältnisse an  den  AIa.schineu  erst  in  zwei  Schriften  vom  Jahre  1087 
vorgeführt  wurde.  Wir  worden  daher  auf  das  allgemeine  Princip 
der  Zusammensetzung  der  Kräfte  erst  wieder  einzugehen  haben, 
wenn  wir  die  Epoche  Jener  beiden  Schriften,  nämlich  der  New- 
touschen  „Principien“  und  des  Varignonschen  „Projects  einer 
neuen  Mechanik“  behandeln.  Hier  war  nur  zu  erwähnen,  wie  man 
die  Stevinschen  Vorstellungen  bisweilen  mit  der  spätem  Theorie 
in  Beziehung  gesetzt  und  angenommen  habe,  dass  der  angeführte, 
aber  nicht  hinreichend  allgemein  ausgeführte  Satz  die  Gnindlage 
des  späteren  Princips  der  Zusammensetzung  der  Kräfte  geworden  sei. 

In  der  That  bedarf  es  dieser  Ansicht  nicht,  um  Stevins 
Elemente  der  Statik  als  eine  ausgezeichnete  Leistung  erscheinen 
zu  lassen.  Die  Art,  wie  der  Ingenieur  und  Mathematiker  des 
Prinzen  Moritz  von  Oranien  das  uralte  Problem  der  schiefen  Ebene 
behandelte,  au  welchem  sich  das  Alterthum  vergebens  versucht 
hatte,  würde  schon  allein  ein  hinreichendes  Zeugniss  für  seinen 
Geist  sein  und  das  Gepräge  des  letzteren  unverkennbar  machen. 
Indessen  werden  wir  auch  noch  bei  der  Erörterung  der  hydro- 
statischen Principien  andere  Züge  seines  statischen  Denkens  keimen 
lernen. 

37.  Vergleichen  wir  die  Art,  wie  Stevin  zu  dem  Satz  von 
dem  Gleichgewicht  an  der  schiefen  Ebene  gelangt,  mit  dem  ent- 
sprechenden Beweise  Galileis,  so  finden  wir  bei  dem  letztem 
sowohl  den  Satz  selbst  in  einer  einfachem  Gestalt  eiugefflhrt,  als 
auch  den  Vereuch  gemacht,  die  Wahrheit  desselben  auf  das 
Hebelprincip  zurückzu  führen.  Was  zunächst  die  Fassung  des 
Beweisgegenstaudes  selbst  anbetrifft,  so  legte  sich  Stevin,  wie  wir 
gesehen  haben,  sofort  die  Aufgabe  vor,  das  Gleichgewichtsver- 
hältniss  au  einer  Verbindung  von  zwei  schiefen  Ebenen  zu  be- 
stimmen. Nachdem  er  dies  in  völliger  Allgemeinheit  gefunden 
hatte,  brauchte  er  die  eine  Ebene  nur  vertical  zu  machen,  um 
das  Verhältuiss  der  Höbe  zur  Länge  als  maassgebend  zu  erkennen. 
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Galilei  nimmt  dagegen  von  vornherein  seinen  Ausgangspunkt  von 
der  einfacheren  Voraussetzung  einer  einzigen  schiefen  Ebene  und 
sucht  sogar,  wie  wir  aus  einer  Stelle  seiner  kleinen  Schrift  Deila 
scienza  meccanica*)  sehen,  diesen  Fall  noch  erst  in  besonderu 
Gestaltungen  zu  erfassen.  Er  findet  nämlich  den  Grund,  dass 
Fappus  (im  8.  Euch  seiner  Collectionen)  ohne  Erfolg  versucht 
habe,  das  Kräfteverhältniss  auf  der  schiefen  Ebene  zu  bestimmen, 
in  dem  Cardinalirrthum  des  Alexandrinischeu  Mathematikers,  dass 
auf  der  horizontalen  Ebene  ein  bestimmtes  Maass  von  Kraft  zur 
Hervorbringung  der  Bewegung  erforderlich  sein  müsse.  Indem 
er  nun  selbst  jede  beliebige,  wenn  auch  noch  so  kleine  Kraft  als 
genügend  voraussetzt,  sobald  mau  nur  von  den  zulUlIigeii  Hinder- 
nissen absieht,  gewinnt  er  für  die  horizontale  Ebene  den  Grenz- 
werth Null  und  hiemit  das  eine  Extrem  der  stetigen  Keihe  von 
Verhältnissen,  in  denen  für  die  verschiedenen  Neigungen  die  Kraft 
zum  Gewicht  stehen  muss.  Die  andere  Grenze  ergiebt  sich  ihm 
alsdann  für  die  streng  vertical  gestellte  Pibene,  in  welcher  das 
ganze  Gewicht  ohne  jeden  Abzug  gehoben  und  mithin  die  volle 
Wirkung  der  Schwerkraft  überwunden  werden  muss.  Die  Ver- 
mehrung in  der  Wirksamkeit  der  Schwere  ist  also  von  der  stetigen 
Zunahme  der  Erhebung  abhängig,  oder  sie  ist,  wie  wir  heute 
sagen  würden,  eine  Function  dieser  Erhebung,  d.  h.  des  be- 
treffenden Winkels  und  zwar  eine  solche  Function,  welche  sich 
stetig  zwischen  den  Grenzen  Null  und  Eins  bewegt.  Drückte  sich 
Galilei  auch  nicht  in  dieser  Weise  aus,  so  zeigt  doch  die  ange- 
führte Stelle,  dass  er  in  dieser  Art  gedacht  und  in  seinen  ur- 
sprünglichen Ueberlegungen  sowohl  das  Princip  der  Stetigkeit  als 
auch  die  Fingerzeige  benutzt  habe,  welche  in  der  Erwägung  der  beiden 
äussersten  Grenzfälle  dargeboten  wurden.  Der  weitere  Beweis,  den 
er  mit  Hülfe  des  Hebelprincips  führt,  und  den  wir  schon  in  Nr. 
30  auseinandergesetzt  haben,  lässt  noch  die  Spuren  des  ersten 
Ausgangspunkts  erkennen.  Es  entspricht  nämlich  die  successive 
Neigung  des  Hebelarms  und  die  Herbeiziehung  des  festen  Kreises 
dem  Bestreben,  die  Gesammtheit  aller  möglichen  Neigungen  der 
Ebene  ini  Auge  zu  behalten  und  übersichtlich  zur  Anschauung 
zu  bringen. 

Wir  würden  auf  die  Thatsache,  dass  Galilei  das  Problem 
der  schiefen  Ebene  unter  Anlehnung  an  das  Stetigkeitsprincip 


‘)  Bd.  XI.  der  angef.  Ausg.  der  Werke  S.  115. 
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behandelt  hat,  nicht  so  grosses  Gewicht  legen,  wenn  dieser 
Umstand  nicht  einerseits  in  einem  hemerkenswerthen  Contrast  zur 
allgemeinen  Darstellungsweise  Stevins  stünde  und  nicht  andererseits 
auch  historisch  als  ein  sehr  früher  Belag  der  Handhabung  der 
Stetigkeitsconsequenzen  constatirt  werden  müsste.  Stevin  führt 
seine  Sätze  und  Beweise  in  der  festen,  ja  man  könnte  sagen 
starren  Gestalt  vor,  welche  sich  schliesslich  als  das  am  meisten 
zwingende  üeberführungsmittel  ergeben  hat,  während  Galilei  meist 
den  Gedankenprocess  selbst  zur  Darstellung  bringt  und  in  stetiger, 
gleichsam  geschmeidiger  Entwicklung  die  naturgemässesten  Er- 
keuntnissgründe  in  ihrem  sich  fast  unwillkürlich  gestaltenden  Zu- 
sammenhang auftreten  lässt.  Stevins  Beweis  des  Gesetzes  der 
schiefen  Ebene  ist  im  höchsten  Grade  original;  aber  Galileis 
Auseinandersetzung  ist  ungeachtet  der  illusorischen  Natur  ihres 
Hauptpunktes  doch  weit  lehrreicher.  Obwohl  sie,  wie  wir  früher 
gesehen  haben,  den  entscheidenden  Umstand  postulirt  und  daher 
nur  scheinbar  bewei.st,  so  bietet  sie  doch  in  ihrer  Entwicklung 
mehr  Anregung  zur  Erfassung  der  Natur  des  Gegenstandes,  als 
die  sinnreiche,  aber  unmotivirt  hervortretende  Wendung  des 
Niederländischen  Mathematikers. 

Man  muss  nun  fragen,  ob  denn  Stevin  in  der  That  den 
fraglichen  Satz  strenger  bewiesen  habe  als  Galilei.  Der  erstere 
galt  bis  in  das  letzte  Jahrhundert  als  Entdecker  des  Princips  der 
schiefen  Ebene,  und  es  wäre  für  den  jüngeren  Italiänischen  Zeit- 
genossen nicht  günstig,  wenn  derselbe  in  einem  so  wesentlichen 
Punkte  nicht  einmal  die  Schürfe  seines  Vorgängers  erreicht  hätte. 
Ja  diese  Beziehung  müsste  noch  ein  bedenklicheres  Aussehen 
erhalten,  sobald  man  sich  erinnert,  dass  es  schon  einem  Leonardo 
da  Vinci  gelungen  war,  sogar  über  die  Zeit  der  Bewegung  auf 
der  schiefen  Ebene  Richtiges  festzustellen. 

ln  der  That  will  der  Stevinschc  Beweis  nicht  blos  als  sinn- 
reiches Kunstmittel,  sondern  auch  in  der  Schlüssigkeit  seiner 
Theile  und  ganz  besonders  in  der  Gestaltung  seiner  stillschweigenden 
V'^oraussetznngen  untersucht  sein.  Die  Annahme,  dass  der  freie 
Theil  der  Kette  für  sich  allein  im  Gleichgewicht  sein  müsse,  ist 
nicht  geeignet,  als  Axiom  zu  dienen,  sondern  erfordert  selbst  noch 
eine  Begründung.  So  richtig  sie  an  sicli  ist,  so  leuchtet  sie  doch 
nicht  von  selbst  ohne  Weiteres  ein.  Man  fragt  sich  unwillkürlich 
nach  dem  Warum.  Wo  aber  ein  solches  Bedürfniss  des  Denkens 
vorhanden  ist,  sich  eine  Vorstellung  noch  erst  nach  Gründen  zu 
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zerlegon,  da  ist  diesor  Umstand  Pin  untrügliches  Zeichen,  dass 
inan  es  mit  keiner  völlig  einfachen  und  daher  axiomatisch  brauch- 
baren Wahrheit  zu  thun  habe.  Ausserdem  ist  das  Stevinsche 
Arrangement  zu  verwickelt,  um  als  Ideal  eines  Beweises  gelten 
zu  können.  Namentlich  ist  die  Voraussetzung,  dass  sich  bei  der 
Bewegung  die  Theile  der  Kette  oder  Kugelgruppe  immer  wieder 
in  die  analoge  Position  begeben,  an  die  Combination  mehrerer, 
nicht  grade  einfacher  Vorstellungen  gebunden,  die  sich  noch 
obenein  um  so  weniger  leicht  vollziehen  lassen,  als  es  sich  um 
Schlüsse  in  Rücksicht  auf  einen  mechanisch  unmöglichen  Sachver- 
halt handelt.  Diese  indirecte  Natur  des  Beweises,  durch  welche 
er  die  Form  einer  Hinführung  auf  das  Absurde  annimmt,  eignet 
sich  nur  für  Fälle,  in  denen  man  die  mechanischen  Unmöglich- 
keiten a priori  zu  handhaben  vermag.  Dies  ist  aber  nur  ausführ- 
bar, wenn  es  sich  nicht  um  den  eigentlich  mechanischen,  sondern 
nur  um  den  mathematischen  Inhalt  der  grade  fraglichen  Be- 
ziehungen handelt.  Für  das  specifisch  Mechanische,  welches  auf 
Erfahrungsprincipien  und  nicht  auf  blossen  Denk-  und  Vor- 
stellungsgesetzen beruht,  sind  daher  derartige  Wendungen  unzu- 
treffend, indem  sie  Allerlei  voraussetzen,  was  wohl  den  Gewohn- 
heiten der  Anschauung  entsprechen  mag,  aus  diesem  Grunde  aber 
noch  keineswegs  zu  Hülfe  genommen  werden  darf. 

Hienach  ist  also  sowohl  bei  Galilei  als  Stevin  kein  be- 
friedigender Beweis  des  Princips  der  schiefen  Ebene  anzutreffen, 
sondern  wir  haben  es  in  beiden  Fällen  nur  mit  einem  Nachweise 
oder  mit  einer  Art  Erläuterung  des  Gesetzes  zu  thun.  Die  Ke- 
duction  einer  Kraft  auf  eine  feste  Richtung,  d.  h.  die  Bestimmung 
der  Wirksamkeit  nach  dieser  vorgeschriebenen  Richtung  ist,  wie 
wir  Nr.  28  und  30  erörtert  haben,  der  Fundamentalpunkt,  dessen 
Erledigung  mit  dem  Beweise  des  Princips  der  schiefen  Ebene 
gleichbedeutend  ist.  Dieser  Kern  der  Sache  ist  mm  aber  weder 
durch  Galilei  noch  durch  die  ältere  Wendung  Stevins  dargelegt 
worden.  In  dem  einen  Fall  kam  sogar  zu  der  stillschweigenden 
Postulirung  der  Hauptsache  noch  die  Verwicklung,  welche  durch 
die  Anlehnung  an  das  Hebelprincip  entstehen  musste.  Wie  es 
logisch  unhaltbar  sei,  das  Princip  der  schiefen  Ebene  auf  den 
Hebel  zurückführen  zu  wollen,  werden  wir  jedoch  erst  vollständig 
einseheu,  wenn  wir  uns  mit  der  Natur  und  den  Schwierigkeiten 
eines  völlig  stichhaltigen  Beweises  des  Hebelgesetzes  vertraut  ge- 
macht haben. 
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38.  Der  Satz  vom  Hebel  ist  das  Fundament  der  antiken 
Statik  und  vorherrschend  auch  der  Ausgangspunkt  der  ersten 
neuem  Bestrebungen  in  dieser  Wissenschaft.  Der  Vorgang  des 
Archimedes  wurde  in  dieser  Beziehung  fast  überall  maassgebend. 
Auch  wo  man  nebenher  noch  andere  Stützpunkte  einführte,  entzog 
man  sich  dennoch  nicht  einer  völlig  selbständigen  Behandlung 
des  Hebelgesetzes.  Das  letztere  spielte  daher  seine  fundamentale 
Rolle  nicht  etwa  nur,  wie  sehr  natürlich,  neben  dem  Satz  von 
der  schiefen  Ebene,  sondern  auch  neben  dem  von  Galilei  in  allen 
Richtungen  zur  Geltung  gebrachten  Princip  der  virtuellen  Ge- 
schwindigkeiten. Begreiflicherweise  konnten  auch  die  Anfänge 
einer  Einsicht  in  das  Zusammeusetzungsprincip  der  Kräfte  dem 
selbständigen  Charakter  des  Hebelpriucips  keinen  Eintrag  thun, 
da  ja  noch  bis  auf  den  heutigen  Tag  das  Verhalten  paralleler 
Kräfte  als  eine  dem  Zusammeusetzungsprincip  nicht  unmittelbar 
unterzuordnende  Beziehung  stehen  gebliehen  ist.  Ja  man  hat  sich 
sogar  im  Laufe  des  gegenwärtigen  Jahrhunderts,  namentlich  im 
Anschluss  an  den  Poiusotschen  Begriff  der  Kräftepaare  mehr  und 
mehr  genöthigt  gesehen,  eine  eigenthümliche  und  in  der  That 
interessante  Doppelheit  der  Priucipien  vorauszusetzen.  Die  oft 
gemachte  Bemerkung,  dass  die  Fälle,  in  denen  das  Hebelgesetz 
die  leichteste  Auskunft  ergiebt,  für  das  Zusammeusetzungsprincip 
grade  die  schwierigsten  sind,  hat  einen  tiefem  logischen  Grund, 
dessen  Darlegung  jedoch  erst  bei  der  Behandlung  der  neuern  Ge- 
staltungen eines  Systems  der  Mechanik  am  Orte  sein  wird.  Hier 
beschränken  wir  uns  zunächst  auf  eine  Auseinandersetzung  der 
Rolle,  welche  das  Hebelgesetz  und  dessen  Beweise  an  sich  selbst 
als  isolirte  Ausgangspunkte  der  Statik  gespielt  haben. 

Im  Allgemeinen  lebnte  man  sich  im  Eingänge  der  neuern 
Zeit  an  die  Archimedische  Ueberlieferung  an  und  erlaubte  sich 
nur,  wie  namentlich  Stevin  und  Galilei  thaten,  verhältuissmässig 
sehr  wenig  abweichende  Wendungen,  ja  eigentlich  nur  untergeord- 
nete, zur  Veranschaulichung  dienende  Modificationen.  Wir  werden 
daher  den  Gedankengang  des  Archimedes  zunächst  genauer  dar- 
legen müssen,  um  uns  zu  einer  Prüfung  der  modernen  Expositions- 
art in  den  Stand  zu  setzen. 

Schon  Nr.  6 hatten  wir  anzuführen,  dass  Archimedes  das 
Gleichgewicht  des  gleicharmigen,  mit  gleichen  Gewichten  be- 
schwerten Hebels  postulirt.  Er  thut  dies,  indem  er  an  der  Spitze 
des  ersten  Buchs  de  aequipouderautibus  (über  das  Gleichgewicht 
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der  Ebenen)  die  Fundamentalvoraussetzung  einführt:  „Gleich 

schwere  Grössen  in  gleichen  Entfernungen  wirkend  sind  im  Gleich- 
gewicht.“ Der  vierte  Satz  ist  seiner  Form  als  Lehrsatz  ungeachtet 
wesentlich  nur  eine  Umschreibung  jener  Grundvoraussetzung.  Da 
er  jedoch  den  Hauptsatz  vom  Hebel  vorbereitet,  so  muss  er  bei 
der  Kritik  des  letzteren  beachtet  werden.  Er  lautet:  „Wenn  zwei 
gleich  schwere  Grössen  nicht  einerlei  Schwerpunkt  haben,  so  liegt 
der  Mittelpunkt  der  Schwere  einer  aus  diesen  beiden  zusammen- 
gesetzten Grösse  in  der  Mitte  derjenigen  graden  Linie,  welche 
die  Schwerpunkte  beider  Grössen  verbindet.“  Mit  diesem  Satze 
ergiebt  sich  zugleich  die  Bestimmung  des  Schwerpunkts  für  eine 
beliebige  Anzahl  gleich  schwerer  und  auf  derselben  graden  Linie 
in  gleichen  Abständen  geordneter  Grössen.  Es  wird  derselbe  stets 
in  der  Mitte  der  beiden  äussersten  Gewichte,  d.  h.  in  der  Mitte 
der  ganzen  Länge  liegen.  Diese  letztere  Vorstellung  ist  nun 
grade  diejenige,  von  welcher  bei  dem  Beweise  des  sechsten  Satzes, 
der  das  allgemeine  Hebelgesetz  formulirt,  ein  entscheidender  Ge- 
brauch gemacht  wird.  Allerdings  sei  der  Genauigkeit  wegen 
bemerkt,  dass  im  sechsten  Satz  das  allgemeine  Hebelgesetz  nur 
für  commensurable  Beziehungen  der  Hebelarme,  resp.  Gewichte 
erwiesen  wird,  um  alsdann  vermittelst  der  Exhaustionsvorstellung 
eine  Uebertragung  auf  den  Fall  von  Incommensurabilitäten  zu  er- 
fahren. Diese  rein  mathematische  Wendung  hat  jedoch  kein 
specifisch  mechanisches  Interesse,  und  wir  sind  heute  gewohnt, 
uns  kurzweg  an  Stelle  besonderer  Manipulationen  auf  das  Stetig- 
keitsprincip  oder  aber  specieller  auf  die  logische  Nothwendigkeit 
zu  berufen,  dass  die  Möglichkeit  einer  unbeschränkten  Annäherung 
an  eine  Grenze  auch  für  diese  Grenze  selbst  die  entsprechenden 
Thatsachen  und  Eigenschaften  mit  sich  bringe,  die  in  Rücksicht 
auf  die  von  ihr  unendlich  wenig  verschiedenen  Grössen  statthaben. 
Aus  diesem  Grunde  haben  wir  nicht  nöthig,  besonders  auf  den 
Fall  einzugehen,  in  welchem  die  Hebelarme  und  mithin  auch  die 
Gewichte  kein  gemeinschaftliches  Maass  haben. 

Erinnern  wir  uns  des  Sinnes,  in  welchem  man  gewöhnlich 
von  einem  allgemeinen  Hebelgesetz  redet.  Eine  unveränderliche, 
d.  h.  undehnbare  und  unbiegsame,  starre  Linie,  die  man  eine 
mechanisch  mathematische  nennen  könnte,  ist  in  irgend  einem 
ihrer  Punkte  unterstützt  oder  mit  andern  Worten  in  einer  recht- 
winkligen Richtung  zurückgehalten.  In  der  Ebene,  welche  die 
Linie  mit  dieser  Richtung  bildet,  und  parallel  mit  dieser  Richtung. 
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aber  im  entgegengesetzten  Sinne  greifen  an  zwei  beliebigen  Punkten 
Kräfte  von  einer  solchen  Grösse  an,  dass  sie  sich  zu  einander 
umgekehrt  wie  ihre  Entfernungen  vom  Uuterstützungspunkt  ver- 
halten. In  diesem  Fall  ist  das  System  iin  Gleichgewicht,  d.  h. 
die  beiden  Kräfte  bringen  keine  Drehung  hervor.  VV'elcheu  Druck 
oder  welche  Spannung  der  Drehpunkt  erleide,  ist  eine  Frage  für 
sich,  die  man  zwar  gewöhnlich  als  durch  das  Hebelgesetz  mitbe- 
autwortet  ansieht,  die  aber  nur  dann  keine  Schwierigkeiten  dar- 
bietet, wenn  man  von  vornherein  von  dem  Begriff  des  Schwer- 
punkts und  von  den  Gesetzen  seiner  Ermittlung  ausgeht. 

In  der  That  geben  die  Archimedischen  Entwicklungen  zu 
weit  weniger  Bedenken  Anlass,  sobald  man  erkennt,  dass  der 
Syrakusische  Mathematiker  stets  Schwere  und  Schwerpunkte  speciell 
vor  Augen  hat.  Erstens  nimmt  er  den  Hebel  in  seiner  natür- 
lichen Gestalt,  indem  er  nicht  überhaupt  Kräfte,  sondern  die  ver- 
ticale  Schwere  an  ihm  wirken  lässt.  Zweitens  ist  seine  Er- 
mittlung der  Beziehungen  des  Unterstützungspunkts  nichts  weiter 
als  eine  Herleitung  des  Schwerpunkts  getrennter  und  auf  einer 
horizontalen  Linie  belegener  Gewichte.  Der  erstere  dieser  beiden 
Umstände  hat  ihm  allerdings  von  Seiten  Formats  *)  den  Eiuwand 
zugezogen,  dass  er  es  bei  seinem  Hebel  nicht  mit  genau  parallelen 
Kräften,  sondern  mit  solchen  Bewegiiugsantrieben  zu  thun  habe, 
die  nach  dem  Mittelpunkt  der  Erde  coiivergiren.  Da  mau  aber 
die  Archimedische  Anlehnung  au  die  Verhältnisse  der  Schwere 
nur  so  zu  verstehen  hat,  dass  im  Hinblick  auf  dieselben  gewisse 
Beziehungen  formirt  werden,  so  entscheidet  diese  letztere  Formation 
selbst  und  nicht  die  ganz  specielle  und  nebensächliche  Beschaffenheit 
des  Vorbildes.  Anders  würde  sich  allerdings  die  Sache  verhalten, 
wenn  Archimedes  irgend  etwas  aus  der  Convergenz  und  nicht  viel- 
mehr Alles  aus  dem  vorausgesetzten  Parallelisinus  bewiesen  hätte. 

Der  Gedaukengaug  in  dem  fraglichen  Beweise  und  dessen 
erwähnten  Vorbereitungen  klärt  sich  völlig  auf,  sobald  man  be- 
merkt, dass  er  nichts  als  eine  Abfolge  von  Sätzen  über  die  Lage 
der  Schwerpunkte  zwischen  Gewichten  auf  einer  und  derselben 
Horizontallinie  und  zwar  zunächst  zwischen  lauter  gleichen  Ge- 
wichten enthält.  Die  Fundamentalvoraussetzung  postulirt  den 
Schwerpunkt  zwischen  zwei  gleichen  Gewichten  als  in  der  Mitte 
liegend.  Der  erwähnte  vierte  Satz  giebt  eine  genauere  Fassung 


')  Format,  Varia  Opera  mathematica,  Tulosae  1070,  S.  142. 


Digitized  by  Google 


70 


dieser  Idee,  indem  die  Schwerpunkte  der  Gewichte  selbst  als  die 
Grenzen  des  Abstandes  genommen  werden,  und  er  führt  auf  diese 
Weise  auch  zugleich  zur  Bestimmung  des  gemeinsamen  Schwer- 
punkts einer  ganzen  Reihe.  Setzt  man  nun  eine  beliebige  Reihe 
gleich  schwerer,  in  gleichen  Abständen  geordneter  Gewichte  auf 
einer  horizontalen  Liuie  voraus,  so  liegt  der  Schwerpunkt  dieses 
ganzen  Systems  in  der  Mitte  der  durch  die  beiden  äiissersten  Ge- 
wichte begrenzten  Linie.  Nun  theile  man  die  ganze  Gewichtreihe 
beliebig  in  zwei  Gruppen  und  ermittle  für  beide  die  jedesmal 
zugehörigen  Schwerpunkte.  Jede  der  beiden  Gruppen  kann  mm 
durch  symmetrische  Verschiebung  um  ihren  Schwerpunkt  beliebig 
verändert  werden;  ja  man  kann  die  Gewichte  im  Schwerpunkt 
jeder  Gruppe  vollständig  zusammenschieben.  Alsdann  erhalten 
wir  an  Stelle  der  beiden,  aus  gleich  vertheilten  und  gleichen  Ge- 
wichten bestehenden  Reihen  zwei  Gewichte,  die  in  den  beiden 
Schwerpunkten  angreifen  und  sich  ihrer  Grösse  nach  wie  die  Aus- 
dehnungen verhalten,  welche  die  in  ihnen  vereinigten  Partial- 
gewichte ursprünglich  auf  der  beschwerten  Linie  einnahmen. 

Um  nicht  in  nebensächliche  Weiterungen  zu  gerathen,  ist  e.s 
zweckmässig,  ursprünglich  eine  grade  Anzahl  von  Gewichten  vor- 
auszusetzen. Alsdann  ist  die  Anzahl  der  auf  der  Linie  gebildeten 
Abschnitte  ungrade,  und  der  Hauptschwerpunkt,  d.  h.  derjenige 
der  ganzen  Reihe  fällt  in  die  Mitte  des  mittleren  Abschnitts.  Die 
Gruppentheilung  wird  man  ebenfalls  am  bequemsten  so  vornehmen, 
dass  jede  Gruppe  eine  grade  Anzahl  von  Gewichten  und  mithin 
eine  ungrade  Anzahl  von  Abschnitten  repräsentirt.  Alsdann  wird 
der  Schwerpunkt  jeder  Gruppe  in  die  Mitte  ihres  mittleren  Ab- 
schnitts fallen,  und  es  werden  dort  alle  Gewichte  derselben  zu 
vereinigen  sein.  Stillschweigende  Voraussetzung  ist  hiebei,  da.ss 
in  der  Wirksamkeit  der  Gewichte  auf  das  ganze  System  dadurch 
nichts  verändert  werde,  dass  man  dieselben  in  ihrem  Schwer- 
punkt vereinigt.  Die  Frage  nach  der  gegenseitigen  Lage  der  drei 
Schwerpunkte,  nämlich  des  Gesammtschwerpuukts,  welcher  unter- 
stützt oder  in  welchem  die  Liuie  als  aufgehäugt  gedacht  wird, 
und  der  beiden  Gruppeuschwerpunkte  ist  nun  eine  rein  geometrische, 
führt  aber,  wie  man  sogleich  sehen  wird,  erst  zu  dem  eigentlichen 
Ausdruck  des  Hebelgesetzes.  Eine  Linie  ist  zunächst  in  ihrer 
ganzen  Länge  halbirt,  alsdann  beliebig  in  zwei  Theile  zerlegt, 
d jeder  derselben  halbirt.  Die  beiden  letzteren  Halbiruugs- 
werden  nun  vom  er.steren  solche  Abstände  haben,  die  den 
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Linientheilen,  welche  von  ihnen  halbirt  wurden,  umgekehrt  propor- 
tional sind.  Dies  ist  ein  rein  geometrischer  Satz.  Man  sieht 
aber,  dass  durch  denselben  auch  sofort  festgestellt  wird,  wie  die 
Abstände  sich  nun  umgekehrt  wie  die  au  ihren  Endpunkten  an- 
grdifenden  Gewichte  verhalten;  denn  diese  Gewichte  verhielten 
sich  ja,  wie  ihre  ursprüngliche  Vertheiluug  anschaulich  zeigte,  wie 
die  Ausdehuungen,  auf  deueu  sie  sich  ausbreiteteu.  Die  um  Eins 
grössere  Anzahl  der  Gewichte,  verglichen  mit  den  Abschnitts- 
zahleu,  darf  nicht  stören,  da  dieser  Umstand  beiderseitig  statthat 
und  daher  die  Proportionalität  unberührt  lässt. 

39.  Die  gegebene  Entwicklung  zeigt,  wie  die  Gewichte, 
welche  man  am  Hebel  so  arrangiren  will,  dass  sie  einander  auf- 
wiegen, in  solchen  Abständen  angebracht  werden  müssen,  die  ihren 
eignen  Grössen  umgekehrt  proportional  sind.  Archimedes  hat 
nun  freilich  den  Kern  seines  Beweises  nicht  in  solcher  Ab- 
sonderung hervorgehoben,  wie  wir  dies  gethan  haben.  ,Ta  es 
könnte  scheinen,  als  wenn  er  sogar  in  einer  gewissen  Beziehung 
den  umgekehrten  Weg  eingeschlagen  hätte.  Indessen  zeigt  sich 
bei  näherer  Betrachtung,  dass  alle  andern  Umstände  seiner  Dar- 
legung nur  nebensächlich  sind,  und  dass  die  directe  Herleitung 
des  Hauptsatzes  in  der  That  wesentlich  die  Form  hat,  in  welcher 
wir  sie  vorher  entwickelt  haben.  Archimedes  geht  nämlich  von 
dem  Beweisthema,  d.  h.  von  dem  bereits  formulirten  Satz  aus 
und  muss  daher  die  gegebenen  Gewichte  erst  in  gleiche  Theile 
zerlegen.  Diese  Theilgewichte  werden  alsdann  um  die  Schwer- 
punkte der  Gesammtgewichte  in  den  zu  beiden  Seiten  gleichen 
Abständen  auf  dem  Hebel  selbst  und  dessen  Verlängerungen  so 
geordnet,  dass  sie  die  um  den  Uuterstützungspunkt  zu  beiden  Seiten 
gleich  vertheilte  Reihe  bilden.  Die  Möglichkeit  dieses  Arrange- 
ments beruht  geometrisch  auf  dem  Umstande,  dass  sich  der 
Voraussetzung  gemäss,  die  Gewichte  umgekehrt  wie  ihre  Ab- 
stände vom  Unterstützungspunkt  verhalten.  Die  Anordnung  ist 
nun  auf  diese  Weise  gegeben  und  es  bleibt  nur  zu  beweisen,  dass 
wirklich  Gleichgewicht  statthabe.  Dieser  Beweis  wird  von  Archi- 
niedes  eben  nur  dadurch  geführt,  dass  er  zeigt,  wie  das  ganze 
System  in  der  fraglichen  Vertheilung  offenbar  schon  nach  der 
Fundamentalvoraussetzung  und  nach  dem  oben  erwähnten  vierten 
Satz  im  Gleichgewicht  ist,  und  wie  das  ursprüngliche  System,  von 
dem  als  von  dem  Beweisgegenstand  ausgegangen  wurde,  für  jenes 
Arrangement  substituirt  werden  kann.  In  dieser  Substitution  liegt 
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der  Nerv  des  Beweises,  und  wir  haben  uns  daher  oben  besonders 
bemüht,  diesen  Punkt  hervortreten  zu  lassen. 

Zur  Veranschaulichung  sei  noch  bemerkt,  dass  in  der  frag- 
lichen Vertheilung  jeder  Hebelarm  um  den  andern  verlängert 
werden  mnss,  so  dass  sich  die  ganze  Hebellänge  verdoppelt. 
Nimmt  man  z.  B.  im  Anschluss  au  Archimedes  ein  möglichst 
einfaches  Verhültuiss,  also  den  Fall,  dass  der  eine  Hebelarm 
doppelt  so  lang  ist  als  der  andere,  so  erhält  man  drei  Abschnitte 
und  mit  den  Verlängerungen  sechs,  so  dass  mau  das  grössere 
Gewicht  in  vier,  das  kleinere  in  zwei  Theile  zerlegen  muss.  Man 
bringt  alsdann  diese  verschiedenen  Theilgewichte  in  den  Mitten 
der  Abschnitte  an.  Auf  diese  Weise  ist  die  gleichmässige  Ver- 
theilung auf  den  sechs  Abschnitten  bewerkstelligt,  und  der  üuter- 
stützungspuukt  liegt  in  der  Mitte,  so  dass  er  die  beiden  mittleren 
Abschnitte  von  einander  trennt  und  die  beiden  nächsten  Gewichte 
in  der  Entfernung  eines  halben  Abschnitts  liegen  hat. 

Die  Classicität,  welche  der  Archimedische  Hebelbeweis  er- 
langt hat,  ist  bis  jetzt  jederzeit  von  irgend  welchen  Bemängelungen 
getrübt  gewesen.  Mau  hat  sich  bis  in  die  neuste  Zeit  nicht 
überzeugen  können,  dass  dieser  Beweis  völlig  stichhaltig  und  ohne 
Lücke  sei.  Das  Hauptbedeuken  betrifft,  wie  schon  angedeutet, 
grade  den  am  meisten  entscheidenden  Umstand,  nämlich  die  Sub- 
stitution der  getrennten  und  der  verbundenen  Gewichte.  Am 
wenigsten  aber  will  es  ohne  Weiteres  eiuleuchteii,  dass  eine  solche 
Substitution  auch  daun  zulässig  sei,  wenn  die  vertheillen  Gewichte, 
die  zu  einer  Gruppe  gehören,  mit  ihrer  einen  Hälfte  auf  die  andere 
Seite  des  Unterstützungspunkts  hinübergreifen.  Grade  in  diesem 
Fall  sieht  man  recht  deutlich,  wie  es  darauf  ankommt,  die  be- 
soudern  Gewichtsgruppen  zunächst  ganz  ohne  Rücksicht  auf  den 
Hebel  zu  betrachten,  giade  als  wenn  es  keinen  Unterstützungspunkt 
gäbe,  und  als  wenn  die  Hcbellinie  eben  nur  die  Lage  und  Ord- 
nung zu  bestimmen  und  die  Verbindung  der  übrigens  freien 
Gruppe  iü  einem  Ganzen  zu  repräsentiren  hätte.  Es  macht  sich 
also  unverkennbar  die  stillschweigende  Voraussetzung  geltend,  dass 
die  Wirksamkeit  von  Gewichten  dieselbe  bleibt,  wenn  sie  in 
ihrem  Schwerpunkt  vereinigt  oder  um  denselben  so  gruppirt  ge- 
dacht werden,  dass  derselbe  unverändert  bleibt.  Bliebe  der  An- 
griffspunkt in  dem  einen  wie  in  dem  andern  Fall  derselbe,  und 
zortheilte  er  sich  nicht  vielmehr  in  eine  Reihe  von  Angriffspunkten, 
so  würde  die  Formveränderung  der  Gewichte  nicht  die  mindeste 
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Schivierigkeit  machen;  denn  die  Voraussetzung,  dass  ein  Gewicht 
mit  seiner  ganzen  Schwere  im  Aufliäugungspunkte  wirkt,  liegt 
schon  in  der  Fundamentalvorstellung,  die  sich  Archimedes  von 
der  Grösse  der  Schwere  und  überhaupt  von  der  Wirksamkeit  eines 
Gewichts  sowie  von  deren  Maass  gemacht  haben  muss.  In  dieser 
Beziehung  wäre  also  nichts  eiuzuwenden,  wenigstens  solange  man 
nicht  auf  die  Natur  der  Schwerkraft  in  moderner  Weise  eiugehen 
und  etwa  den  Einfluss  der  Gestalt  der  Körj)er  erörtern  will.  Der- 
artiges wäre  aber  hier  um  so  weniger  angebracht,  als  ja  das  Hebel- 
problem mit  einer  besondern  Kraftgattung  gar  nichts  zu  schaffen 
hat,  sondern  überhaupt  nur  Bewegungsautriebo  oder  Kräftrnvirkungeu 
in  einer  angenommenen  Kichtung  au  den  betreffenden  Angriffs- 
punkten voraussetzt. 

Nach  Alledem  besteht  das  Hauptergebniss  der  Darstellung 
und  Prüfung  des  Archimedischen  Beweises  in  der  Erkeimtniss, 
dass  der  mathematische  Bestandtheil  desselben  völlig  sclilüssig  und 
zugleich  als  eine  höchst  sinnreiche  Combiuation  zu  betincliteu  ist, 
während  das  rein  mechanische  Element  in  demselben  noch  viel  zu 
wünschen  übrig  lässt.  Ausser  der  berechtigten  Voraussetzung  des 
Gleichgewichts  gleicher  Grössen  am  gleicharmigen  Hel)el  spielt 
noch  ein  weniger  klares  Substitutiousprincip  eine  entscheidende 
Bolle.  Vermöge  des  letzteren,  welches  nicht  einmal  ausdrücklich 
postulirt  wird,  sondern  stillschweigend  zu  Grunde  liegt,  müsste  es 
möglich  sein,  in  allen  Combinationen  an  die  Stelle  einer  Grujipe 
von  Gewichten  die  im  Schwerpunkt  vereinigte  Masse  derselben  zu 
setzen.  Diese  Idee  ist  aber  au  sich  nicht  klar  genug,  um  als 
unbewiesenes  Vehikel  einer  Ableitung  des  Hebelgesetzes  zu  dieneu. 

Da  bis  jetzt  alle  Versuche,  den  Archimedischen  Beweis 
strenger  zu  gestalten,  keinen  erheblichen  Erfolg  gehabt  haben,  so 
liegt  die  Vermuthung  nahe,  dass  die  ganze  fragliche  Art  und 
Weise  des  Ableitens  für  die  Meclninik  als  für  eine  auf  specifisch 
empirischen  Axiomen  ruhenden  Wissenschaft  uugeeignet  sei.  In 
der  That  kann  man  von  den  Verbindungen  und  Trennungen  der 
Gewichte  und  von  der  Möglichkeit  der  erwähnten  Substitution  keine 
rein  apriorische  Vorstellung  haben.  Jede  Synthese  des  blossen 
Gedankens  trifft  daher  bei  jedem  Schritt  auf  Schwierigkeiten.  Sie 
muss  nach  etwas  fragen,  was  durch  die  rein  mathematische  Vor- 
stellung nicht  ausgemacht  werden  kann,  und  was  in  dem  wirklich 
benutzten  empirischen  Fundamentalaxiom  weder  enthalten  ist,  noch 
mit  Hülfe  desselben  gefolgert  werden  kann.  Die  Voraussetzung, 
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dass  gleiche  Gewichte  iu  gleichen  Abständen  im  Gleichgewicht 
sind,  besagt  nichts  über  die  Ersetzung  zweier  Gewichte  oder  gar 
einer  Gruppe  von  Gewichten  durch  ein  drittes  und  zwar  noch 
dazu  unter  Vertauschung  der  mehreren  Angriffspunkte  mit  einem 
einzigen  oder  umgekehrt  eines  einzigen  Angriffspunktes  mit 
mehreren.  Offenbar  würde  es  nicht  einmal  hinreichen,  nachzu- 
weisen, dass  die  verschiedenen  Gewichte  mit  der  Summe  ihrer 
parallelen  Zugkräfte  einem  festen  Hinderniss  gegenüber  dieselbe 
Wirkung  üben,  als  die  ini  Schwerpunkt  vereinigten  Gewichte.  Die 
Hebellinie  ist  nämlich  ein  drehbares  S)'stem,  und  hier  complicirt 
sich  die  Wirkung  der  Theilgewichte  augenscheinlich  so  sehr,  dass 
die  erwähnten  Hedenken  gegen  die  erläuterten  Substitutionen  unter 
allen  Umständen  bestehen  bleiben.  Die  Lösung  der  unter  Andern 
auch  von  Huygheus  ‘)  anerkannten  Schwierigkeiten  des  Archime- 
dischen Beweises  wird  daher  aller  Wahrscheinlichkeit  nach,  d.  h. 
wenn  unsre  Ansicht  von  der  Natur  der  Verkettung  mechanischer 
Wahrheiten  richtig  ist,  nicht  in  einer  Verbesserung  der  antiken 
Demonstration,  sondern  in  der  Ersetzung  derselben  durch  eine 
moderne  Boweisart  zu  suchen  sein.  Die  letztere  wird  natürlich 
auf  Bewegungen  zurückgreifen  und  dem  Sinn  entsprechen  müssen, 
in  welchem  das  l’rincip  der  virtuellen  Geschwindigkeiten  nach 
seinem  axioinatischon  Bcstandtheil  verwendet  worden  ist  oder  noch 
in  verschiedenen  Kichtungeu  verwendet  werden  kann. 

40.  Da  wir  uns  durch  den  übrigens  so  strengen  und  sinn- 
reichen Archimedischen  Beweis  des  Hebelgesetzes  von  den  Schwierig- 
keiten überzeugt  haben,  mit  welchen  die  gedankliche  Verkettung 
specifisch  mechanischer  Thatsachen  und  Beziehungen  verbunden 
ist,  so  dürften  schon  hier  einige  Bemerkungen  über  die  Voraus- 
setzungen der  Möglichkeit  völlig  befriedigender  mechanischer  Schluss- 
folgerungen für  das  Verständniss  der  ferneren  geschichtlichen  Ent- 
wicklung von  Nutzen  sein.  Soll  eine  ernstliche  Deduction  satthaben, 
so  sind  empirische  Axiome  unumgänglich;  denn  aus  blosser  Mathe- 
matik, ohne  Hinzunahme  von  etwas  Anderem,  kann  stets  wiederum 
nur  rein  Mathematisches,  niemals  aber  etwas  specifisch  Mechanisches 
entwickelt  werden.  Letzte  Principien  oder  Axiome  sind  nur  das 
Ergebniss  der  Zerlegung  complicirter  Beziehungen,  und  die  allgemeine 
Gattung  der  letztem  ist  auch  für  die  Natur  der  erstem  entscheidend. 


‘)  Duinonatratio  aeqnilibrii  bilancis  in  den  Opera  varia. 


Digilized  by  Googk 


75 


Es  muss  eine  gewisse  Gleichartigkeit  zwischen  den  Wahrheiten 
und  den  ihnen  zu  Grande  liegenden  Axiomen  bestehen. 

Ein  zweiter  sehr  erheblicher  Punkt  für  die  strenge  Gestaltung 
des  Systems  der  Mechanik  ist  die  Fassung  der  Ausgangsbegrilfe. 
Je  abstracter  dieselben  gehalten  werden  können,  um  so  leichter 
wird  man  sie  vollständig  beherrschen.  Nun  ist  es  aber  durchaus 
nothwendig,  dass  die  mechanischen  Begriffe,  aus  denen  mau  schliessen 
will,  nichts  enthalten,  was  nicht  vollkommen  durchsichtig  wäre. 
Man  muss  daher  die  erfahruugsmässigen  Bestandtheile  so  ge- 
stalten, dass  sie  eine  dem  Verstände  wenigstens  formal  vollkommen 
begreifliche  Vorstellung  repräsentireu.  So  ist  z.  B.  die  Idee  von 
einem  Bewegungsantrieb  oder  von  einer  bewegenden  Ursache,  die 
auf  einen  Punkt  wirkt,  formell  ganz  deutlich,  sobald  dabei  nichts 
gedacht  wird,  als  die  Voraussetzung,  dass  ein  Grund  existire, 
vermöge  dessen  eine  bestimmte  Bewegungserscheinung  erfolgen 
soll.  Dieses  Soll  kann  gleichsam  durch  eine  Satzung  des  Gedankens 
angenommen,  und  mit  einem  solchen  Begriff  wie  mit  einer  rein 
mathematischen  Vorstellung  operirt  werden.  Hiebei  bleibt  freilich 
die  Gestaltung  der  Ursache  im  besondern  Fall  ausser  Frage,  und 
die  Art,  wie  solche  Ursachen  bestehen  bleiben,  also  etwa  das 
Naturgesetz  der  Beharrung,  gehört  in  das  Gebiet  der  materiellen 
und  empirischen  Fundamente.  Dagegen  lässt  sich  mit  den  in  die 
erwähnte  Form  gebrachten  Grundbegriffen  ein  in  sich  gesclüossenes 
und  keiner  empirischen  Stütze  bedürftiges  System  aufführeu.  Jedes 
erfahrungsmässige  Grundgesetz  braucht  uämlich  nur  als  blosse 
Voraussetzung  zu  figuriren,  mit  der  der  Verstand  als  mit  einer 
blossen  Möglichkeit  arbeitet.  Durch  diese  Wendung  wird  die 

strengste  Schlüssigkeit  für  alle  Beziehungen  zulässig,  und  man 
sieht  schon  einigermaassen  voraus,  auf  welchem  Wege  man  das 
Ideal  eines  logisch  unanfechtbaren  Systems  der  Mechanik  zu 
suchen  habe. 

Dies  vorausgeschickt,  wird  man  keinen  Augenblick  Anstand 
nehmen  dürfen,  zu  behaupten,  dass  der  Archimedische  Begriff 
vom  Hebel  nicht  abstract  genug  gefasst  sei.  Um  streng  zu 
deducireu,  müssen  wir  wissen,  wie  wir  uns  zwei  Gewichte  und 
deren  Wirkungen  verbunden  zu  denken  haben.  Wir  müssen  ferner 
wissen,  wie  sich  die  Kraft  oder  Wirkung  vermöge  der  materiellen 
Verbindungslinie  mittheile  oder  wenigstens  mittheilen  solle.  Wir 
brauchen  in  dieser  Beziehung  mindestens  eine  Voraussetzung,  wenn 
wir  auch  nicht  nöthig  haben,  uns  in  diesem  Fall  um  die  besondere 
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Art  zu  kümmeru,  auf  welche  sich  in  der  Natur  thatsächlich  die 
Kraftbeziehungen  in  einer  Hebelstango  durch  diese  oder  jene 
Spannungen  vermitteln.  Es  ist  mithin  wenigstens  der  Begriff  einer 
in  den  gegenseitigen  Beziehungen  ihrer  Theile  unveränderlichen 
Linie  unumgänglich,  und  es  muss  für  diese  Linie  auch  noch  die 
Eigenschaft  vorausgesetzt  werden,  dass  in  ihr  jeder  Bewegungs- 
autrieb, der  in  irgend  einem  Punkte  statthat,  alle  andern  Punkte, 
wenn  auch  nach  einer  erst  zu  ermittelnden  Beziehung  ergreift. 
Wenn  nun  an  dieser  Linie  drei  Kräfte  rechtwinklig  und  nicht  alle 
in  gleichem  Sinne  augreifen,  so  lässt  sich  über  das  Verhalten  der 
Linie  je  nach  den  Maassverhältnissen  der  Kräfte  etwas  ausmachen, 
indem  man  die  Bewegungsantriebe  nach  der  Grösse  der  jedem 
solchen  Antrieb  möglichen  Bewegungswirkung  combinirt. 

Es  ist  hier  nicht  unsere  Sache,  schon  jetzt  ein  Beispiel  aus- 
zuführeu,  welches  in  seiner  allscitigen  Erörterung  sogar  auf  die 
Poinsotschen  Kräftepaare  hiuleiten  würde.  Unser  Gesichtspunkt 
war  eben  nur  darauf  gerichtet,  bereits  au  dieser  Stelle  die  Wich- 
tigkeit einer  lückenlosen  Berücksichtigung  aller  Ausgangsbegriffe 
bemerken  zu  lassen  und  zugleich  darauf  hinzuweisen,  wie  auch  in 
dieser  Beziehung  nicht  blos  der  Archimedische  Hebelbeweis  sondern 
auch  das  demselbeu  zu  Grunde  gelegte  Postulat  eine  ungenügende 
Fassung  erhalten  habe.  Schon  allein  aus  diesen  Gründen  und 
ganz  abgesehen  von  der  Verbindung  uud  Trennung  der  Gewichte, 
würde  daher  die  antike  Analyse  des  Hebelgesetzes  zu  weitern 
Aufordernngen  Anlass  geben. 

41.  Die  äusserlichen  Umgestaltungen,  welche  Stevin  und 
Galilei  mit  dem  Archimedischen  Hebelbeweis  vorgenommen  haben, 
dienen  einerseits  zur  Veranschaulichung,  lassen  aber  andererseits 
die  Schwächen  der  rein  mechanischen  Schlussfolgerungen  noch 
melir  hervortreteu.  Die  fraglichen  Modificationen  bestanden  wesent- 
lich darin,  dass  die  vertheilte  Gewichtreiho  durch  zwei  parallel- 
epipedische  Balken  ersetzt  wurde,  und  dass  die  beiden  Gewichte  von 
vornherein  durch  die  verticale  Aufhängung  dieser  Balken  repräsentirt 
werden  konnten.  Giebt  man  diesen  Balken  eine  solche  Länge, 
dass  sie,  in  der  Mitte  ihrer  Läugenausdehnung  aufgehängt,  auf 
der  Verlängerung  des  Hebelarms  jedesmal  lun  den  andern  Hebelarm 
hinausreichen,  so  repräsentiren  sie  die  dojipelten  Längen  derjenigen 
Hebelarme,  an  denen  sie  nicht  aufgehängt  sind,  und  erfüllen  die 
ganze  Ausdehnung  der  Hebellinie  und  ihrer  Verlängerungen  in 
einer  analogen  Weise,  wie  die  Archimedischen  Gewichte.  Der 
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Unterschied  besteht  nur  darin,  dass  wir  es  in  diesem  Fall  mit 
einer  stetigen,  ununterbrochenen  und  in  sich  zusammenhängenden 
Masse  zu  thun  haben.  Die  Mitte  der  Gesammtausdelmung  der 
beiden  horizontal  aufgehängteu  und  so  vereinigten  Balken  ist  nun 
der  Unterstützungspunkt,  und  der  ganze  Hebelboweis  reducirt  sich 
hienach  auf  die  Vorstellung,  dass  sich  der  verticalen  Aufhängung 
die  horizontale  Anbringung  substituiren  lasse. 

Bei  Galilei  finden  sich  zwei  im  Wesentlichen  gleiche  Dar- 
stellungen des  Hebelbeweises,  nämlich  die  ältere  in  der  posthumen 
Schrift  Deila  scienza  meccanica ')  und  die  der  Abfassung  nach 
neuere  in  dem  mechanischen  Hauptwerk  der  Discorsi  *).  An  der 
letzteren  Stelle  wird  eine  völlig  directe  Herleitung  des  Hebel- 
gesetzes gegeben.  Es  wird  ein  Prisma  an  seinen  beiden  Enden 
an  einer  gleich  langen,  horizontalen  Linie  aufgehängt,  und  die 
letztere,  d.  h.  das  ganze  System  dann  wieder  in  der  Mitte  durch 
Befestigung  von  oben  her  im  Gleichgewicht  gehalten.  Hiebei  liegt 
die  auch  von  Galilei  fonnulirte  Archimedische  Voraussetzung  zu 
Grunde,  dass  gleiche  Gewichte  in  Rücksicht  auf  den  in  der  Mitte 
liegenden  Schwerpunkt  im  Gleichgewicht  sind,  „indem  nicht  mehr 
Grund  vorhanden  sei,  nach  der  einen  als  nach  der  andern  Seite 
zu  neigen.“  *)  Das  Prisma  wird  nun  ferner  beliebig,  aber  ungleich 
getheilt,  und  zur  Erhaltung  des  Gleichgewichts  an  der  Durch- 
schneidungsstelle mit  der  Aufhängungslinie  durch  einen  Faden 
verbunden.  Jeder  der  ungleichen  Theile  wird  demnächst  nur  in 
seiner  Mitte  aufgehängt  und  an  seinen  Enden  durch  Lösung  der 
Verbindungen  frei  gelassen.  Hiemit  ist  das  gesuchte  Verhältniss 
am  Hebel  fertig  coustruirt;  denn  die  Entfernungen  der  beiden 
neuen  Anfhängungspunkte  vom  mittleren  Aufhängungspuukt  der 
Linie  sind  halb  so  lang  als  das  jedesmal  an  der  andern  Seite 
hängende  Prisma.  Die  Beschwerungen  verhalten  sich  mithin  in 
dem  so  construirten  Zustande  des  Gleichgewichts  der  Anhrlugungs- 
linie  umgekehrt  wie  ihre  Entfernungen  vom  Untei-stützungspunkt. 

Die  Bedenken , die  sich  unwillkürlich  auch  gegen  diese 
Galileische  Wendung  in  analoger  Weise  wie  gegen  die  Archimedische 
Beweisart  einstellen,  bedürfen  wohl  kaum  einer  besoiuiem  Er- 
läuterung. Dagegen  haftet  der  Galileischen  Nachweisung  noch 


')  Bd.  XI.  der  angof.  Aiisg.  der  Werke.  S.  (»2  fg. 
’ Ibid.  Bd,  XIII,  2.  Tag  S.  11.1. 

“)  Ibid.  Bd.  XJ,  S.  91. 
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eine  ihr  eigenthümliche  Schwierigkeit  an.  Es  zeigt  sich  nämlich 
hei  ihr  am  allerdeutlichsten,  wie  die  Vertauschung  der  Anhringungs- 
arten  das  Entscheidende  und  eigentlich  Beweisende  sei  oder  viel- 
mehr sein  solle.  Das  getheilte  Prisma  muss  offenbar  an  der 
Durchschnittsstelle  zweifach  d.  h.  wenigstens  durch  einen  Faden 
mit  zwei  Verzweigungen  nnterstützt  werden.  Um  die  später  vor/.ii- 
nehmende  Freimachung  jedes  Prismastücks  an  seinen  beiden  Enden 
in  ihrer  Wirkung  klar  vorzustellen,  ist  es  sogar  nöthig,  zwei 
getrennte  Fäden  vorauszusetzen,  welche  an  der  Durchschnittsstelle 
die  Unterstützung  der  beiden  völlig  getrennten  Theile  bewerk- 
stelligen. Nun  dürfte  es  wohl  einleuchtei),  dass  die  Verfolgung 
der  Veränderungen,  welche  die  Umgestaltungen  und  Einschiebungen 
von  Angriffs-  und  Wirkungspunkten  mit  sich  bringen,  keinen 
Hebelbeweis  ergeben  kann,  weil  zur  Beurtheilung  dieser  speciellen 
Modificationen  der  Satz  vom  Hebel  schon  selbst  vorausgesetzt 
werden  müsste.  Es  ist  durchaus  nicht  axiomatisch  klar,  dass  die 
beiden  Prismenstücke  in  ihrer  W'irkung  auf  die  Anbringungslinie 
dasselbe  leisten  müssen,  was  das  ganze  Prisma  wirkte.  Ebenso- 
wenigist es  selbstverständlich,  dass  die  Freimachung  an  den  Enden 
und  die  Aufhängung  in  der  Mitte  für  jedes  Stück  ohne  Folgen 
auf  die  gesammteu  Gleichgewichtsheziehungen  bleiben.  Sehen  wir 
also  näher  zu,  so  finden  wir,  dass  auch  bei  Galilei  die  Vertausch- 
barkeit  der  Wirkungen  aus  dem  Schwerpunkt  und  aus  andern 
Anbringungspunkten  eine  unzulässige  Rolle  spielt  und  sogar  in 
seinem  Arrangement  noch  sichtbarer  hervortritt,  als  bei  Archimedes. 
Dennoch  ist  aber  anzuerkeuneu,  dass  wenigstens  die  Aiibringungsart 
des  Gesammtprisma  nicht  eine  solche  ist,  bei  welcher  jeder  Theil 
desselben  als  an  der  festen  Anbringnngslinie  angreifend  gedacht 
werden  müsste.  Eine  solche  Vorstellung  würde  erst  die  Analogie  mit 
den  Archimedischen  Gewichten  vervollständigen,  indem  au  die 
Stelle  einer  discreten  Reihe  von  Angriffspunkten  eine  stetige  Linie 
träte.  Diese  Gestaltung,  welche  die  Schlüsse  noch  complieirter  und 
den  Sachverhalt  noch  dunkler  gemacht  haben  würde,  ist  jedoch  iu 
der  Galileischen  Darstellung  glücklich  vermieden  worden. 

Erinnern  wir  uns  des  mathematischen  und  des  rein  mecha- 
nischen Elements  im  Beweise  des  Hebelgesetzes,  so  ist  die  Trag- 
weite des  ersteren  und  die  Anziehungskraft,  welche  die  Archimedische 
Fassung  desselben  auf  die  Späteren  ausgeübt  hat,  ganz  unverkennbar. 
Auch  Galilei  hat  dieses  mathematische  Element  benutzt;  aber  auch 
er  hat  diesen  Rahmen  begreiflicherweise  nicht  mit  befriedigenden 


Digitized  by  Google 


79 


mechanischen  Vorstellnngen  auszufüllen  vermocht.  Wie  wir  schon 
früher  angedeutet  haben,  sehen  wir  in  diesem  Umstande  keinen 
individuellen  Mangel  der  besondem  Behandlung,  sondern  die  Folge 
einer  allgemeinen  Nothwendigkeit.  Es  ist  ganz  unmöglich,  die 
statischen  Gnmdverhältnisse  und  mithin  auch  das  Hebelgesetz 
ohne  Zurückgreifen  auf  die  Bewegungsantriebe  begreiflich  zu  machen. 
Galilei  selbst  bezeugt  dies  unabsichtlich,  indem  er  das  axiomatische 
Hebelprincip  mit  der  oben  angeführten  Erläutening  versieht,  dass 
kein  Grund  vorhanden  sei,  wanim  die  gleichen  Gewichte  in  Be- 
ziehung auf  den  in  der  Mitte  liegenden  Schwerpunkt  eher  nach 
der  einen  als  nach  der  andern  Seite  aus  ihrer  vorausgesetzten 
Lage  treten  sollten. 

42.  Der  Satz  vom  Hebel  gilt  in  Galileis  Darstellung  als 
ein  völlig  selbständiger  Ausgangspunkt  der  Mechanik.  Nichts- 
destoweniger wird  auch  er,  ganz  wie  die  andern  einfacheren  Grund- 
verhältnisse der  Statik,  aus  dem  Gesichtspunkt  der  virtuellen 
Geschwindigkeiten  erläutert.  Ja  sogar  werden  die  virtuellen  d.  h. 
blos  möglichen  Bewegungsverhältnisse  in  den  statischen  Com- 
binationen  sichtlich  als  tiefere  Erkenntnissgründe  zur  Geltung 
gebracht.  Ein  derartiges  Bestreben,  welches  die  Tragweite  des 
später  kurzweg  als  Princip  der  virtuellen  Geschwindigkeiten  be- 
zeichneten  Hauptsatzes  möglichst  auszudehneu  sucht,  ist  nun  offen- 
bar einZeugniss  für  die  Strenge  und  Natürlichkeit  der  Galileischen 
Denkweise. 

Wenn  an  der  Unternehmung  von  Lagrange,  die  ganze  Mechanik 
auf  das  Princip  der  virtuellen  Geschwindigkeiten  zurückzuführen, 
auch  nur  ein  erheblicher  Bestandtheil  haltbar  bleibt,  so  hat  Galilei 
den  meisten  Anspruch  darauf,  als  der  ursprünglichste  und  ent- 
scheidendste Begründer  dieser  Auffassungsart  des  Innern  Zusammen- 
hangs der  Erscheinungen  zu  gelten.  Von  den  früheren  Spuren 
des  virtuellen  Priucips  bei  Leonardo  da  Vinci  und  Guido  Ubaldi 
haben  wir  Nr.  12  und  14  bereits  geredet.  Bei  Galilei  findet  sich 
dieses  Princip,  wenn  auch  nicht  dem  Namen,  so  doch  der  Sache 
nach  in  allen  Richtungen  verwerthet.  Es  wird  in  der  ganzen 
Schrift  Deila  scienza  meccanlca  für  die  verschiedenen  einfachen 
Potenzen  und  ausserdem  noch  besonders  in  deu  hydrostatischen 
Untersuchungen  der  Abhandlung  über  die  schwimmenden  Körper 
(Discorso  intomo  alle  cose  che  stanno  in  su  l’acqua  etc.),  übrigens 
aber  auch  sonst  vielfach  zur  Anwendung  gebracht.  Ja  man  kann 
sagen,  dass  die  Benutzung  dieses  erst  verhältnissmässig  sehr  spät 
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zu  vollerer  Anerkennung  gelangten  und  berühmt  gewordenen  Principe 
einen  beeonderu  Charakterzug  der  natürlichen  Vorstellungsarten 
Galileis  ausgemacht  habe. 

Gegenwärtig  fonniilirt  man  das  fiugliche  Princip  gewöhnlich 
in  einer  Weise,  welche  dasselbe  als  einen  ziemlich  complicirten, 
im  Hinblick  auf  maunichfaltige  Voraussetzungen  ausgedrückten 
Lehrsatz  erscheinen  lässt,  ln  dieser  Gestalt  i.st  es  natürlich  nichts 
weniger  als  ein  Axiom,  indem  es  eingestandenermaassen  einen 
mehr  oder  minder  weitläufigen  Beweis  erfordert.  Um  einen  solchen 
zusammengesetzten  Lehrsatz  handelte  es  sich  nun  bei  dem  ersten 
Auftreten  der  weiter  greifenden  Anwendungen  des  noch  technisch 
unbeuaunten  Princips  keineswegs.  Es  war  vielmehr  nur  das  wirklich 
Principielle  und  Axiomatische,  was  in  dieser  Beziehung  gleichsam 
zum  Durchbruch  kam. 

In  der  letzteren  fundamentalen  Gestalt,  d.  h.  seinem  axioma- 
tischeu  Kerne  nach,  steht  das  Princip  iu  der  innigsten  Beziehung 
zu  den  Galileischen  Vorstellungen  von  der  Rolle  der  Geschwindigkeit 
in  der  Grössenbestimmung  der  Kräfte.  Die  virtuelle,  d.  h.  die 
mögliche  Geschwindigkeit,  oder  mit  andern  Worten  diejenige  Ge- 
schwindigkeit, mit  welcher  die  Bewegung  im  Falle  der  Störung 
des  Gleichgewichts  nach  Maassgabe  der  festen  und  der  venänder- 
lichen  Verhältnisse  des  Systems  erfolgen  würde,  ist  jener  hoch- 
wichtige Begriff,  der  uns  erlaubt,  die  statischen  Beziehungen  als 
Grenzen  und  mitbiu  auch  als  Consequenzen  von  Bewegungs- 
relationen zu  behandeln.  Vermöge  dieser  Vorstellungsart  werden 
die  niheuden  und  verborgenen  Verhältnisse  der  Statik  genöthigt, 
iu  sichtbaren  Proportionen  hervorzutreten,  uud  in  den  Dimensionen 
der  möglichen  Bewegungen  und  ihrer  relativen  Geschwindigkeiten 
das  zu  offenbaren,  was  im  Ruhezustände  nicht  unmittelbar  an- 
schaulich sein  konnte.  Insbesondere  wird  der  ganze  Inbegriff  der 
Elemente  der  mechanischen  Vorrichtung  oder  des  Systems  vou 
Verbindungen,  an  welchem  man  die  Kräfte  anbringt,  einzig  und 
allein  dadurch  in  seiner  die  Relationen  vorzeichnendeu  Wirkung 
verständlich,  dass  man  die  Bewegungen  feststellt,  die  er  den  An- 
griffspunkten der  Kräfte  in  jedem,  also  auch  im  Kall  des  Gleich- 
gewichts zu  machen  erlauben  würde.  Die  Verhältnisse  dieser 
niöglicben  Bewegungen,  bezogen  auf  dasselbe  Zeitelement,  also  die 
relativen  Geschwindigkeiten  repräsentiren,  abgesehen  von  allen 
angebrachten  Kräften,  die  statische  Wirkung  des  Systems  der 
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Verbindungen  selbst  und  gleichsam  die  innem  Kräftedeterminationen 
des  blossen  Arrangements. 

Dennoch  würde  es  aber  ein  Fehler  sein,  wenn  man  den 
wesentlichen  Gehalt  des  virtuellen  Princips  an  die  Voraussetzung 
knüpfen  wollte,  dass  ein  festes  System  beharrlicher  und  veränder- 
licher Verbindungselemente  zu  Grunde  liege.  Allerdings  ist  das 
Vorhandensein  eines  solchen  Systems  der  Ausgangspunkt  für  die 
Auffindungen  und  Bestätigungen  des  Princips  gewesen.  Indessen 
beweist  schon  die  heutige  allgemeine  Anwendung  des  Princips, 
dass  die  herkömmliche  Fassung  des  Begriffs  eines  Systems  von 
Verbindungen  für  die  Anwendung  jenes  Grundsatzes  keine  Schranke 
bilde.  Für  drei  Kräfte,  die  auf  einen  Punkt  wirken,  bildet  dieser 
Punkt  die  Verbindung  und  in  einem  weitern  Sinne  des  Worts  das 
System  oder  wenigstens  das  Element,  welches  die  Kräfte  wirklich  in 
gegenseitige  Beziehung  setzt  und  daher  zu  einem  System  vereinigt, 
ln  diesem  ausgedehnten  Sinne  gieht  es  gar  keine  Kräftecombinationen 
und  daher  auch  gar  keine  statische  Fragen,  bei  denen  nicht  irgend 
eine  Systemverbindung  vorausgesetzt  würde.  Schon  aus  diesem 
Gesichtspunkt  würde  also  das  virtuelle  Princip  so  weit  reichen 
als  die  Mechanik  selbst. 

Wir  haben  auf  den  Charakter  der  Allgemeinheit,  welcher 
mit  dem  virtuellen  Princip  verbunden  ist,  schon  hier  mit  einigen 
Ueberlegungen  eingehen  müssen,  um  die  Vorstellungen  Galileis 
in  ihrem  vollen  Umfang  und  ihrer  ganzen  Bedeutung  sichtbar 
machen  zu  können.  Es  wird  jetzt  darauf  ankommen,  im  Einzelnen 
Sinn  und  Art  nachzuweisen,  in  welchen  das  Princip  der  virtuellen 
Geschwindigkeiten  zunächst  bei  Galilei  seine  Anwendung  findet. 

43.  Am  einfachsten  gestaltet  sich  das  virtuelle  Princip  am 
Hebel.  Es  ist  bemerkenswerth , dass  Galilei  sogar  den  einfachen 
Fall  des  gleicharmigen  mit  gleichen  Gewichten  beschwerten  Hebels 
durch  die  Berufung  auf  die  möglichen  Bewegungen  begreiflicher 
zu  machen  sucht.  In  der  vorher  erwähnten  Schrift  über  die 
schwimmenden  Körper  *),  in  welcher  er  eine  andere  und  mehr  un- 
mittelbare Methode  als  Archimedes  befolgen  will,  führt  er  die 
Waage  als  erstes  Beispiel  für  das  Princip  au,  dass  gleiche  Ge- 
wichte bei  gleichen  Geschwindigkeiten  gleiche  Momente  oder 
Wirkungen  repräsentiren.  Die  schon  früher  erwähnte  Idee,  dass 
kein  Grund  vorhanden  sei,  eher  nach  der  einen  als  nach  der 
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andprn  Soite  und  mithin  nach  irgend  einer  Seite  auszuweichen, 
wird  hier  sogar  noch  auf  die  Gleichlieit  der  möglichen  Bewegungen 
und  Geschwindigkeiten  an  den  Endpunkten  der  Waage  zurückge- 
führt.  Auf  diese  Weise  findet  sich  das  Princip  erläutert;  „Gleiche 
absolute  mit  gleicher  Geschwindigkeit  bewegte  Gewichte  haben 
gleiche  Kräfte  und  Momente  in  ihrem  Wirken“  *).  Hieran  schliesst 
sich  alsdann  als  zweites  Princip,  dass  bei  ungleichen  Geschwindig- 
keiten diese  letztem  für  das  Verhältniss  der  Kräfte  maassgebend 
sind,  und  der  ungleichanuige  Hebel  bietet  hier  das  Hauptbeispiel. 
Die  absoluten  Gewichte  bilden,  wie  wir  schon  Nr.  22  bemerkt 
haben,  einfache  Momente,  und  die  möglichen  Geschwindigkeiten 
treten  daher  mit  ihren  Verhältnisszahlen  als  Factoren  hinzu.  Die 
am  ungleicharmigen  Hebel  von  den  beiden  Hebelarmen  gleich- 
zeitig beschreibbaren  Bogenelemente  verhalten  sich  wie  die  Hebel- 
arme selbst,  und  da  auf  diese  Weise  das  Geschwindigkeitsverhält- 
niss  der  möglichen  Bewegungen  den  Hebelarmen  proportional  be- 
stimmt ist,  so  müssen  die  einfachen  Momente  der  Gewichte  dieses 
Verhältniss  durch  eine  umgekehrte  Proportionalität  ausgleichen. 
Nur  wenn  Letzteres  geschieht,  kann  Gleichgewicht  vorhanden  sein; 
denn  die  Momente,  die  auf  beiden  Seiten  gleich  sein  müssen,  setzen 
sich  aus  der  einfachen  Schwere  und  den  möglichen  Geschwindig- 
keiten zusammen.  Hiebei  ist  zu  bemerken,  dass  es  für  die  Be- 
urtheilung  des  Gleichgewichts  gar  nicht  auf  die  Kenntniss  der  ab- 
soluten Geschwindigkeiten,  sondern  nur  auf  die  der  Geschwindig- 
keitsverhältnisse ankommt.  Wird  nämlich  der  Hebel  ganz  abstract 
gedacht,  und  ersetzt  man  etwa  die  Gewichte  durch  Federn  von 
verschiedenen  Spannungen,  so  bleibt  die  absolute  Geschwindigkeit 
mit  welcher  die  angreifenden  Kräfte  bei  Stönmg  des  Gleich- 
gewichts oder  für  sich  allein  in  freier  Wirksamkeit  zu  agiren  ver- 
möchten, für  die  Bestimmung  der  virtuellen  Beziehungen  voll- 
kommen gleichgültig. 

Wenn  sich  schon  der  gleicharmige  mit  gleichen  Gewichten 
beschwerte  Hebel  durch  das  virtuelle  Princip  noch  weiter  erklären 
lässt,  so  liegt  hierin  ein  wichtiges  Anerkenutniss , dass  jenes 
Princip  eine  grössere  Vertiefung  der  Einsichten  erlaube  als  jedes 
andere,  und  dass  es  logisch  nicht  zulässig  sei,  den  Satz  vom 
gleicharmigen  und  gleichbeschworten  Hebel  noch  ferner  als  wirk- 
liches Axiom  geltend  zu  machen.  Was  sich  noch  weiter  zerlegep 
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und  begründen  lässt,  kann  selbst  nicht  Aiioni  sein.  Es  muss 
also  in  üebereiustiminung  mit  dem  Verfahren,  welches  Galilei 
schon  in  jener  hydrostatischen  Abhandlung  von  1612  mit  vollem 
Bewusstsein  des  Gegensatzes  zu  Archimedes  beobachtete,  dasjenige 
Priucip  als  diks  Fundamentalste  angesehen  werden,  welches  am 
unmittelbarsten  aus  dem  blossen  Begriff  der  Kraft  und  ihres 
Maasses  folgt.  Dieses  Priucip  beschränkt  sich  nun  freilich  auf 
die  Forderung,  dass  Kräfte,  um  im  Gleichgewicht  zu  sein,  eine 
Summe  gleich  Null  ergehen  müssen.  Hiebei  kommt,  wie  man 
sieht,  nicht  nur  ihre  absolute  Grösse,  sondern  auch  ihr  Sinn  oder 
überhaupt  ihre  Richtungsverschiedenheit  in  Frage.  Um  daher  das 
virtuelle  Princip  allgemein  anwendeu  zu  können,  ist  es  nicht  genug, 
wie  im  Fall  der  parallelen  Kräfte  am  Hebel,  die  Folgen  des 
direct  entgegengesetzten  Sinnes  der  Kräftewirkung  oder  der 
virtuellen  Bewegung  zu  kennen,  sondern  man  muss  auch  die 
Consequenzen  der  Combination  der  andern  mannichfaltigen  Uichtungs- 
verschiedenheiten  auzugehen  vennögen.  An  dem  vorausgesetzten 
Hebel  entspricht  der  Drehung  des  einen  Arms  in  dem  einen  Sinn 
eine  grade  entgegengesetzte  Drehung  des  andern  Arms,  und  die 
zugehörigen  Tangenten  der  beiden  möglichen  Bewegungen  sind  so 
zu  ziehen,  dass  sie  mit  einander  einen  Winkel  von  zwei  Rechten 
bilden.  Diese  Anschauungsweise  zeigt  nun  recht  deutlich,  dass 
der  Fall  der  grade  entgegengesetzten  Richtung  der  Kräfte  nur 
eine  besondere  Gestaltung  der  im  Allgemeinen  möglichen,  alle 
Lagen  umfassenden  Richtungsverschiedenheiten  derselben  ist.  Hieraus 
folgt,  wie  das  virtuelle  Princip  ohne  Verbindung  mit  andern  Prin- 
cipien  kein  Ergebniss  zu  liefern  vermöge,  und  wie  namentlich  das 
Reductionsprincip  einer  Kraft  auf  eine  bestimmte  Richtung,  hiemit 
aber  auch  das  Parallelogramm  der  Kräfte  als  unentbehrliches 
Hülfsmittel  erscheint.  Mindestens  würde  es,  um  das  virtuelle 
Princip  zu  einem  ausreichenden  Mittel  der  Deduction  zu  machen, 
erforderlich  sein,  ihm  von  vornherein  eine  solche  Ausdehnung  zu 
geben,  dass  es  nicht  blos  über  die  Wirkung  der  virtuellen  Ge- 
schwindigkeiten, sondern  auch  über  diejenige  der  virtuellen 
Richtungen  der  Wirksamkeit  der  Kräfte  klare  und  axiomatisch 
brauchbare  Festsetzungen  trifft.  Von  der  Erfüllung  dieser  Forderung 
findet  sich  nun  aber  weder  bei  Galilei  noch  sonst  eine  deutliche 
Spur,  wenn  man  nicht  etwa  die  Zurückführung  des  Gesetzes  der 
schiefen  Ebene  auf  das  virtuelle  Princip  dafür  gelten  lassen  will, 
oder  aber  die  neuere  complicirtere  Fassung  dieses  Princips  als 
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Zeugnis»  für  die  Berücksichtigung  der  axiomatischen  Rolle  der 
Richtungsverschiedenheiten  ansieht.  In  beiden  Fällen  fehlt  aber 
sehr  viel  daran,  dass  sich  die  unwillkürliche  Berücksichtigung  oder 
Einschaltung  des  Einflusses  der  Richtungsverschiedenheiten  zu 
einem  eigentlichen  Princip  der  Richtungsreductionen  gestaltet  hätte 
und  als  solches  ausdrücklich  hingestellt  worden  wäre. 

44.  In  der  eigentlich  statischen  Schrift  Galileis,  die  freilich 
posthum  ist  und  eine  sehr  frühe  Bearbeitung  der  überlieferten 
Kenntnisse  repräsentirt,  .spielt  das  virtuelle  Princip,  obwohl  es  in 
den  verschiedensten  Richtungen  zur  Anwendung  gelangt,  doch  nur 
die  zweite  Rolle.  So  z.  B.  wird  die  Erläuterung  des  Hebel- 
gesetzes dort  nur  als  eine  zweite,  ebenfalls  mögliche  Art  und  Weise 
der  Erörterung  unter  der  Ueberschrift  „alcuni  avvertimenti  circa  le 
cose  dette,“  also  unter  der  Rubrik  von  ausführeuden  Bemerkungen 
beigebracht  *),  und  die  Wichtigkeit  dieser  neuen  Auflässungsart 
wird  hier  keineswegs  so  betont,  wie  in  der  Schrift  über  die 
schwimmenden  Körper.  Hienach  können  wir  annehmen,  dass 
Galileis  eigne  Neigungen  sich  auf  das  virtuelle  Princip  als  auf 
das  klarste  und  zugleich  gründlichste  Erkläruugsmittel  richteten, 
aber  durch  die  Macht  der  Tradition  und  vielleiclit  auch  durch 
einige  Schwierigkeiten  der  logisch  strengen  Durchführung  gehindert 
wurden,  die  eindringendere  und  uaturgemässere  Begründungsart 
überall  und  an  erster  Stelle  zur  Geltung  zu  bringen.  Das  eigne 
erfindende  Denken  Galileis  ist  dagegen  schwerlich  einem  andern 
Leitfaden  gefolgt,  als  demjenigen,  welchen  in  der  Statik  das 
virtuelle  Princip  unwillkürlich  jedem  sich  selbständig  bewegenden 
Geist  an  die  Hand  giebt.  Das  sicherste  Kennzeichen  für  diese 
Bedeutung  des  fraglichen  Priucips  ist  die  Thatsache,  dass  es  un- 
mittelbar aus  einem  richtigen  Begriff  der  Kraftgrösse  folgt,  und 
dass  es  wesentlich  auf  der  Idee  beruht,  derzufolge  in  den  beiden 
Factoren  der  Kraft,  nämlich  Masse  und  Geschwindigkeit,  der  eine 
den  andern  zum  Theil  zu  ersetzen  vermöge.  Auf  diese  Compen- 
sation  ist  sogar  ausdrücklich  in  der  zuletzt  angeführten  Stelle 
hingewiesen. 

Gewöhnlich  formulirt  man  heute  da»  Princip  der  virtuellen 
Geschwindigkeiten  in  der  Art,  dass  man  nicht  die  möglichen  Be- 
wegungen und  Geschwindigkeiten  seihst,  sondern  die  rechtwinkligen 
Projectionen  derselben  auf  die  freie  Richtung  der  angreifendeu 
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Kräfte  zur  Vergleichung  bringt.  So  berechtigt  diese  Fassung  ist, 
solange  man  nur  auf  das  Ergebuiss  sieht,  so  wenig  entspricht  sie 
doch  einem  natürlichen  Gedankeugang.  Im  Fall  des  Gleichge- 
wichts auf  der  schiefen  Ebene  zeigt  es  sich  recht  deutlich,  wie  die 
natürliche  Vorstellungsart  zu  gestalten  sei.  Hier  ist  es  die  Kraft 
der  vertical  ziehenden  Schwere,  welche  sich  an  der  vorgeschriebenen 
schiefen  Richtung  des  möglichen,  d.  h.  virtuellen  Weges  gleichsam 
bricht  und  nach  Maassgabe  derselben  reducirt.  Ihre  Wirksamkeit 
ist  längs  der  schiefen  Kichtuug  durch  ihr  Product  mit  dem  Cosinus 
des  Winkels  beider  Richtungen,  oder  für  eine  gegebene  verticale 
Strecke  durch  die  entsprechende  Cosinuslinie  auf  der  Ebene  selbst 
repräsentirt.  Nach  der  Regel  des  virtuellen  Princips  wird  nun  die 
Geschwindigkeit  auf  der  schiefen  Ebene  zum  Gegenstand  der  Re- 
duction  gemacht,  indem  man  ihre  Grösse  auf  die  verticale  Richtung 
durch  Hinzufüguüg  eben  jenes  Cosinusfactors  zurückführt,  d.  h. 
diejenige  Geschwindigkeit  bestimmt,  welche  längs  der  verticalen 
Richtung  als  Projectionsgeschwindigkeit  vorhanden  ist.  Diese 
letztere  Projectiousgeschwiudigkeit  ist  nun  keineswegs  die  im  Sinne 
des  Systems  mögliche,  sondern  eine  rein  ideelle  und  formale 
Conception,  der  keine  au  die  wirkliche  Möglichkeit  anknüpfende 
und  eventuellen  Hergängen  bei  der  Störung  des  Gleichgewichts 
nachgebildete  Vorstellung  entspricht.  Denkt  mau  sich  das  Gewicht 
auf  der  schiefen  Ebene  mit  dem  vertical  herabhängenden  Gewicht 
durch  einen  über  eine  Rolle  gleitenden  Faden  verbunden,  so  sind 
die  mögUcheu  Bewegungen  und  Geschwindigkeiten  der  beiden  An- 
griffspunkte der  Kräfte,  d.  h.  der  Gewichte,  einander  vollkommen 
gleich.  Auch  kann  die  Richtuugsverschiedenheit  der  beiden  Ge- 
schwindigkeiten insofern  nicht  von  Erheblichkeit  auf  die  Mittheilung 
der  gegenseitigen  Kräftebeziehungen  und  Spannungen  sein,  als  ja 
der  über  die  Rolle  gehende  Faden  jeden  Zug,  den  er  erfährt,  voll- 
ständig und  unverändert  in  die  andere  Richtung  fortpflanzt.  Sehr 
deutlich  wird  der  hier  fragliche  Sachverhalt,  wenn  man  sich  auf 
der  schiefen  Ebene  an  Stelle  des  Gewichts  eine  den  Endpunkt  des 
Fadens  spannende  Feder  von  gleicher  Wirkung  angebracht  denkt. 
In  diesem  Fall  kann  von  Reductiou  der  virtueUen  Geschwindig- 
keiten gar  nicht  mehr  die  Rede  sein.  Ob  die  Ebene  horizontal, 
beliebig  schief  oder  selbst  vertical  ist,  bleibt  für  die  Wirkung  der 
Feder  gleichgültig.  Will  man  daher  die  virtuelle  Bedeutung  eines 
Systems,  wie  das  beschriebene  ist,  untersuchen,  so  hat  man 
Zweierlei  zu  unterscheiden.  Erstens  muss  man  nach  dem  Einfluss 
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frageu,  den  die  Combination  der  verticalen  mit  der  schiefen 
Richtung  auf  zwei  au  dem  Faden  längs  der  beiden  Richtungen 
wirkende  Kräfte  ausübt.  Da  der  Bewegung  des  einen  Angriffs- 
punkts eine  gleich  grosse  des  andern  entsprechen  muss,  und  Zug 
wie  Gegenzug  einander  auch  der  Richtung  nach  genau  entgegen- 
gesetzte Bewegungen  hervorzubringen  streben,  so  müssen  nach  dem 
virtuellen  Princip  die  beiderseitigen  Kräfte  gleich  sein.  Diese 
Ueberlegung  liefert  also  vorläufig  noch  keineswegs  das  Gesetz 
der  schiefen  Ebene.  Zu  dem  letzteren  gelangt  man  erst,  wenn 
man  den  zweiten  Punkt  in  Erwägung  zieht.  Es  ist  nämlich  das 
Verhältniss  des  Fadens  zu  den  beiden  Richtungen  und  die  hie- 
durch determiuirte  Beziehung  der  Kräfte  nicht  das  eigentlich  Er- 
hebliche, sondern  es  handelt  sich  um  das  Verhalten  einer  verticalen 
Kraft,  die  auf  der  vorgeschriebeneu  schiefeu  Richtung  augreift. 
Ist  der  Wiikungstheil  dieser  Kraft  einmal  bestimmt,  so  hat  die 
Beziehung  durch  Vermittlung  des  Fadens  kein  Interesse  mehr; 
denn  man  weiss  bereits,  was  man  in  Rücksicht  auf  die  schiefe 
Ebene  feststellen  und  erklären  will.  Wird  aber  jener  Wirkungs- 
theil  nicht  unmittelbar  bestimmt,  so  kann  auch  die  Einschiebmig 
des  Fadens  und  seiner  Beziehungen  nicht  dazu  helfen,  den  Mangel 
vermöge  des  virtuellen  Princips  zu  ergänzen.  Dieses  Princip 
liefert  nichts  als  die  Bedingung,  dass  die  beiden  Momente  oder 
Kräfte  und  zwar  jede  nach  der  Richtung,  auf  der  sie  wirkt,  einander 
gleich  und  entgegengesetzt  sein  müssen.  Wie  aber  eine  nicht 
nach  der  schiefen  Richtung  wirkende  Kraft  beschaffen  sein  müsse, 
um  den  fraglichen  gleichen  und  entgegengesetzten  Effect  hervor- 
zubringen, muss  ganz  besonders  beantwortet  werden.  Es  ist  daher 
reiner  Schein,  wenn  das  Princip  der  virtuellen  Geschwindigkeiten 
m seinem  strengen  und  speciellen  Sinn  dazu  dient,  das  Gesetz  der 
schiefen  Ebene  zu  beglaubigen.  Versteht  mau  das  Princip  aber 
nach  Maassgabe  der  heute  gewöhnlichen  Formulirung,  derzufolge 
die  virtuellen  Momente  gleich  auf  die  Richtung  der  augreifendeu 
Kräfte  reducirt  zu  nehmen  sind,  so  kann  die  Erklärung  der 
schiefen  Ebene  ebenfalls  nur  ein  Schein  sein.  Mau  hat  nämlich 
alsdann  das  Princip  der  schiefeu  Ebene  bereits  demjenigen  der 
virtueUen  Geschwindigkeiten  eiuverleibt,  indem  man  die  Richtungs- 
reductionen  zu  einem  Bestandtheil  der  Voraussetzungen  des  vir- 
tuellen Princips  selbst  machte. 

45.  Wir  können  die  Prüfung  des  Princips  der  virtuellen 
Geschwindigkeiten  erst  daun  vervollständigen,  wenn  wir  in  das 
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Zeitalter  gelangt  sein  werden,  in  welchem  der  Begriff  der  unbe- 
grenxt  kleinen  Verschiebung  eine  durch  die  moderne  Analysis 
unterstützte  Rolle  spielt.  An  dieser  Stelle  und  für  die  An- 
wendungen, die  wir  hier  im  Auge  hatten,  blieb  dieser  Umstand 
gleichgültig.  Jedoch  kann  der  Begriff  des  virtuellen  Moments  im 
Allgemeinen  nur  dadurch  streng  fixirt  werden,  dass  man  eine  un- 
begrenzt kleine  Verschiebung  aus  der  Ruhelage  zu  Grunde  legt, 
oder  mit  andern  Worten  das  System  der  virtuellen  Bewegungeu 
und  Geschwindigkeiten  in  denjenigen  Eigenschaften  betrachtet,  die 
bei  unbeschränkter  Annäherung  desselben  an  die  Gleichgewichts- 
lage hervortroten.  Hiedurch  wird  von  jeder  Veränderung  abge- 
sehen, die  erst  mit  der  weiteren  Entwicklung  der  Bewegung 
erheblich  werden  kann,  und  es  werden  die  Zustände  innerhalb  des 
Spielraums  jener  ersten  kleinen  Bewegung  als  in  sich  ununttu  schieden 
betrachtet.  Warum  Letzteres  möglich  sei,  kann  erst  mit  dem 
späteren  Eingehen  auf  das  Stetigkeitsprincip  und  auf  die  infinitesimalen 
Verhältnisse  erörtert  werden. 

Für  das  Zeitalter  Galileis  sind  nur  noch  die  Anwendungen 
wichtig,  die  das  Princip  der  virtuellen  Geschwindigkeiten  auf 
hydrostatische  Verhältnisse  erfahren  hat,  und  wir  werden  hiebei 
zugleich  zu  zeigen  haben,  inwiefern  die  neuere  Behandlung  der  Hydro- 
statik zu  den  allgemeinen  Principien  der  Mechanik  in  Beziehung  trat. 

Archimedes,  auch  in  diesem  besondem  Zweige  das  Vorbild 
Sterins  und  Galileis,  hatte  die  Hydrostatik  in  seiner  Schrift  über 
die  schwimmenden  Körper  nach  eigenthümlichen,  an  die  Eigen- 
schaften der  Flüssigkeiten  anknüpfenden  Principien  behandelt,  und 
bis  auf  Galilei  ist  auch  in  der  That  kein  Schritt  geschehen,  der 
ernstlich  auf  eine  Verbindung  der  allgemeinen  Statik  mit  der 
Hydrostatik  abgezielt  hätte.  In  der  nicht  einmal  griechisch  auf 
uns  gekommenen,  aus  zwei  Büchern  bestehenden,  von  Commandinus 
1565  nach  einer  lateinischen  üebersetzung  unter  dem  Titel  De  iis 
quae  vehuntur  in  aqua  herausgegebenen  Archimedischen  Scluift 
steht  gleich  an  erster  Stelle  die  Voraussetzung,  dass  in  einer 
Flüssigkeit  der  weniger  gedrückte  Theil  durch  den  mehr  gedrückten 
in  die  Höhe  getrieben  werde,  und  dass  jeder  Theil  von  der  senk- 
recht über  ihm  befindlichen  Flüssigkeit  gedrückt  werde.  Auf 
dieser  Grundlage  werden  nun  die  Cardinaisätze  entwickelt.  So 
spricht  der  fünfte  Satz  des  ersten  Buchs  das  Einsinken  eines 
leichteren  Körpers  bis  zur  Verdrängung  eines  gleichen  Gewichts 
der  Flüssigkeit  aus,  und  der  siebente  Satz  enthält  das  Gesetz  des 
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Gewichtsverlusts  der  schwereren  Körper.  Weiter  handelt  es  sich 
dann  im  Verlauf  der  Schrift  wesentlich  um  die  Behandlung  mathe- 
matisch interessanter  Formationen,  wie  der  Kugelabschnitte  und 
parabolischen  Konoide  in  Rücksicht  auf  deren  Stabilität-sverhältnisse. 

Das  von  Archimedes  gebrauchte  Princip,  demzufolge  jeder 
Theil  von  der  senkrecht  über  ihm  befindlichen  Flüssigkeit  gedrückt 
wird,  legte  es  sehr  nahe,  den  Druck  einer  Flüssigkeit  auf  die 
Gefasswandungen  zu  bestimmen.  Stevin  lösste  diese  Aufgabe 
zuerst  und  zwar  in  einer  originellen,  jedoch  nirgend  auf  die  all- 
gemeinen Gesetze  der  Mechanik  zurückgreifendeu  Weise,  und 
hiemit  ergab  sich  auch  zugleich  die  hydrostatische  Paradoxie,  dass 
eine  Flüssigkeitsmasse  einen  grössern  Druck  als  ihr  eignes  Gewicht 
verursachen  kann,  ln  der  schon  früher  angeführten  Französischeu 
Ausgabe  der  Stevinschen  Werke  bildet  die  Hydrostatik  das  vierte 
Buch  der  Statik.  Nachdem  in  der  zehnten  Proposition  ’)  der 
Satz  festgestellt  worden,  dass  der  horizontale  Boden  von  der 
Flüssigkeitssäule,  die  bis  zum  Niveau  reicht,  gedrückt  werde,  legt 
das  zweite  Corollar  *)  eine  Veranstaltung  dar,  vermöge  deren,  sich 
unmittelbar  einsehen  lässt,  wie  jener  Satz  nicht  blos  für  eine 
wirklich  verticale  sondern  auch  für  jede  schräge  und  beliebig 
gewundene  Flüssigkeitssäule  Geltung  habe.  Um  diesen  erweiterten 
Satz,  dass  jeder  Canal  von  beliebigem  Lauf  und  von  beliebig 
wechselnden  Dimensionen  den  horizontalen  Boden  so  drücke,  als 
wenn  über  dem  letzteren  eine  verticale  Flüssigkeitssäule  mit  der 
Basis  der  Canalröhre  und  bis  zur  Höhe  des  Canalniveaus  lastete, 
— um  diesen  allgemeinen  Satz  zu  beweisen,  bedient  sich  Stevin 
in  dem  angeführten  Corollar  einer  in  der  That  sinnreichen  Wendung. 
Er  macht  nämlich  zunächst  geltend,  dass  die  Ersetzung  eines  Theils 
der  Flüssigkeitsmasse  durch  einen  gleich  schweren  festen  Körper 
den  Druck  auf  den  Boden  nicht  ändere.  Alsdann  ersetzt  er  alle 
Flüssigkeit  dergestalt  durch  einen  festen  Körper,  dass  innerhalb 
des  letzteren  nur  eine  beliebig  gewundene  Röhre,  die  bis  auf  den 
Boden  reicht,  mit  Flüssigkeit  gefüllt  bleibt.  Der  Druck  dieses 
Flüssigkeitscanals  auf  den  Boden  ergiebt  sich  nun,  wenn  man  den 
Druck  dos  festen  Körpers  durch  selbständige  Festhaltung  dieses 
Körpers  isolirt  denkt.  Das  Gefass  hat  der  Voraussetzung  nach 
verticale  Seitenwände  und  die  Festhaltung  des  die  Flüssigkeit  bis 


Stevin,  Oeuvres  mathematiques,  Leyden  1634,  Statik  S.  487. 
*)  Ibid.  S.  488. 
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auf  den  gewundenen  Canal  ersetzenden  gleieh  schweren  Körpers 
kann  den  Druck,  den  der  letztere  auf  den  gesaramten  Boden  mit 
Ausnahme  der  Canalbasis  ausübt,  offenbar  nicht  ändern.  Der  frag- 
liche Körper  ist  nämlich  auch  ohnedies  nicht  verschiebbar,  indem 
er  sieh  ja  der  Voraussetzung  nach  im  Gleichgewicht  befindet. 
Seine  Festhaltung  ändert  also  nichts  an  dem  Druck,  den  er  übt 
oder  erfährt.  Sie  dient  nur,  um  die  beiden  Wirkungen,  welche 
durch  ihn  und  durch  die  Grundfläche  der  Röhre  gegen  den  Hoden 
des  Gefasses  ausgeübt  werden,  von  einander  zu  trennen.  Dieser 
Vorstellungsart  gemäss  ergiebt  sich  nun,  dass  von  dem  anf  dem 
Boden  gleichvertheilten  Druck  derjenige  Theil  desselben,  welcher 
der  Canalbasis  entspricht,  auch  wirklich  durch  die  Fortpflanzung 
der  Spannungen  in  dieser  gewundenen  Flüssigkeitsröhre  verursacht 
wird.  Der  umgebende  Körper  bildet  aber  für  diese  Flüssigkeit 
nichts  als  eine  Wandung,  und  so  ist  denn  bewiesen,  dass  in  einer 
beliebig  gestalteten  Röhre,  d.  h.  überhaupt  in  einem  beliebig  ge- 
stalteten Gefäss,  dessen  Boden  jedoch  horizontal  ist,  der  auf  diesen 
Boden  ausgeübte  Druck  dem  Gewicht  einer  Flüssigkeitssäule  ent- 
spricht, welche  diesen  Boden  zur  Grundfläche  und  die  Erhebung 
des  Niveaus  zur  Höhe  hat. 

Wir  haben  diese  Stevinsche  Ableitungsart  ausführlicher  dar- 
gestellt, weil  dieselbe  zeigt,  welche  Kunstgriffe  erforderlich  werden 
können,  wenn  man  bei  den  specifisch  hydrostatischen  Principien 
stehen  bleibt  und  keine  .\nnäherung  an  die  allgemeinen  statischen 
Gesetze  unternimmt.  Der  Beweis,  den  Stevin  für  die  Druckgrösse 
giebt,  welche  die  Seitenwände  zu  erleiden  haben,  hat  mehr  mathe- 
matisches als  mechanisches  Interesse.  Die  elfte  Proposition  *),  in 
welcher  die  an  sich  schwierige  Bestimmung  des  Seitendrueks  aus- 
geführt wird,  zeichnet  sich  daher  mehr  durch  die  Anwendung 
einer  Art  hifinitesimaler  Zerlegungs-  und  Grenzmethode,  als  durch 
neue  mechanische  Gesichtspunkte  aus.  Das  mathematische  Kunst- 
mittel  ist  hier  die  Einschliessung  in  Grenzen.  Es  wird  eine  un- 
begrenzte Anzahl  horizontaler  Schichten  gebildet.  Der  jeder  Schicht 
entsprechende  Streifen  der  Wandung  würde  nun  mehr  gedrückt 
werden,  wenn  er,  statt  irgend  einen  Winkel  zu  bilden,  am  untern 
Niveau  der  Schicht  horizontal  gelegen  wäre;  und  er  würde  weniger 
gedrückt  werden,  wenn  er  in  der  Ebene  des  oberen  Niveaus  läge. 
Der  Druck,  den  er  wirklich  erfährt,  ist  in  diesen  beiden  Grenzen 


«)  Ibid.  S.  490. 
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eingeschlossen,  und  da  sich  diese  Grenzen  beliebig  nähern  lassen, 
so  lässt  sich  ein  strenges  Grenzresultat  finden.  Heute  würden  wir 
von  vornherein  unbegrenzt  kleine  Flächenelemente  annehmen,  und 
sofort  summireii  oder  integriren.  Jeder  Punkt  der  Seitenwand 
wird  alsdann  so  gedrückt,  als  wenn  sich  über  ihm  eine  verticale 
Flüssigkeitssäule  bis  zur  Höhe  des  obersten  Niveaus  befönde. 
Die  Bestimmung  der  Höhe  des  Cylindeis,  welchen  man  sich  über 
einem  begrenzten,  irgend  eine  krumme  Oberfläche  repräsentirenden 
Stück  der  Seitenwandung,  auf  der  Ausbreitung  des  letzteren  in 
einer  Ebene,  lastend  denken  muss,  ist  nun  reine  Sache  der  Rechnung 
und  hängt  nicht  mehr  von  der  Anwendung  mechanischer  Grundsätze 
ab.  Hieran  ändert  auch  diejenige  Ausdrucksart  dieser  Höhe  nichts, 
nach  welcher  dieselbe  als  der  vertica'e  Abstand  des  Schwerpunkts 
der  Fläche  von  dem  Niveau  der  Flüssigkeit  bezeichnet  wird. 
Diese  Formulirungsart  ist  nämlich  rein  mathematisch,  und  selbst 
der  Begriff  des  Schwei-punkts  spielt  hiebei  keine  mechanische  Rolle. 

46.  Während  Steviii  mit  seiner  hydrostatischen  Methode 
noch  wesentlich  auf  dem  Standpunkt  des  Archimedes  stehen  bleibt, 
unternimmt  Galilei  eine  Begründung  der  hydrostatischen  Verhält- 
nisse auf  die  allgemeinen  Grundsätze  der  Statik  und  insbesondere 
auf  das  Princip  der  virtuellen  Geschwindigkeiten.  Seine  Abhand- 
lung über  die  schwimmenden  Körper  enthält  eine  grundlegende 
Einleitung  ganz  allgemeiner  Natur,  — ein  Umstand,  der  uns  schon 
oft  genöthigt  hat,  uns  auf  sie  für  die  allgemeinen  mechanischen 
Grundbegriffe  und  Grundsätze  zu  berufen,  und  der  um  so  be- 
zeichnender ist,  als  der  Verfasser  mit  der  fraglichen  Schrift 
wesentlich  nur  die  Absicht  hatte,  die  Archimedischen  Hauptsätze 
der  Hydrostatik  gegen  Einwendungen  zu  vertheidigen.  In  dieser 
Einleitung  spricht  er  es,  woran  hier  noch  einmal  erinnert  sei,  gradezu 
aus’),  er  wolle  unmittelbarere  Gründe  als  Archimedes  angeben 
und  eine  andere  Methode  befolgen.  In  dem  erwähnten  Zusammen- 
hang entwickelt  er  den  Begriff  des  Moments,  wie  wir  ihn  Nr.  20 
auseinaudergesetzt  haben.  Im  Anschluss  hieran  stellt  er  denjenigen 
Grundsatz  auf,  der  den  axiomatischen  Kern  des  Princips  der 
virtuellen  Geschwindigkeiten  enthält,  indem  er  die  Momente  bei 
ungleichen  Gewichten  durch  das  umgekehrte  Verhältniss  der  Ge- 
schwindigkeiten einander  gleich  werden  lässt.  Ganz  unverkennbar 
und  genau  im  modernen  Sinne  tritt  nun  aber  das  virtuelle  Princip 


>)  Bd.  XU  der  Werke,  S.  13—14. 
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bei  der  besondem  Behandlung  der  einzelnen  hydrostatischen  Com- 
binationen  hervor. 

Zunächst  wird  das  partielle  oder  totale  Einsiuken  der  Körper 
in  Flüssigkeiten  aus  den  Verhältnissen  der  entgegengesetzten 
Momente  erklärt ').  In  einer  höchst  eleganten  Weise  wird  das 
virtuelle  Princip  dadurch  zur  Anwendung  gebracht*),  dass  das 
Einsinken  eines  Prisma  in  eine  von  einem  ebenfalls  prismatischen 
Gefilss  begrenzte  Flüssigkeit  mit  dem  dadurch  hervorgebrachten 
Steigen  des  Niveaus  dieser  Flüssigkeit  verglichen  wird.  Die  Er- 
hebung des  Prisma  entspricht  hiehei  in  analoger  Weise  einem 
Sinken  des  Flüssigkeitsspiegels.  Was  nun  hier  als  nach  Maass- 
gabe des  virtuellen  Princips  im  Verhältniss  der  Niveauausdehnuug 
und  der  Prismabasis  stehend  gedacht  wird,  ist  der  Weg,  den  die 
Grundfläche  des  Prisma,  und  der  Weg,  den  der  Flüssigkeits- 
spiegel hei  seiner  Veränderung  in  verticaler  Richtung  beschreibt. 
Der  Effect  des  Eintauchens  des  Prisma  muss,  wie  man  sieht,  ein 
analoger  sein,  als  wenn  es  sich  um  communicirende  Röhren  und 
mn  das  Eingiessen  von  Flüssigkeit  in  die  engere  handelte.  Dennoch 
kann  man  einige  Bedenken  hegen,  ob  die  Vorstellung  des  Vor- 
gangs in  Rücksicht  auf  den  Einfluss,  den  die  Vermehrung  des 
Volumens  der  Gesammtmasse  durch  das  Prisma  ausübt,  nicht 
etwa  zu  complicirt  sei,  um  als  ein  einfacher  Beweis  gelten  zu 
können.  Diese  Schwierigkeit  würde  jedoch  nur  die  mathematische 
Auseinandersetzung  betreffen.  In  rein  mechanischer  Hinsicht  bleibt 
die  Auffassungsart  Galileis  eine  höchst  naturgemässe.  Während 
das  Prisma  unmittelbar  nur  nach  Maassgabe  seiner  Grundfläche  zu 
wirken  hat,  muss  durch  seine  Bewegung  mittelbar  eine  Erhebung 
nach  Maassgahc  des  ganzen  Niveaus  bewerkstelligt  werden.  Die 
Geschwindigkeiten  in  der  Bewegung  der  einen  und  der  andern 
Fläche  müssen  sich  daher  umgekehrt  wie  diese  Flächen  verhalten. 
Uebrigens  hebt  sich  jene  nur  anscheinende  Schwierigkeit,  wenn 
man  erwägt,  dass  der  Vorgang  genau  derselbe  sein  muss,  wie  wenn 
man  bei  communicirenden  Röhren  in  der  engeren  derselben  die 
Flüssigkeit  um  eine  gewisse  Strecke  hinimterdrückte.  Das  Niveau 
in  der  weiteren  müsste  alsdann  in  dem  umgekehrten  Verhältniss 
des  Flächeuquerschnitts  steigen.  Hienach  ist  Galileis  Vor- 
stellungsart völlig  exact,  und  die  beiden  Momente,  welche  in 
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Fragp  kommpn,  sind  einander  gleich,  weil  sich  die  Geschwindig- 
keiten umgekehrt  wie  die  afficirten  Massen  verhalten. 

Auf  ähnliche  Weise  sucht  nun  Galilei  die  von  Archiinedes 
her  bekannten  Thatsachen  stets  auf  das  virtuelle  Princip  zurück- 
zuführeu.  Bcinerkenswerth  ist  hiebei,  dass  er,  wie  in  dem  Fall 
des  eiugetauchten  oder  herausgezogenen  Prisma  von  vornherein  von 
wirklichen  Bewegungen  ausgeht  und  so  die  starren  Verhältnisse 
der  Statik  iii  ihrer  Kntstehungsart  und  in  ihren  möglichen  Ver- 
äuderuugen  zur  Anschauung  bringt.  Man  hat  zwar  an  Einzel- 
heiten in  Galileis  Abhandlung  über  die  schwimmenden  Körper 
mancherlei  auszusetzen  gehabt,  und  auch  noch  Lagrange  *)  hat 
sich  dem  Urtheil,  welches  mehrfach  die  erforderliche  Strenge  der 
Ableitungen  vermisst,  im  Allgemeinen  angeschlosseu;  indessen  bleiben 
diese  Bemängelungen  für  den  entscheidenden  Hauptpunkt  uner- 
heblich. Der  letztere  besteht  nämlich  in  der  Verbindung  der 
Hydrostatik  mit  der  allgemeinen  Mechanik  und  insbesondere  in  der 
Erkenntniss,  dass  das  Princip  der  virtuellen  Geschwindigkeiten  das 
geeignetste  Erklärungsmittel  für  die  Gleichgewichtsgesetze  der 
Flüssigkeiten  sei. 

47.  Wir  schliessen  an  Galileis  neue  hydrostatische  Beweis- 
methode hier  gleich  die  in  der  That  geistreichen  Wendungen 
Pascals  an,  der  unverkennbar  durch  den  Vorgang  des  grossen 
Italiäners  auf  seine  Auffassungsart  und  auf  die  hydrostati.sche  An- 
wendung des  Princips  der  virtuellen  Geschwindigkeiten  hingeleitet 
worden  ist.  In  der,  Traitö  de  l'^quilibre  des  liquetirs  betitelten 
.\bhandlnng,  welche  1C63,  d.  h.  ein  Jahr  nach  Pascals  Tode 
herausgegeben  wurde,  wird  jede  Flüssigkeit,  die  sich  in  einem 
Gefäss  befindet,  als  eine  Maschine  betrachtet,  welche  in  ähnlicher 
Weise,  wie  der  Hebel  und  die  andern  einfachen  Potenzen  die 
gegenseitige  Wirksamkeit  der  angreifenden  Kräfte  regelt  und  für 
deren  Gleichgewicht  bestimmte  Verhältnisse  vorschreibt.  Auf  der 
Grundlage  dieser  Anschauung  wird  das  Princip  der  virtuellen  Ge- 
schwindigkeiten sogar  zur  Erläuterung  des  gleichen  Drucks  ge- 
braucht, der  auf  jeden  Theil  der  die  Vv'andungsausschnitte  er- 
setzenden Stempel  gerichtet  ist.  Denkt  man  nämlich  einen  solchen 
Stempel  um  eine  gewisse  Strecke  vorgeschoben,  so  dass  er  mit 
seinem  cylinderförmigeii  Volumen  einen  entsprechenden  Theil  der 
Flüssigkeit  verdrängt  und  ihn  nöthigt,  den  andern  Stempel,  der 


*)  Mäcanique  aualytique  Bd.  I,  1811,  erste  Abth.  Sect  VI  Art.  3. 
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meinem  andern  Theil  der  Wandung  angebracht  ist,  hinaus/uschiebeu, 
so  wird  die  Verschiebung  dieses  zweiten  Stempels  ihrer  Grösse 
nach  von  der  Oberfläche  desselben,  d.  h.  von  dem  Querschnitt  des 
Cylinders  abhängen,  in  welchem  man  denselben  fortgeschoben 
denkt.  Die  Verhältnisse  der  Steinpelbewegung  werden  genau 
dasselbe  sein,  was  die  V'eränderuugeu  des  Niveaus  iu  zwei 
coinmunicireudeii  Köhren  sind.  Hienach  werden  die  folgenden 
Worte  Pascals,  durch  welche  in  der  angeführten  Schrift  der  me- 
thodische Hauptgesichtspunkt  ausgedrückt  ist  * ),  keiner  weiteren 
Erläuterung  bedürfen:  „Man  muss  bewundern,  dass  sich  in  dieser 
neuen  Maschine  jene  beständige  Ordnung  vorfindet,  die  bei  allen 
früheren,  nämlich  dem  Hebel,  der  Schraube  ohne  Ende  ii.  s.  w. 
statthat  und  darin  besteht,  dass  der  Weg  in  demselben  Verhält- 

niss  wie  die  Kraft  vermehrt  wird dergestalt,  dass  sich  der 

Weg  zum  Weg  wie  die  Kraft  zur  Kraft  verhält,  was  man  sogar 
(ur  die  wahre  Ursache  jener  Wirkung  nehmen  kann,  da  es 
offenbar  da.sselbe  ist,  100  Pfund  Wasser  einen  Zoll  Weges,  als 
ein  Pfund  Wasser  100  Zoll  machen  zu  lassen.“  Schon  Galilei 
hatte  sich  in  seiner  kleinen  Statik  Mühe  gegeben,  das  Vorurtheil 
zu  bekämpfen,  als  wenn  man  vennöge  der  Maschinen  die  ange- 
brachte Kraft  vermehren  könne.  Er  hatte  hiebei  wiederholeutlich 
bemerkt,  dass  man  an  dem  einen  Factor  der  Kraftwirkung,  z.  ß. 
an  dem  Wege  verliere,  was  man  an  dem  andern  Factor,  also  etwa 
der  gleichzeitigen  Intensität  der  Druckwirkimg  gewinne.  Auch 
hatte  er  es  schon  bei  den  Formulirungen  seiner  Principien  ausge- 
sprochen, dass  sich  die  Momente  aus  Gewicht  und  Geschwindig- 
keit zusammensetzen,  und  dass  der  eine  Factor  als  Compensation 
des  theilweisen  Mangels  des  andern  dienen  könne.  Aus  diesem 
Grunde  würde  es  uuhistorisch  sein,  die  Pascalsche  Bemerkung  von 
(len  100  Pfund,  die  einen  Zoll  und  dem  einen  Pfund,  welches 
100  Zoll  weit  bewegt  wird,  etwa  von  Descartes  ableiten  zu  wollen, 
der  allerdings  die  mechanische  Einerleiheit  der  beiden  Effecte 
ausdrücklich  formulirte,  hiemit  aber  nichts  mehr  sagte,  als  was 
auch  schon  Galilei  festgestellt  und  zum  Vergleichungsprincip  der 
Kräfte  gemacht  hatte. 

48.  In  unserer  Untersuchung  der  statischen  Principien  im 
Zeitalter  Galileis  sind  wir  bis  jetzt  zu  drei  Ausgangspunkten  ge- 
langt. Der  eine  derselben  ist  bereits  vom  Alterthum  überliefert 


*)  Pascal,  Oeuvres,  Paris  1779,  Bd.  IV  S.  227  (Cap.  2 des  Trait4). 
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und  ist  das  Princip  vom  gleicharmigen  und  gleichbeschwerten 
Hebel  oder,  wenn  mau  will,  auch  der  daraus  abgeleitete  Satz  von 
der  Beschwerung  des  ungleicharmigen  Hebels  im  umgekehrten 
Verhältniss  der  Hebelarme.  Der  zweite  Ausgangspunkt,  nämlich 
das  Gesetz  des  Gleichgewichts  an  der  schiefen  Ebene,  erhält  nur 
bei  Stevin  eine  selbständige  Begründung  und  wird  bei  Galilei, 
der  nach  Einheit  der  Principien  strebt,  wenigstens  scheinbar  auf 
das  Gleichgewicht  des  gleicharmigen  Hebels  zurückgeführt.  Der 
dritte  Ausgangspunkt  ist  derjenige,  welcher  am  unmittelbarsten 
aus  dem  Begriff  der  Kraft  und  aus  der  Zerlegung  derselben  in 
zwei  Factoren  hervorgeht,  und  repräsentirt  denjenigen  Grundsatz, 
welchen  man  später  in  der  umfassendsten  Weise  als  Princip  der 
virtuellen  Geschwindigkeiten  fonnulirte.  Er  ersetzt,  wie  schon 
Galilei  annahm,  sogar  das  Princip  vom  gleicharmigen  Hebel  und 
dient  ausserdem  zuerst  dazu,  von  der  allgemeinen  Statik  eine 
Briicke  zur  Hydrostatik  zu  schlagen.  Doch  ist  auch  dieser  Aus- 
gangspunkt nicht  im  Stande,  in  seiner  gewöhnlichen  Gestalt  das 
Princip  der  schiefen  Ebene  oder  überhaupt  der  Keduction  einer 
Kraft  auf  eine  Richtung  zu  ersetzen,  so  dass  der  Einfluss  der 
Richtungsverschiedenheiten  der  Kräfte  auf  ihre  gemeinschaftliche 
Wirkung  noch  immer  das  principielle  Hauptproblem  bleibt.  Diese 
Lücke  ist  um  so  fühlbarer,  als  sich  die  Beweise  für  den  Satz 
vom  Gleichgewicht  an  der  schiefen  Ebene  als  unbefriedigend,  wie 
bei  Stevin,  oder  als  illusorisch,  wie  bei  Galilei,  erwiesen  haben. 

Dasjenige  Princip,  durch  welches  später  diese  Lücke  in  einem 
gewissen  Maass  ausgefüllt  wird,  nämlich  der  Satz  vom  Parallelo- 
gramm der  Kräfte,  hat  im  Zeitalter  Galileis  nur  erst  eine  rudimen- 
täre Gestalt.  Obwohl  es  sich  bei  Galilei  nicht  blos  auf  phoro- 
nomische  Bewegungen,  sondern  auf  die  Momente  oder  Kräfte 
selbst  beziehen  soll,  so  hat  das  Rechteck,  welches  behufs  der 
parabolischen  Wurf bewegung  für  die  Zusammensetzung  der  horizon- 
talen Geschwindigkeit  und  der  verticalen  Schwere  construirt  wird, 
thatsächlich  doch  nur  eine  Bedeutung  für  die  blossen  Bewegungs- 
erscheinungen, da  dieses  Beispiel  keine  Gelegenheit  bietet,  den 
Factor  des  Gewichts  durch  Geschwindigkeiten  zu  compensiren. 
Das  Parallelogramm  der  Kräfte  wird  aber  erst  dadurch  zu  einem 
mehr  als  phoronomischen  Satz,  dass  die  auf  denselben  Punkt 
wirkenden  Kräfte  nicht  durch  blosse  Extensionen  der  von  ihnen 
hervorzubringenden  Bewegungen,  sondern  auch  durch  die  Intensi- 
täten gemessen  werden,  die  von  dem  Factor  des  Gewichts  her- 
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rühren  oder  sonst  eine  Spannung  oder  rein  statische  Beziehung  zur 
Ursache  haben.  Hieinit  erklärt  es  sich  auch  leicht,  warum  in  der 
fraglichen  Periode  die  Zusammensetzung  der  Bewegungen  eine 
ganz  geläufige  Vorstellung  ist,  während  sich  von  einer  statischen 
Anwendung  des  Princips  der  Zusammensetzung  der  Kräfte  keine 
solche  Spur  findet,  durch  welche  die  Kenutniss  dieser  Seite  des 
Princips  bewiesen  würde.  Da  nun  dieser  statische  Gebrauch  des 
Zusammensetzungsprincips  mit  der  principiellen  Handhabung  des 
Gesetzes  derReduction  einer  Kraft  auf  eine  gegebene  feste  Richtung 
wesentlich  einerlei  ist,  so  erklärt  sich  sogleich  die  Thatsache,  wie 
auch  der  Satz  von  der  schiefen  Ebene  nicht  in  das  rechte  Licht 
treten  und  das  völlig  Fundamentale  an  demselben  nicht  abgesondert 
werden  konnte. 

Eine  besondere  Hlustration  für  den  Gegensatz,  in  welchem 
sich  die  Bemühungen  um  das  Princip  der  Zusammensetzung  blosser 
Bewegungen  zu  der  Aufgabe  der  eigentlichen  Kräftezusammen- 
setzung  befanden,  bildet  das  theoretische  Verhalten  Robervals.  Die 
berühmte  Tangentenmetbode  dieses  überall  den  naturgemässesten 
Wegen  nachgehenden  Mathematikers  beruht  auf  dem  Princip  des 
Parallelogramms  der  Bewegungen.  Die  Tangenten  werden  dadurch 
construirbar,  dass  man  sie  als  die  resultirenden  Richtungen  der 
die  Curve  beschreibenden  Elementarbewegungen  behandelt.  Wo 
sich  für  einen  Punkt  die  Zusammensetzung  der  erzeugenden  Be- 
wegungen ausführen  lässt,  ist  auch  hiemit  die  Tangente  in  diesem 
Punkte  gegeben.  Die  Abhandlung  ‘),  in  welcher  die  Aufgabe  der 
Tangentenziehung  phoronomisch  gelöst  wird,  trägt  bezeichnender- 
weise die  üeberschrift  „Bemerkungen  über  die  Zusammensetzimg 
der  Bewegungen  und  über  das  Mittel  die  Tangenten  an  kriuume 
Linien  zu  finden  (Observations  sur  la  composition  des  mouve- 
ments  etc.).“  Dort  wird  das  Parallelogramm  der  Bewegungen 
ebenso  präcis  als  eingehend  entwickelt.  Besonders  interessant  ist 
die  Auffassung  *),  nach  welcher  die  beiden  Linien  der  Seiten- 
bewegungen beide  zugleich  als  bewegt  und  der  Ort  des  Beweglichen 
als  der  fortschreitende  Durchschnittspunkt  derselben  vorgestellt 
wird.  Hiedurch  wird  die  doppelte  Bewegung  des  Punktes  sehr 
deutlich,  indem  derselbe  durch  das  Heraustreten  jeder  Linie  aus 
ihrer  ursprünglichen  Lage  eine  zwiefache  und  zugleich  seinen  ur- 


•)  Memoires  de  Tacadöniio  des  Sciences  (von  IGOG — 99)  Bd.  VI  Paris  1730. 
*)  Ibid.  S.  7. 


Digilized  by  Google 


96 


sprünglicheu  Determinationen  entsprechende  Position  erhält.  Er 
soll  sich  nämlich  stets  zugleich  nach  zwei  Richtungen  bewegen, 
und  dies  kann  offenbar  nur  so  geschehen,  dass  er  den  Linien,  die 
ursprünglich  diese  beiden  Richtungen  ausdriicken,  mit  seinen  ihm 
in  jedem  Punkt  anhaftenden  Richtungen  parallel  bleibt.  Die 
fortschreitenden  Linien  stellen  also  die  den  Punkt  afficirenden 
Richtungen  und  ausserdem  durch  das  Verhältniss  der  Geschwindig- 
keit ihres  Fortschreitens  auch  die  determinirendeu  Geschwindig- 
keiten dar. 

Die  Voraussetzung,  dass  die  Tangente  in  einem  Punkt  einer 
Curve  die  Bewegungsrichtung  darstelle,  wird  von  Roberval  als 
Axiom  hingestellt.  Für  das  in  der  5.  Proposition  ’)  aufgestellte 
Tangentenproblem  wird  zunächst  die  allgemeine  Lösung  in  Form 
der  allgemeinen  Regel  gegeben,  die  Componenten  der  Bewegungs- 
richtung aufzusuchen,  und  es  wird  dann  die  specielle  Anwendung 
dieser  Regel  an  einer  Reihe  von  Curven  gezeigt,  wobei  der 
einfache  Fall  der  Parabel  das  erste  Beispiel  liefert.  Obwohl 
nun  die  geometrischen  Erörterungen,  die  sich  an  die  Behandlung 
der  verschiedenen  Curven  anschliessen , den  materiellen  Haupt- 
inhalt der  ganzen  Arbeit  repräsentiren,  so  bleibt  doch  für  die 
Mechanik  jene  vorbereitende  Auseinandersetzung  des  Princips  der 
Zusammensetzung  der  Bewegungen  sehr  werthvoll.  Noch  höher 
stellt  sich  dieser  Werth,  wenn  man  die  eleganten  Robervalschen 
Entwicklungen  mit  den  unbehülflichen  und  weitschichtigen  Aus- 
lassungen vergleicht,  zu  denen  später  Varignon  veranlasst  wurde, 
als  er  dem  Zusammensetzungsprincip  der  Kräfte  eine  statische 
Bedeutung  und  Anwendung  gab.  Auch  beruht  dieser  Vorzug  nicht 
etwa  auf  der  äusseren  stilistischen  Fassung,  sondern  auf  der 
Klarheit  und  Schärfe  des  Gedankenganges ; denn  jene  Abhandlung 
über  die  Zusammensetzung  der  Bewegungen,  die  erst  1693,  also 
18  Jahre  nach  dem  Tode  ihres  Verfassers  in  einem  Foliobande 
der  Pariser  Akademie  erschien,  war  nicht  einmal  von  Roberval 
selbst  unmittelbar  abgefasst  worden.  Sie  war  die  Redactiou 
eines  Privatschülers,  jedoch  1668  von  Roberval  behufs  Vorlesung 
in  der  Akademie  mit  Randbemerkungen  versehen  worden. 

In  einem  nur  einige  Seiten  füllenden  Aufsatz  unter  dem 
Titel:  „Projet  d’un  livre  de  m6canique  traitant  des  mouveraents 


>)  Ibid.  S.  22. 


Digitized  by  Coogle 


97 


compos4s“  *)  wird  die  Idee  einer  Art  Phoronomie  oder  Kinematik, 
oder  Tielmehr  der  Auffassung  der  gesammteu  Natur  aus  dem  Ge- 
sichtspunkt der  Zusammensetzung  der  Bewegungen  entwickelt. 
Hiebei  werden  alle  Krüftewirkungen,  einschliesslich  der  animalischen, 
als  Ergebnisse  von  Zusammensetzungen  angesehen.  Mau  sieht  also, 
dass  Roberral  das  Problem  in  seiner  weitesten  Ausdehnung  ins 
Auge  fasste,  und  dass  er  davon  ausging,  mit  seinem  Princip  der 
Zusammensetzung  der  Bewegungen  alle  Ortsveränderungen  in  der 
belebten  wie  in  der  unbelebten  Natur  decken  und  aus  einfacheren 
Antrieben  erklärlich  machen  zu  können.  Um  so  bemerkenswerther 
bleibt  nun  fQr  das  Verständniss  der  geschichtlichen  Entwicklung 
die  Thatsache,  dass  derselbe  Autor,  welcher  sich  vorzugsweise  mit 
der  Zusammensetzung  der  Bewegungen  beschäftigte,  der  rein 
statischen  Seite  der  Kräflezusammensetzung  nicht  nähergetreteu  ist. 

49.  Das  Bild,  welches  wir  von  der  Auffassung  der  statischen 
Principien  im  Zeitalter  Galileis  entworfen  haben,  ist,  abgesehen 
von  dem  Keim,  welcher  sich  für  das  später  fruchtbarer  gewordene 
Princip  der  geringsten  Wirkung  bereits  bei  Fermat  findet,  durch 
das  Eingehen  auf  andere  Erscheinungen  und  Persönlichkeiten  nicht 
vollständiger  zu  machen,  als  es  sich  ohnedies  verzeichnen  liess. 
Höchstens  kann  es  noch  hier  und  da  an  Deutlichkeit  gewinnen, 
weim  man  zeigt,  wie  es  von  manchen  Seiten  aufgefasst  und  bis- 
weilen ernstlich  missverstanden  wurde.  Die  Art,  wie  sich  Descartes 
zu  den  Errungenschaften  seiner  Zeit  und  namentlich  zu  der  neuen 
Wissenschaft  Galileis  stellte,  wird  uns  im  nächsten  Capitel  be- 
schäftigen, in  welchem  wir  den  Einfluss  der  metaphysischen  Aus- 
gangspunkte zu  erörtern  haben.  Da  Descartes'  Uuhm  einerseits 
auf  seiner  Geometiie  und  andererseits  auf  seiner  Philosophie  be- 
ruht, und  da  uns  die  Grundlegung  der  analytischen  Geometrie 
hier  nicht  unmittelbar  interessirt,  so  wird  Cartesius  Bedeutung  für 
die  Mechanik  vornehmlich  in  dem  Einfluss  der  philosophischen 
Form  seiner  Gesichtspunkte  bestehen  und  daher  fast  ausschliesslich 
in  das  nächste  Capitel  gehören.  An  dieser  Stelle  müssen  wir 
jedoch  noch  sein  Verhalten  zu  den  statischen  Principien  in  so  weit 
zur  Erwähnung  bringen,  als  sich  dasselbe  von  der  dem  Jüngern 
Zeitgenossen  Galileis  zugänglichen  Ueberlieferung  gelegentlich  durch 
einen  eigenthümlichen  Zng  unterscheidet. 

Das  Princip  der  virtuellen  Geschwindigkeiten  musste  für 


>)  Itid.  S.  68-71. 
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einen  philosophischen  Denker  besondere  Anziehungskraft  haben,  da 
es  sich  seinem  wesentlichen  Gehalt  nach  als  eine  blosse  Folgerung 
aus  dem  Begriff  der  Kraft  gewinnen  Iftsst.  In  der  That  wird  es 
auch  von  Cartesius  auf  die  statischen  Grundverhftltnisse  angewendet, 
und  der  Französische  Denker  zeichnet  sich  hiebei  noch  besonders 
durch  die  Berücksichtigung  des  Flaschenzuges  aus.  Die  letztere 
Vorrichtung  bildet  mit  dem  Hebel  und  der  schiefen  Ebene  zu- 
sammen die  Hauptbeispiele,  an  welchen  das  zuerst  abstract  dar- 
gelegte Princip  erläutert  wird.  In  einem  au  Mereenne  gerichteten 
Brief  *)  findet  sich  die  ganze  Auffassung  der  Statik  durch  Cartesius 
verhältnissmässig  kurz  auseinandergesetzt.  Von  Erheblichkeit  ist 
darin  ausser  der  sehr  geschickt  gewählten  Anwendung  auf  den 
Flaschenzug  die  Darlegung  der  Pundameutalidee,  wonach  sich  die 
Kraft  aus  zwei  Factoren,  nämlich  Gewicht  und  Geschwindigkeit, 
zusammensetzt. 

Diese  Idee  war  zwar  schon  von  Galilei  deutlich  genug  ausge- 
sprochen worden  und  bei  der  Messung  der  Momente,  d.  h.  der 
Wirkungsgrössen  leitend  gewesen;  allein  Descartes  hat  für  dieselbe 
einen  innem,  so  zu  sagen  nur  logischen  Grund  anzugeben  versucht. 
Es  sei  dasselbe,  meint  er,  100  Pfund  einen  Fuss  heben  und  noch 
einmal  ausserdem  dies  thun,  als  zusammen  200  Pfund  einen  Fuss 
heben  *).  Wirklich  geschieht  in  dem  letzteren  Falle  nur  gleichzeitig, 
was  in  dem  andern  Falle  nacheinander  ausgefflhrt  wird.  Diese 
quantitative  Einerleiheit  des  getheilten  und  des  einheitlichen  Vor- 
ganges ist  offenbar  der  letzte  Grund,  der  sich  für  die  Gleichheit 
der  in  beiden  Fällen  aufgewendeten  Kraftgrösse  nur  irgend  an- 
geben lässt.  In  der  engsten  Verbindung  mit  dieser  Vorstellungsart 
steht  nun  auch  der  technische  Begriff  der  Bewegungsgrösse  (quantit^ 
de  monvement),  welcher  nicht  etwa  die  blosse  Ausdehnung  der 
phoronomischen  Bewegung  sondern  auch  die  bewegte  Masse  in 
Rechmmg  zieht.  Nach  diesem  Begriff  ist  also  die  Bewegung 
doppelt  so  gross,  wenn  das  doppelte  Gewicht  dieselbe  Ortsver- 
änderung erfährt,  und  sechsmal  so  gross,  wenn  zugleich  der 
Raum  verdreifacht  wird.  Die  beiden  Factoren  der  Bewegungsgrösse 
treten  hiedurch  in  ihrer  Ursprünglichkeit  deutlich  genug  hervor, 
und  die  einzige  Unbestimmtheit,  die  noch  übrig  bleibt,  bezieht 
sich  auf  die  Frage  nach  der  gemeinschaftlichen  Zeiteinheit  oder 


’)  Descartes,  Lettres,  Bd.  I Paris  1663,  Brief  73. 
•)  Ibid.  Brief  73,  S.  332. 
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Oberhaupt  nach  der  zeitlichen  Identität,  welche  etwa  bei  der  Ver- 
gleichung der  räumlichen  Bewegungen  vorausgesetzt  werden  soll. 
Galilei  hatte  sofort  die  Geschwindigkeiten  eingeführt  und  hiedurch 
jede  Unsicherheit  der  Vorstellung  ausgeschlossen.  Wir  verfolgen 
diesen  Unterschied  hier  jedoch  nicht,  indem  beide  Vorstellungen 
zunächst  anf  dasselbe  Resultat  hinzielen  und  sich  in  ihren  Folgen 
erst  verschiedentlich  zu  verzweigen  anfangen,  sobald  der  Streit 
über  die  verschiedenen  Messungsarten  der  Kräfte  oder  vielmehr 
über  die  auseinandergehenden  Ideen  beginnt,  von  denen  die  einzig 
richtige  Schätzungsart  der  Kräfte  begleitet  sein  kann. 

Der  Uebergang  von  der  eben  erläuterten  Vorstellung  zn  dem 
virtuellen  Princip  wird  durch  die  Bemerkung  gemacht,  dass  es 
für  die  Vergleichung  der  statischen  Kräfte  auf  den  Anfang  der 
eventuellen  Bewegung  ankomme.  Der  Umstand,  dass  der  Flaschenzug 
in  seiner  einfachsten  Gestalt  das  erste  Beispiel  bildet,  ist  sehr  be- 
zeichnend. In  der  That  giebt  es  keine  andere  einfache  Vorrichtung, 
durch  welche  man  eine  extensive  Kraftwirkung  in  eine  intensive 
Aensserungsform  so  anschaulich  umsetzen  und  die  Kraftelemente, 
die  sich  an  dem  einen  Ende  mit  ihren  Wirkungen  aneinander- 
reihen, einander  gleichzeitig  nebenordnen  könnte.  Die  parallelen 
Seile  repräsentiren  die  intensive  Summirung  oder  Nebenordnung 
der  Spannungen.  Während  sich  der  bewegliche  Kolben  verschiebt, 
erfährt  das  Seil  an  seinem  Ende  eine  Bewegung,  die  sich  nach 
der  Anzahl  der  parallelen  Ueberführungen  über  die  Rollen  richtet. 
Umgekehrt  entspricht  einer  Fortziehung  des  Seilendes  eine  in  dem- 
selben Verhältniss  verminderte  Anziehung  des  beweglichen  Kolbens. 
Man  hat  es  also  durch  eine  solche  Vorrichtung,  deren  nähere 
Kenntniss  hier  natürlich  vorausgesetzt  wird,  in  der  Hand,  einer 
mehr  extensiven  Bewegungsgrösse  oder  Kraftgrösse  eine  mehr 
intensive  Form  zu  geben.  Die  Spannungen  in  der  ganzen  Länge 
des  Seils  müssen  gleich  sein,  und  es  vertreten  daher  die  mehrfach 
an  demselben  Kolben  ziehenden  Seile  auch  eine  mehrfache  Spannung 
oder  Kraft.  Sehr  einfach  gestaltet  sich  die  Vorstellung  des  Vor- 
gangs, wenn  man  sich  mit  Cartesius  zunächst  auf  den  Fall  be- 
schränkt, dass  an  einem  Seil,  welches  au  dem  einen  Ende  befestigt 
ist  und  ausserdem  noch  auf  der  andern  Seite  mit  seinem  freien 
Ende  über  eine  fest  angebrachte  Rolle  führt,  eine  andere  Rolle, 
die  zugleich  den  Angriffspunkt  der  Gewichte  oder  Kräfte  bildet, 
frei  hängt  und  so  eingelegt  ist,  dass  sie  von  dem  unter  ihr  fort- 
gleitenden Seil  gehoben  oder  herabgelassen  wird.  Hiebei  ist  nun 
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klar,  dass  wenn  die  Seiltheile  parallel  laufen,  einer  Anziehung  des 
Seilendes  um  eine  bestimmte  Strecke  das  Steigen  der  beweglichen 
Holle  um  die  Hälfte  dieser  Strecke  entsprechen  muss.  Das  doppelt 
genommene  Seil  verkürzt  sich  nämlich  als  solches  nur  um  die 
Hälfte  der  Minderung  der  Längenausdehnung  des  einfachen  Seils. 
Die  Wege  werden  sich  umgekehrt  wie  die  Intensitäten  der  Spannungen 
oder  Gewichte  verhalten.  Hiemit  ist  zugleich  die  Art  dargethan, 
wie  man  den  einen  Factor  der  Kraft  in  den  andern  verwandeln 
und  das  Doppelte  einer  Spannung  oder  Gewichtswirkung  an  Stelle 
der  einfachen,  extensiven  Wirkungsart  erzielen  kann. 

Es  bedarf  wohl  keiner  weiteren  Erläuterung,  wie  an  der  voraus- 
gesetzten Vorrichtung  die  gleichzeitigen  virtuellen  Wege,  d.  h.  die 
virtuellen  Geschwindigkeiten  im  umgekehrten  Verhältniss  der  an- 
greifenden Gewichte  oder  der  die  statischen  Wirkungen  repräsen- 
tirenden  Federspaunungen  stehen  müssen.  Auch  haben  wir  die 
Cartesische  Behandlung  des  Flaschenzugs  nur  besonders  hervor- 
gehoben, weil  sie  sich  durch  die  unmittelbare  Anknüpfung  an  den 
Kraftbegriff  und  an  das  virtuelle  Princip  auszeichnet.  Galilei  hatte 
bei  seiner  Erörterung  des  Gegenstandes  *)  den  Hauptton  auf  die 
Herbeiziehung  von  Hebelcombinationen  gelegt  und  sich  weniger 
um  die  einfache  Vorstellungsart  bekümmert,  vermöge  deren  sich 
die  Wirkung  des  Flaschenzuges  sogar  als  Ausgangspunkt  für  eine 
ganz  allgemeine  Nachweisung  der  virtuellen  Verhältnisse  der  Kräfte 
benutzen  lässt.  Sehr  spät  kam  ein  neuerer,  uämlich  Lagrange, 
auf  diese  Seite  des  Flaschenzuges  zurück  und  versuchte  dadurch, 
dass  er  alle  zu  einem  System  vereinigten  Kräfte  durch  eine 
Flaschenzugvorrichtung  repräsentirte,  vom  Satz  der  virtuellen  Ge- 
schwindigkeiten einen  eigentlichen  Beweis  *)  zu  geben.  Diese 
sehr  natürliche  Combination  des  Princips  des  Flaschenzugs  mit 
demjenigen  der  virtuellen  Geschwindigkeiten  ist,  wie  wir  gesehen 
haben,  in  ihrer  einfachsten  und  ursprünglichsten  Form  sehr  alt, 
wird  uns  aber  in  einem  späteren  Stadium  noch  einmal  besonders 
beschäftigen  müssen,  um  als  Ausgangspunkt  der  Kritik  der  Be- 
weisversuche für  das  virtuelle  Princip  zu  dienen. 

50.  Das  virtuelle  Princip  ist  das  allgemeinste  und  so  zu 


*)  Delle  taglie,  in  Deila  scienza  meccanica,  Bd.  XI  der  angef.  Aasg. 
der  Werke,  S.  104—112. 

*)  Ent  in  der  2.  Ausg.  der  Mec.  anal.  Bd.  1,  erste  Abtb.,  Soct.  1, 
Art  18—19. 
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sagen  am  meisten  philosophische,  welches  wir  bis  jetzt  zu  be- 
räcksichtigen  hatten.  Die  weitere  Entwicklung  der  Mechanik  führt 
zu  allgemeinen  Formulirungen  von  grosser  Tragweite,  unter  denen 
einige  der  Statik  und  Dynamik  gemeinsam  sind  und  zu  ihrem 
Kern  gewisse  Vorstellungen  über  einen  geringsten  Kraftaufwand 
haben.  Einerseits  werden  diese  Ideen  durch  die  Rücksicht  auf  die 
mathematischen  Minima  der  Functionen  und  andererseits  durch 
die  Annahme  bestimmt,  dass  die  Natur  überall  diejenigen  Com- 
binationen  verursache,  für  welche  sich  der  geringste  Widerstand 
vorhndet.  Der  Umstand,  dass  sich  der  geniale  Mathematiker 
Fermat  mit  einer  Methode  für  Maxima  und  Minima  beschäftigte, 
die  als  Keim  der  Differentialrechnung  angesehen  werden  kann, 
macht  es  sehr  begreiflich,  dass  er  auch  in  seiner  Auffassungsart 
mechanischer  Vorgänge  und  zwar  speciell  in  seinen  Speculationen 
über  das  Cartesische  Gesetz  der  Lichtbrechung  auf  den  Gedanken 
kam,  die  Natur  befolge  bei  dem  Fortpflanzen  der  Bewegung  eine  Art 
Gesetz  der  Minima.  Er  ist  auf  diese  Weise  der  Urheber  desjenigen 
Princips  geworden,  welches  man  gewöhnlich  als  das  der  geringsten 
Wirkung  (de  la  moindre  action)  bezeichnet,  und  welches  diuch 
Maupertuis  für  Dynamik  und  Statik  in  einer  W' eise  erörtert  wurde, 
welche  viel  Aufsehen  gemacht  hat.  Diese  spätere  Berühmtheit 
des  Princips  in  seinen  dynamischen  und  statischen  Anwendungen 
nöthigt  uns,  schon  hier  den  Fermatschen  Grundgedanken  hervorzu- 
heben. In  einem  Brief  des  fraglichen  Mathematikers  heisst  es*): 
„Ich  sah  kein  zuverlässigeres  Mittel  als  die  Brechungen  in  dem 
einzigen  Princip  zu  suchen,  dass  die  Natur  immer  auf  den  kürzesten 
Wegen  thätig  ist  (agit  toujours  par  les  voies  les  plus  conrtes).“ 
Es  lasse  sich,  meint  er,  auf  diese  Weise  der  Punkt  der  Brechung 
bestimmen.  Der  Beweis,  welcher  in  dem  erwähnten  Brief  abge- 
sondert *)  für  das  Princip  als  den  letzten  Grund  des  Sinusgesetzes 
der  Lichtbrechung  an  der  Grenze  verschiedener  Medien  geometrisch 
geführt  wird,  hat  zum  eigentlichen  Thema  den  Umstand,  dass  vou 
einem  Punkt  des  einfallenden  zu  einem  Punkt  des  gebrochenen 
Strahls  jeder  Weg,  der  durch  einen  andern  Einfallspunkt  führte, 
mit  mehr  Widerstand  verknüpft  und  zeitlich  länger  sein  würde,  als 
der  ursprünglich  der  Brechungsregel  gemäss  vorausgesetzte.  Da  die 


')  Fennat,  Varia  opera  matbematica,  Tolosae  ltJ79,  S.  156.  (Gleiche 
Seite  im  Berliner  Abdruck  der  Werke  Fermata  von  1861). 

•)  Ibid.  8.  158. 


Digitized  by  Google 


102 


Widerstände  in  den  beiden  Medien  verschieden  sind,  so  ist  die 
geringste  Widerstandssunune  und  mithin  auch  die  kürzeste  Zeit 
für  den  ganzen  Weg  und  den  Winkel,  in  welchem  sich  derselbe 
am  Einfallepunkt  bricht,  das  Maassgebende. 

Ohne  hier  näher  auf  die  geometrischen  Erläuterungen  einzu- 
gehen,  bemerken  wir  nur,  dass  Fermat  schliesslich  seiner  natur- 
philosophischen Idee  einen  bezeichnenden  Ausdruck  verleiht,  indem 
er  •)  von  der  Natur  sagt,  es  sei  aus  jener  Nachweisung  zu  er- 
sehen, „dass  diese  grosse  Arbeiterin  unserer  Instrumente  und 
Maschinen  nicht  bedarf,  um  ihre  Operationen  zu  vollziehen.“ 
Späterhin  werden  wir  bei  der  allgemeinen  Prüfung  des  Princips 
der  geringsten  Wirkung  zeigen,  dass  es  in  einem  gewissen  exact 
bestimmbaren  Sinn  allerdings  ganz  allgemeine  Gültigkeit  hat  und 
sogar  jeder  einfachsten  Kiäftecombination  zu  Grunde  liegt.  Es 
wird  sich  also  dieses  bis  jetzt  so  dunkel  gebliebene  Princip  ebenso 
wie  dasjenige  der  virtuellen  Geschwindigkeiten  nicht  nur  auf  die 
einfachsten  Maschinen  sondern  auch  schon  auf  die  elementarsten 
Kräftebeziehungen,  also  namentlich  auf  das  Parallelogramm  der 
Kräfte  anweuden  und  in  diesen  Grundformen  aller  Wirkungsweisen 
der  Natur  auffindeu  lassen.  Hieraus  wird  sich  dann  erklären,  wie 
in  jedem  verwickelteren  Vorgang  mechanischer  Natur  und  mithin 
auch  in  dem  Gesetz  der  Lichtbrechung  jenes  Princip  nachzuweisen 
sein  müsse.  Bei  dieser  Betrachtungsart  wird  dann  aber  auch  der 
Gesichtspunkt  des  Zweckes  völlig  zuräcktreten  und  sogar  über- 
flüssig werden.  Es  wird  sich  alsdann  feststellen,  dass  die  „grosse 
Arbeiterin,“  auch  von  allen  Zwecken  abgesehen,  nicht  umhin  kann, 
in  ihren  Operationen  gewisse  Minima  zu  beobachten  oder  viel- 
mehr nach  rein  wirkender  und  von  Zwecken  unabhängiger  Causalität 
zu  producireu. 

Schon  Herou  der  Mechaniker  soll  *)  die  Reflexion  des  Lichts 
auf  dasselbe  Princip  zurückgeführt  haben,  und  es  wäre  daher 
möglich,  dass  Fermat,  der  die  Reste  des  Alterthums  genau  kannte, 
durch  jene  frühere  Auffassung  zur  eignen  Verfolgung  der  Idee  bei 
Gelegenheit  seiner  Streitigkeiten  mit  Cartesius  veranlasst  worden 
wäre.  Woher  aber  auch  die  erste  Anregung  dazu  gekommen  sein 
mag,  der  allgemeinen  uaturphilosophischen  Idee  eine  mechanische 
und  zunächst  speciell  optische  Seite  abzugewinnen;  — jedenfalls 

')  Ibid.  S.  160. 

')  Nach  Montucla,  Histoire  des  math^matdques,  2.  Aosg.  Bd.  111,  S.  644. 


Digitized  by  Googlc 


103 


ist  der  Anknäpfungspimkt  vorläufig  eia  sehr  oatlegener  gebliebeu, 
und  es  ist  auf  diese  Weise  begreiflich,  warum  das  neue  Princip 
bis  auf  die  Gegenwart  eine  so  zweideutige  und  den  übrigen  ein- 
fachen Grundsätzen  der  Statik  und  Dynamik  so  entfremdete  Rolle 
spielen  konnte.  Auch  seine  sehr  intime  Beziehung  zu  dem  statischen 
Verhalten  der  Kräfte  ist  von  uns  hier  blos  vorausgesetzt  worden 
und  kann  erst  später  bei  der  Sichtung  seines  vielseitiger  ge- 
wordenen Inhalts  nachgewiesen  werden.  Die  metaphysische  Form, 
in  welcher  das  Princip  zuerst  auftrat,  trägt  die  Schuld,  dass  es 
der  weiteren  Entwicklungsgeschichte  eine  Reihe  von  Streitigkeiten 
hinterliess.  Eine  ähnliche  Bemerkung  wird  sich  uns  unwillkürlich 
für  alle  Begriffe  und  Vorstellungsarteu  aufdrängen,  welche  eine 
specifisch  metaphysische  Seite  haben,  und  das  nächste  Capitel, 
weiches  die  philosophisch  metaphysischen  Einflüsse  darzustellen 
hat,  wird  diesen  Sachverhalt  mehrfach  bestätigen. 


Fünftes  Capitel. 

Einwirknngen  der  gleichzeitigen  Philosophie. 

51.  Im  Zeitalter  Galileis  kann  die  Stellung  der  philosophischen 
Richtungen  wesentlich  nur  nach  zwei  Seiten  in  Frage  kommen. 
Zunächst  sind  es  die  Aristotelischen  Doctrineu,  welche  der  Aner- 
kennung der  neuen  Wissenschaften  und  nenen  Methoden  am 
meisten  entgegenstehen.  Alsdann  ist  es  die  reformirte  Philosophie 
in  der  Person  des  Cartesius  selbst,  die  in  die  unmittelbarste 
Berührung  mit  den  Grundvorstellungen  der  Mechanik  geräth.  Da- 
gegen bleiben  Bacons  Gesichtspunkte  für  die  Principien  der 
Mechanik  gleichgültig,  da  der  Englische  Philosoph  nicht  einmal 
die  allerersten  Elemente  der  Archimedischen  Statik,  geschweige 
die  neuen  Bestrebungen  kannte.  Auch  lag  die  Richtung  seines 
Geistes  so  weit  von  mathematischen  und  mechanischen  Deductioneu 
ab,  dass  seine  Arbeiten  in  dieser  Beziehung  auch  später  unerheblich 
bleiben  mussten  und  weder  eine  günstige  noch  ungünstige  Ein- 
wirkung ausübeu  konnten.  Die  Art  von  Induction,  welche  er  für 
den  Erwerb  des  Naturwissens  empfahl,  liess  sich  auf  Wissenschaften 
mit  ausgeprägt  rationellen  und  deductiven  Elementen  gar  nicht 
anwendeu.  Der  allgemeine  Grundsatz  aber,  sich  vornehmlich  auf 


Digitized  by  Google 


104 


die  Erfahrung  zu  stützen,  war  bereits  nnabhängig  von  Bacon,  nnd 
ehe  seine  Schriften  bekannter  wurden,  mehr  und  mehr  zur  Geltung 
gelangt.  Schon  Leonardo  da  Vinci  hatte,  wie  wir  Nr.  10  nachge- 
wiesen haben,  die  zutreffendsten  Grundsätze  über  Erfahrung, 
rationelle  Speculation  und  das  durch  die  Mathematik  vermittelte 
Zusammenwirken  beider  aufgestellt.  Die  allgemeine  Italiänische 
Reaction  gegen  die  Aristotelischen  Traditionen  äusserte  sich  dann 
später  darin,  dass  die  bahnbrechenden  Persönlichkeiten,  wie  Galilei, 
den  metaphysischen  Traditionen  nach  Kräften  entsagten  und  sich 
von  vornherein,  unbekümmert  um  die  überlieferte  Metaphysik  und 
Naturphilosophie,  auf  einen  rein  positiven  Standpunkt  zu  stellen 
suchten.  Das  Erfahrungsprincip  und  die  Kritik  der  Ideen  durch 
die  Thatsachen  spielte  hiebei  natürlich  eine  entscheidende  Bolle. 
Indessen  ist  der  Antheil  einer  echten  Speculation  grade  in  Rücksicht 
auf  die  mechanischen  Principien  so  überwiegend,  dass  empirische 
Grundsätze  in  der  Weise  Bacons  der  Behandlung  der  Statik  imd 
Dynamik  nur  hätten  hinderlich  sein  können,  wenn  sie  oder  etwas 
Aehnliches  zum  Leitfaden  genommen  worden  wären.  Uebrigeus 
könnte  auch  die  ganze  Frage  nach  dem  V'erhältniss  der  Baconischen 
Philosophie  zur  Entwicklung  der  Mechanik  erst  nach  Galileis 
Grundlegungen  einen  Sinn  haben,  da  die  letztem  thatsächlich 
früher  fertig  waren,  als  Bacons,  auf  die  Methode  bezügliche  Ver- 
öffentlichungen. 

Die  Chicanen,  welche  einem  Galilei  von  den  Aristotelikem 
bereitet  wurden,  waren,  wie  z.  B.  die  Leugnung  der  einfachsten 
Vorstellungen  über  den  freien  Fall  der  Körper,  nur  auf  Gmnd  des 
Autoritätsprincips  zu  bewerkstelligen.  Die  Gewohnheit,  Bücher 
als  letzte  Quelle  der  Wahrheit  zu  betrachten,  wo  das  eigne 
Denken  oder  die  Thatsachen  entscheiden  müssen,  war  der  Stütz- 
punkt aller  jener  Widerspänstigkeiten  gegen  die  neuen  Grund^igeu 
der  Mechanik.  Die  Person  des  Simplicius,  deren  Name  an  einen 
Commentator  des  Aristoteles  erinnert,  vertritt  in  den  Galileischen 
Dialogen  jenen  Standpunkt,  der  allen  Disciplinen  eigen  ist,  die 
historisch  gewöhnt  sind,  irgend  welche  Schriften  als  letzte  Ent- 
scheidungsquelle zu  betrachten. 

Wie  aber  der  Geist  der  Aristotelischen  Naturphilosophie 
selbst  dazu  gedient  habe,  die  Schwierigkeiten  principieller  Fest- 
stellungen in  der  Mechanik  zu  vermehren,  wird  sich  am  besten 
zeigen,  wenn  wir  an  seiner  Stelle  das  allgemeine  Gepräge 
' aphysischer  Speculationsart  berücksichtigen,  wie  es  sich  auch 
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noch  in  vielen  ürtheilen  des  Cartesius  vorfindet.  Das  Verhalten 
dieses  sich  priucipiell  von  dem  Aristotelismus  lossagenden  und 
metaphysisch  reformatorischen  Philosophen,  der  zugleich  Mathe- 
matiker war  und  die  mechanischen  Probleme  selbstäudig  behandelte, 
kann  am  besten  lehren,  wo  das  Hemmende  und  das  Fördenide 
der  rein  philosophischen  Speculation  zu  suchen  ist. 

52.  Ohne  rationelle  Speculation  liess  sich  in  der  Erfassung 
der  mechanischen  Principien  nichts  ausrichteu,  und  wir  haben 
bereits  Nr.  25  auf  den  Autheil  hingewiesen,  den  das  echt 
speculative  Element  an  den  Erfolgen  Galileis  gehabt  hatte.  In 
dieser  Beziehung  kann  man  sagen,  dass  bei  dem  Schöpfer  der 
Dynamik  viel  Philosophie  anzutreflfen  sei,  und  auch  in  diesem 
Sinne  rechtfertigt  sich  sein  eigner  Ausspruch  „er  habe  mehr  Jahre 
auf  die  Philosophie  als  Monate  auf  die  Mathematik  gewendet.“  ' ) 
War  auch  die  Bezeichnung  als  Philosophie  damals  und  noch 
lange  nachher  vielfach  in  einem  sehr  allgemeinen  Sinne  flblich, 
so  lässt  sich  doch  bei  Galilei  das  AVort  auch  in  einem  engeren 
Sinne  anwenden.  Die  Erfassung  der  letzten  angebbaren  Gründe 
war  auch  sein  Gesichtspunkt,  und  wenn  er  diese  äussersten 
Principien  nicht  so  verstand,  wie  es  die  eigentliche  Metaphysik  in 
der  Person  des  Cartesius  that,  so  begründet  dieser  Unterschied 
eine  Abweichung  in  der  Art  und  Methode,  uicht  aber  in  der 
allgemeinen  Gattung  der  Speculation.  Das  den  beiden  Richtungen 
gemeinsame  Ziel  ist  die  Feststellung  der  äussersten  Principien, 
zu  denen  man  für  die  Mechanik  gelangen  könne.  W'ir  werden 
sehen,  wie  die  mehr  logisch  metaphysische  Verfahrungsart  des 
Französischen  Denkers  im  Verhältuiss  zu  der  Galileischen  Denk- 
weise erscheint,  indem  wir  die  eignen  Aussprüche  Descartes’  zu 
Grunde  legen. 

Zunächst  muss  jedoch  bemerkt  werden,  dass  zwei  Haupt- 
punkte im  naturphilosophischen  System  des  Descartes  die  Ge- 
schichte der  allgemeinen  mechanischen  Principien  nur  sehr  indirect 
berühren.  Es  sind  dies  sein  metaphysischer  Gegensatz  von  Aus- 
dehnung und  Denken  und  seine  Vorstellung,  dass  die  kosmischen 
Bewegungen  Wirbel*)  seien,  welche  durch  das  Kreisen  der  die 

Brief  T.  7.  Mai  1010,  in  Bd.  VI  der  angef.  Aasg.  der  Werke,  S.  99. 

*)  Hnygbens  sagt  am  Schlnss  seines  Kosmothcoros;  Die  kosmische 
„Commentation  bei  Cartesius  ist  ganz  und  gar  ans  so  leichtfertigen  Gränden 
gewebt,  dass  es  mich  oft  wnndert,  wie  er  auf  die  Vereinbarung  solcher  Er- 
dichtungen soviel  Mühe  habe  wenden  können.“ 


Digitized  by  Google 


106 


Weltkörper  umgebenden  feinen  Materie  erzeugt  würden.  Diese 
Idee,  welche  den  Keplerschen  Thatsachen  und  den  Newtonschen 
Begründungen  der  allgemeinen  Gravitation  weichen  musste,  schliesst 
zugleich  die  Meinung  ein,  dass  jede  Bewegung  zunächst  immer 
wieder  durch  etwas,  was  selbst  bewegt  ist,  nicht  aber  durch  ver- 
borgene Ursachen  zu  erklären  sei.  So  richtig  nun  der  philoso- 
phische Gesichtspunkt  auch  ist,  dass  man  durch  die  Berufung  auf 
eine  causa  occulta  das  Yerständniss  nicht  fördere,  so  kann  doch 
der  scholastische  Gebrauch  eines  solchen  Begriffs  nicht  zugleich 
die  richtigen  aber  älmlicheu  Vorstellungsarten  der  modernen  An- 
schauungsweise ausschliessen.  Schliesslich  sind  alle  Ursachen, 
insofern  sie  als  fundamentale  Naturkräfte  gedacht  werden,  in 
einem  gewissen  Sinne  verborgen,  d.  h.  nicht  weiter  erklärbar,  und 
mau  muss  sich  bei  ihrer  Thatsächlichkeit  beruhigen.  Die  Newton- 
sche  Gravitation  war  nun  allerdings  eine  Ursache  oder  Kraft  und 
nicht  bereits  eine  Bewegung,  aus  welcher  man,  wie  in  den 
Maschinen,  andere  Bewegungen  durch  Uebertragung  hätte  ent- 
stehen lassen  können.  Die  Cartesianer  und  Leibniz  hatten  daher 
Unrecht,  wenn  sie  den  Newtonschen  Grundsätzen  Scholasticismus 
vorwarfen  und  die  Gravitation  als  verborgene  Ursache  nicht  gelten 
lassen  wollten.  Die  Ursachen  an  sich  selbst  kommen  in  der  mo- 
dernen Anschauungsweise  gar  nicht  oder  vielmehr  nur  als  Formen 
der  Zusammenfassung  von  Erscheinungsgruppen  und  der  logischen 
Haudhabimg  der  phänomenalen  Thatsachen  in  Frage.  Der  Carte- 
sische  Aether,  welcher  durch  sein  Kreisen  die  festeren  materiellen 
Massen  mit  sich  lörtführeu  soll,  ist  eine  ganz  willkürliche  Voraus- 
setzung und  sieht,  da  weder  Erfahrung  noch  llaisonnement  zu 
seiner  Conception  hinreichende  Veranlassung  geben,  selbst  wie  eine 
verborgene  Ursache  der  Scholastiker  aus.  Unsere  moderne  Aether- 
hypothese  ist  dagegen  etwas  Unumgängliches;  aber  diesem  Aether 
als  Träger  der  Lichtschwingungen  u.  dgl.  wird  auch  keine  andere 
Bewegung  beigelegt,  als  diejenige,  welche  sich  in  den  Er- 
scheinungen kundgiebt. 

Es  ist  daher  durchaus  uothweiidig,  die  mechauischen  Kräfte 
irgend  einmal  als  Ursachen  der  Bewegungserscheinungen  zu  fassen, 
und  die  Meinung,  dass  nur  das  selbst  Bewegte  wiederum  bewegen 
könne,  berichtigt  sich  schon  dadurch,  dass  sie  durch  ihre  still- 
schweigende Voraussetzung  eines  ersten  nnerklärlich  Bewegten  die 
Nöthigung  anerkennt,  den  letzten  Ursprung  aller  Bewegungs- 
erscheinungeu  in  etwas  zu  setzen,  was  au  sich  selbst  nicht  Be- 
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wegungserscheinung  ist  und  als  solches  jeder  anschaulichen  Orts- 
veränderung, d.  h.  jeder  phoronomischen  Bethätigung  dem  Range 
nach  vorangeht.  Die  wirbelnde  feine  Materie  ist  mithin  auch  in 
rein  formaler  Beziehung  ein  verhältnissmässig  rohes  Erklärungs- 
princip,  welches  mit  den  Dichtungen  der  antiken  Naturphilosophie 
auf  einer  Linie  steht.  Der  Umstand,  dass  Cartesius  die  wesent- 
liche Eigenschaft  des  Körperlichen  einseitig  in  der  Ausdehnung 
sucht  und  demselben  die  innern  Kräfte  abspricht,  hängt  mit  jenem 
Princip  der  Erklärung  von  Bewegungen  durch  andere  Bewegungen 
offenbar  zusammen.  Doch  hat  das  Maschinenmässige,  welches  in 
der  Naturphilosophie  des  Cartesius  als  Vorbild  maassgebend  ist, 
wenigstens  dazu  mitgewirkt,  den  Geschmack  au  mechanischen 
Auffassungen  der  Naturvorgänge  zu  verbreiten,  und  muss  auf  diese 
Weise  wenigstens  indirect  auch  der  strengem  Mechanik  einen 
weitem  Einfluss  verschafft  haben. 

Ausser  den  skizzirten,  uns  hier  am  wenigsten  angehenden 
Vorstellungsarten  finden  sich  in  Descartes’  „Principien  der  Philo- 
3ophie‘‘  auch  philosophische  Formulirungen  der  obersten  Principien 
der  mechanischen  Bewegung.  Obwohl  nun  das  Richtige  in  diesen 
Formulirungen  thatsächlich  nichts  Neues  bietet,  so  sind  doch  die 
metaphysischen  Ausgangspunkte  und  formellen  Gestaltungen  bis- 
weilen von  Interesse;  ja  es  beginnt  eigentlich  hier  erst  der  Gegen- 
stand, den  wir  vornehmlich  zu  behandeln  haben.  Zunächst  ist  es 
das  bereits  von  Galilei  formulirte  Gesetz  der  Beharrung  oder 
Trägheit,  was  auch  Cartesius  au  die  Spitze  stellt.  Der  letztere 
spaltet  es  jedoch  weseutüch  in  zwei  Ideen,  von  denen  die  eine 
von  grosser  metaphysischer  Allgemeinheit  ist.  Er  stellt  nämlich 
im  zweiten  Theil  der  erwähnten  Schrift*)  als  erstes  Naturgesetz 
dasjenige  der  Beharrung  im  gleichen  Zustande  hin  und  versteht 
diese  Beharrung  so  allgemein,  dass  er  als  Beispiel  das  Viereckige 
wählen  kann.  Die  Gestalt,  der  Zustand  der  Ruhe  oder  Bewegimg 
erhielten  sich,  nämlich  abgesehen  von  einer  erst  hinzukommeuden 
Bewegung.  Wir  hätten  keinen  Grund,  zu  denken,  wie  die  Be- 
wegung von  selbst  aufhören  sollte.  Auch  sei  die  Ruhe  der  Be- 
wegung entgegengesetzt  und  nichts  wende  sich  vermöge  des  An- 
triebs der  eignen  Natur  zum  Gegentheil  oder  zur  Zerstörung  seiner 
selbst.  Erst  hierauf*)  wird  als  zweites  Naturgesetz  jenes  dyna- 
mische Qrundprincip  Galileis  hingestellt,  dass  jeder  bewegt«  Körper 

*)  Principia  philosophiae,  1643,  pars  U,  Nr.  37. 

*)  Ibid.  Nr.  39. 
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seine  Bewegung  in  grader  Linie  fortzusetzen  strebt.  Hiebei  beruft 
sich  Descartes  gelegentlich  auch  auf  die  Erfahrung.  Das  dritte 
rerineinte  Naturgesetz’)  zeigt  nun  aber  schon  den  Charakter  und 
die  Bedenklichkeit  der  Cartesischen  Methode.  Es  soll  nämlich 
darin  bestehen,  dass  ein  Köi^per  gegen  einen  solchen,  den  er  nicht 
bewegen  kann,  von  seiner  Bewegung  nichts  verliere,  gegen  einen 
schwächeren  aber  die  ertheilte  Bewegungsmenge  einbQsse.  Zu 
ersterer  Idee  hatte  die  optische  Reflexion  Veranlassimg  gegeben. 
Nun  lässt  sich  aber  wohl  schwerlich  etwas  Unmechanischeres 
denken,  als  die  Annahme,  dass  die  schwächere  Kraft,  die  sich 
au  einem  Widerstande  bricht,  durch  diesen  Widerstand  keine  er- 
hebliche Modification  erfahre.  Doch  wir  wollen  uns  hier  nur  an 
das  Methodische  in  der  Cartesischen  Auffassung  der  mechanischen 
Principien  halten  und  haben  daher  au  dem  besondern  Inhalt 
irrthümlicher  Ideen  kein  Interesse. 

Hienach  ist  es  nur  das  erste  sogenannte  Naturgesetz,  welches 
hervorragende  Eigenthümlichkeiten  und  metaphysische  Gesichts- 
punkte darbietet.  Mau  sieht  leicht,  dass  es  sich  eigentlich  dabei 
um  die  Beharrung  unserer  Begriffe  handelt.  Jede  Veränderung, 
welche  mit  eiuer  Vorstellung  vorgeht,  erscheint  uns  als  die  Hiu- 
zufQguug  eines  neuen  Begriffselements.  Hieraus  erklärt  sich  auch 
der  rein  negative  Grund,  wir  hätten  keine  Veranlassung,  das  Auf- 
hören der  Bewegung  zu  denken.  In  der  That  fehlt  es,  sobald  ein 
Begrifl',  z.  B.  die  Vorstellung  eines  mathematischen  Gebildes  oder 
die  Form  einer  Bewegung  einmal  concipirt  ist,  in  diesem  Begriff 
selbst  an  jedem  Grunde,  seinen  Inhalt  zu  verändern.  Der  Begriff 
bleibt  sich  selbst  gleich,  und  es  muss  mit  ihm  ein  anderer,  bis- 
her ausser  ihm  liegender  Begriff  combinirt  werden,  damit  überhaupt 
die  Vorstellung  einer  Abänderung  möglich  werde.  Es  sei  schon 
hier  daran  erinnert,  dass  man  in  neuerer  Zeit  versucht  hat,  das 
Trägheitsgesetz  als  eine  blosse  Folgerung  des  Causalitätsgesetzes 
oder,  mit  andern  Worten,  der  Noth Wendigkeit  eines  zureichenden 
Grundes  für  Jede  Veränderung  erscheinen  zu  lassen.  Bei  Cartesius 
ist  diese  Auffassung  noch  nicht  völlig  ausgebildet,  lässt  sich  aber 
doch  keineswegs  verkennen.  Um  einem  Missverständniss  zu  be- 
gegnen, sei  bemerkt,  dass  ein  Begriff  als  solcher  schon  eine  un- 
begrenzte Menge  von  Veränderungen,  z.  B.  vou  räumlichen  Be- 
wegungen, also  von  Ortsveränderungen,  oder  von  sonstigen  sich 


*)  Ibid.  Nr.  40. 
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Dach  seinem  Inhalt  ergebenden  Combinationen  einschliessen  kann, 
ohne  dass  hiedurch  das  Gesetz  seiner  Beharrung  und  der  Noth- 
wendigkeit  eines  neuen,  gleichsam  äusseren  Grundes  für  seine 
eigne  Veränderung  hinfällig  wird.  Diejenigen  Veränderungen 
nämlich,  welche  in  dem  Begriff  selbst  gegeben  sind,  mOgen  be- 
trachtet werden  wie  sie  wollen  — sie  ändern  den  Begriff  selbst 
nicht,  sondern  vertreten  in  ihrer  Bethätigung  eben  nur  jene  Be- 
harrung des  Begriffs,  auf  die  es  ankommt.  Die  mit  gleicher  Ge- 
schwindigkeit beharrende  Bewegung  in  grader  Linie  ist  selbst  ein 
Beispiel  fär  den  angedeuteten  Sachverhalt;  denn  sie  ist  eine  Orts- 
veränderung,  und  aus  diesem  Gesichtspunkt  sind  die  Theile  in 
ihrer  Vorstellung  Elemente  einer  fortwährenden  Veränderung.  Als 
Ganzes  gedacht  und  unbeschränkt  aufgefasst,  wie  dies  bei  jedem 
Begriff  geschehen  muss,  ist  sie  jedoch  etwas  sich  selbst  Gleiches 
nnd  Unveränderliches.  Diese  Unveränderlichkeit  zeigt  sich  auch  in 
den  Theilvorstellungen,  wenn  mau  von  der  innern,  schon  in  den 
Begriff  selbst  hineingelegten  Veränderung  absieht  und  die  Einerleiheit 
der  Bichtnng  und  der  Geschwindigkeit  ins  Auge  fasst.  Man 
konnte  nun  das  Gesetz  der  Beharrung  der  Begriffe  und  zwar  auch 
ganz  im  Sinne  der  erwähnten  Cartesischen  Vorstellungen  auf  kreis- 
förmige oder  Oberhaupt  auf  beliebige  Bewegungen  anwenden, 
insofern  der  Begriff  derselben  in  einer  Definition,  Regel,  oder 
Oberhaupt  gesetzlichen  Erzeugungsart  gegeben  ist.  In  der  That ' 
ist  auch  diese  weitere  Vorstellnngsart  des  Beharrungsgesetzes  zu- 
treffend und  wird  uns  später  dazu  dienen,  eine  Kritik  der  neuem 
Ideen  zu  Oben,  weiche  das  mechanische  Trägheitsgesetz  auf  rein 
logische  Weise  zu  erklären  glauben. 

53.  Die  Richtung  der  Descartesschen  Denkweise  tritt  ira 
Gegensatz  zu  derjenigen  Galileis  recht  deutlich  in  einem  Briefe 
des  ersteren  hervor,  in  welchem  das  Hauptwerk  des  grossen  Italiäners 
und  mit  ihm  die  neue  Wissenschaft,  die  er  in  den  Discorsi  gründete, 
einer  uns  heute  befremdenden  Beurtheilung  unterworfen  wird.  In 
diesem  an  Mersenne  gerichteten  Brief  heisst  es*):  „Er  (Galilei) 
habe  ohne  die  ersten  Ursachen  der  Natur  zu  betrachten  (sans  avoir 
considOrO  les  premihres  causes  de  la  nature)  nur  die  Gründe  einiger 
besondera  Wirkungen  (effets  particuliers)  gesucht  und  so  ohne 
Fundament  gebaut.“  Ferner  *) : „Alles  was  er  von  der  Geschwindig- 


’)  Descartes,  Lettres,  Bd.  II  Paris  1659,  Brief  91,  S.  391. 
•)  Ibid.  8.  394. 
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keit  der  Körper  sagt,  welche  im  leeren  Kaum  fielen  etc.  ist  ohne 
Fundament  aufgebaut;  denn  er  hätte  zuvor  bestimmen  müssen,  was 
die  Schwere  sei,  und  wenn  er  davon  das  Richtige  wüsste,  so  würde 
er  wissen,  dass  sie  im  leeren  Raume  gar  nicht  vorhanden  ist  (qu’elle 
est  nulle  dans  le  vide).“  Bald  darauf ' ) folgt  eine  gegen  das  Fundament 
der  ganzen  modernen  Dynamik  gerichtete  Stelle:  „Er  setzt  voraus, 
dass  die  Geschwindigkeit  der  herabsteigenden  Gewichte  sich  immer 
gleichmässig  vermehre,  was  ich  einstmals  wie  er  geglaubt  habe; 
aber  ich  glaube  jetzt  durch  Beweis  zu  wissen,  dass  es  nicht  wahr 
ist.  Auch  nimmt  er  an,  dass  die  Geschwindigkeitsgrade  desselben 
Körpers  auf  verschiedenen  Ebenen  gleich  seien,  sobald  die  Erhebungen 
dieser  Ebenen  gleich  sind,  was  er  gar  nicht  beweist  und  was  nicht 
streng  wahr  ist;  und  da  alles  Folgende  nur  von  diesen  zwei  Voraus- 
setzungen abhängt,  so  kann  man  sagen,  dass  es  gänzlich  in  die 
Luft  gebaut  ist.“  Auch  das  Gesetz  der  Wurfbewegung  wird  von 
Cartesius  in  einer  Weise  angefochteu,  welche  nicht  einmal  die  Be- 
harrung der  horizontalen  Bewegung  mit  gleicher  Geschwindigkeit 
gelten  lässt;  denn  der  Französische  Denker  sagt*):  „Er  fügt  zu 

den  vorigen  eine  andere  falsche  Annahme,  nämlich  dass  die  in  die 
Luft  geworfenen  Körper  sich  in  der  Richtung  des  Horizontes  gleich 
schnell  bewegen,  dass  sich  aber  im  Niedersteigen  ihre  Geschwindig- 
keit im  doppelten  Verhältniss  des  Raumes  vermehre.  Nun  ist  es 
unter  dieser  Voraussetzung  sehr  leicht  zu  schliessen,  dass  die  Be- 
wegung der  geworfenen  Körper  eine  parabolische  Linie  beschreiben 
müsste;  aber  da  seine  Voraussetzungen  falsch  sind,  so  kann  auch 
sein  Schluss  von  der  Wahrheit  weit  entfernt  sein.“ 

Diese  Stellen  bedürfen  im  Hinblick  auf  unsere  früheren  Aus- 
einandersetzungen über  die  Hauptbegriffe  und  Vorstellungsarten 
Galileis  keiner  Erläuterung.  Sie  bilden  eine  Selbstkennzeichnung 
der  Cartesischen  Methode  und  einen  greifbaren  Beweis  der  That- 
sache,  dass  Descartes  für  die  neugegründete  Wissenschaft  der 
Dynamik  kein  Verständniss  hatte.  In  der  That  haben  sich  seine 
mechanischen  Vorstellungen,  diejenigen  über  den  Schwingungsmittel- 
punkt nicht  ausgenommen,  wesentlich  nur  um  Begriffe  rein  statischer 
Natur  gi'uppirt,  und  obwohl  er  sein  erstes  Hauptwerk  veröffent- 
lichte und  seine  Schriftstellerlaufbahn  begann,  als  Galilei  die  seinige 
in  der  Hanptsache  abschloss  und  seine  Hauptsätze  schon  im  be- 
rühmten Dialog  über  die  Weltsysteme  längst  publicirt  hatte,  ver- 


‘)  Ibid.  S.  396.  •)  Ibid.  S.  396. 
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liess  sich  der  Französiche  Metaphysiker  auf  seine  Begriife,  wie  er 
dieselben  nach  Maassgabe  der  ersten  oben  angeführten  Stelle  ver- 
stand. Ihm  erschien  es  als  unthunlich,  über  die  Schwere  etwas 
auszumachen,  bevor  man  deren  Wesen  nicht  in  einen  Begriff  ge- 
fasst hätte,  aus  welchem  sich  alles  Uebrige,  was  wissenswerth  sein 
möchte,  entwickeln  lassen  müsste.  Die  Fallgesetze  waren  ihm 
nur  in  die  Luft  gebaute  Besonderheiten,  um  die  sich  zu  kümmern 
zunächst  kaum  der  Mühe  werth  wäre.  Wie  wenig  er  für  die  Art, 
wie  die  eigentlichen  Förderer  der  Mechanik  ihre  Kenntnisse  dar- 
stellten und  bewiesen,  Sinn  hatte  und  den  berühmtesten  Schriften 
keinen  Geschmack  abzugewinnen  wusste,  bezeugt  eine  Stelle  *),  in 
welcher  über  Stevin  abgeurtheilt  wird,  und  in  welcher  er  erklärt, 
er  habe  nicht  die  Geduld,  Bücher  wie  die  von  Stevin  so  zu  lesen, 
dass  er  wissen  könne,  ob  die  Beweise  darin  exact  seien. 

Damit  über  das  Descartessche  Verhalten  zu  Galileis  neuer 
Wissenschaft  auch  im  Allgemeinen  kein  Zweifel  bleibe,  möge  noch 
folgende  Stelle  eben  desselben  Briefs  sprechen  *),  welcher  noch  in 
vielen  andern  Beziehungen,  auf  die  wir  hier  nicht  näher  einzu- 
gehen  vermögen,  für  das  Verhältniss  des  Französischen  Philosophen 
zu  den  Fortschritten  der  Mechanik  seiner  Zeit  von  Bedeutung  ist. 
Er  schreibt:  „Was  zunächst  Galilei  anbetrifft,  so  will  ich  Ihnen 
(Mersenne)  sagen,  dass  ich  ihn  niemals  gesehen  und  auch  keinen 
Verkehr  mit  ihm  gehabt  habe,  und  dass  ich  folglich  von  ihm 
nichts  entlehnt  haben  kann  und  auch  in  seinen  Büchern  nichts 
sehe,  was  ich  beneidete  (qui  me  fasse  envie)  und  fast  nichts,  was 
ich  als  das  meinige  eingestehen  möchte  (que  je  voulusse  avouer 
pour  mien).“  Ausserdem  meint  er  *)  nach  seinen  eignen  Principien 
sei  die  Erklärung  von  Allem,  wovon  Galilei  handelt,  sehr  leicht. 
In  der  That  reichten  diese  eignen  Principien,  wie  wir  gesehen 
haben,  nicht  einmal  aus,  die  Errungenschaften  der  Galileischen 
Dynamik  zu  würdigen. 

Unter  den  Gründen,  mit  welchen  sich  von  Descartes’  Hinweg- 
setzung über  Galileis  beste  Leistungen  Rechenschaft  geben  Hesse, 
ist  einer,  welcher  in  der  That  die  Verschiedenheit  der  meta- 
physischen von  der  unmittelbar  auf  die  Thatsachen  gerichteten 
Denkweise  betrifft.  Die  reine  Deduction  aus  Begriffen,  ja  aus 
einem  einzigen  obersten  Satz,  war  das,  was  der  Französische 
Philosoph  bekanntlich  für  die  Metaphysik  als  nnumgäugUch 


>)  Ibid.  S.  39&  •)  Ibid.  8.  397.  •)  Ibid.  8.  404. 
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forderte,  und  dieses  Urbild  der  Methode  wurde  von  ihm  nach 
Kräften  auch  in  den  andern  Gebieten  des  Denkens  zur  Geltung 
gebracht.  Auch  kann  man  in  der  That  nicht  leugnen,  dass  in 
diesem  Bestreben,  möglichst  viel  an  den  Inhalt  der  Grundbegriffe 
zu  knflpfen,  ein  berechtigter  Zug  liegt,  der  aber  erst  dann  fruchtbar 
zu  werden  vermag,  wenn  er  die  ihm  von  der  Natur  der  Dinge 
angewiesenen  Grenzen  gehörig  erkennt  und  beachtet,  und  sich 
hütet,  auch  das  deduciren  zu  wollen,  was  in  den  Inhalt  der  Be- 
griffe nur  durch  Induction  gelangen  kann.  Wir  werden  nun  sehen, 
dass  Descartes  überall  da  in  seinen  Ansichten  glücklicher  ist, 
wo  ihm  die  angedeutete  Eigenthümlichkeit  jenes  metaphysischen 
und  deductiven  Zuges  etwas  nutzen  konnte. 

54.  Ungeachtet  der  wesentlichen  Beschränkung  seiner  Ideen 
auf  die  Statik  hat  Descartes  dennoch  dem  allgemeinen  Kraftbegriff 
eine  neue  Wendung  zu  geben  verstanden  und  ausserdem  über  die 
Erhaltung  derselben  Kraftsumme  in  der  Natur  eine  Idee  vertreten, 
die  man  als  die  Grundlage  der  bis  in  die  allerneuste  Zeit  immer 
vollkommener  ausgebildeten  Vorstellungen  über  die  Unzerstörlichkeit 
der  mechanischen  Kräfte  betrachten  muss.  Was  zunächst  jenen 
Kraftbegiiff  anbetrifft,  welcher  später  der  Anknüpfungspunkt  der 
berühmten  Streitigkeiten  über  die  Kräftemessung  wurde,  so  haben 
wir  bereits  Nr.  49  das  Wesentliche  angeführt.  Jedoch  mag  hier 
noch  die  ganz  allgemein  gefasste  Formulirung  *)  mit  den  eignen 
W'orten  des  Urhebers  Platz  finden:  „Es  ist  nicht  mehr  und  nicht 
weniger  Kraft  nöthig,  um  einen  schweren  Körper  auf  eine  be- 
stimmte Höhe  zu  heben,  als  um  einen  andern  weniger  schweren 
auf  eine  um  so  viel  grössere  Höhe,  als  er  weniger  schwer  ist,  zu 
heben  u.  s.  w.“  Dieses  Princip  hat  sich  niemals  anfechten  lassen, 
und  wenn  Descartes  demselben  überall  gefolgt  wäre,  so  hätte 
Leibniz  nichts  vorgefundeu,  was  Stoff  zu  Einwendungen  liefern 
konnte.  Galilei  hatte  die  Kraft  in  die  Factoren  des  Gewichts 
und  der  Geschwindigkeit  zerlegt,  was  auch  in  der  That  die 
rationellste  Form  der  einfachen  Auffassung  repräsentirt.  Um  aber 
diesen  Begriff  in  allen  Fällen  anwendeu  zu  können,  muss  man 
von  dem  augenblicklichen  Verhalten  zu  einer  Summation  der 
Momente  übergehen,  und  die  Cartesische  Formel  bietet  für  den 
Fall  der  in  deu  verschiedenen  Theilen  der  Bewegung  ungleichen 


‘)  Descartes,  Lettres,  Bd.  I Paris  1663,  Brief  73,  S.  331.  Ebenso  auch 
an  der  Spitze  des  posthumen  Schriftchens  aber  Mechanik. 
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Geschwindigkeiten  ein  bereits  in  einfacher  Form  fertiges  und  nicht 
erst  noch  zu  berechnendes  Ergebniss.  Sie  hat  ausserdem  den 
Vortheil,  den  Begriff  der  Kraftgrösse  an  denjenigen  der  Actiou 
zu  knüpfen.  Dagegen  verhüllt  sie  den  auch  ihr  zu  Grunde 

liegenden  Begriff  der  Geschwindigkeit  in  der  Vorstellung  der 
üeberwinduug  der  Schwere,  d.  h.  eiuer  Kraft,  die  sich  selbst 
nicht  ohne  die  Angabe  einer  Geschwindigkeit  definireu  lässt.  Auch 
dürfen  wir  nicht  vergessen,  dass  Descartes  selbst  nur  einen 
statischen  Gebrauch  von  seinem  Princip  machte,  ja  es  allein  für 
diesen  Zweck  aufgestellt  hatte.  Es  war  ihm,  wie  wir  Nr.  49 
gesehen  haben,  nur  ein  Hfllfsmittel,  um  das  virtuelle  Princip  zur 
Anwendung  zu  bringen.  In  dieser  Beziehung  war  es  .sogar,  wie 
Lagrange  zutreffend  bemerkt,  „weniger  allgemein“  *)  als  dasjenige 
Galileis. 

Descartes  geht  davon  aus,  dass  die  Menge  der  Action  bei 
der  Bestimmimg  der  Kräfte  maassgebeud  sei  *).  In  den  schon 
mehrfach  angeführten  „Principien  der  Philosophie“  (Theil  II  Art.  36) 
wird  der  Grundsatz  aufgestellt,  dass  sich  dieselbe  Menge  der  Be- 
wegung erhalte,  welche  ursprünglich  bei  der  Schöpfung  hervorge- 
bracht worden  sei.  Abgesehen  von  dem  Hinblick  auf  eine  ur- 
sprüngliche Erzeugung  dieser  Bewegimg  besagt  der  Satz  nichts 
weiter  als  die  Constanz  der  einmal  vorhandenen  Bewegiingsgrösse. 
Der  Begriff  der  Bewegungsgrösse  schloss  aber,  wie  wir  Nr.  49  bemerkt 
haben,  ngch  eine  Unbestimmtheit  ein.  Nimmt  man  ihn,  wie  mauCar- 
tesius  gegenüber  muss,  im  Sinne  der  Menge  der  Action,  d.h.  im  Hin- 
blick auf  die  Erhebungen  verschiedener  Massen,  so  ist  er  den  Ein- 
wendungen nicht  ausgesetzt,  welchen  die  Vorstellung  der  Erhaltung  des 
Products  von  Masse  und  Geschwindigkeit  anheimfüllt.  .Jedoch 
wird  dieser  Punkt  erst  bei  der  Erörterung  des  Priucips  der  Er- 
haltung der  lebendigen  Kräfte  zu  erledigen  sein.  Der  blosse 
Umstand,  dass  Descartes  die  Beharrlichkeit  des  Quantitativen  in 
der  mechanischen  Action  im  Wesentlichen  aufgefasst  hat,  ist  ein 
eminent  philosophischer  Zug,  und  es  thut  der  Vorzüglichkeit  dieses 
universellen  Gesichtspunkts  keinen  erheblichen  Eintrag,  dass  der 
Vertreter  desselben  in  den  Anwendungen  bisweilen  fehlgrift"  und 
auch  im  Allgemeinen  noch  nicht  die  fest  ausgeprägte  Vorstellung 
haben  konnte,  welche  erst  das  19.  .Jahrhundert  im  Anschluss 


')  Mec.  anal.  Bd.  I 1811,  erste  Abtli.  Seet.  1 Art.  IC. 

*)  Descartes,  Lettres,  Bd.  11  Brief  92  S.  413. 
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an  die  neuen  Ideen  Aber  die  mechanischen  Kraftäquivalenzen 
ausbildet. 

Die  völlig  verfehlten  Sätze  des  Cartesius  über  den  Stoss  und 
die  noch  gänzlich  unausgebildeten  Ideen  über  den  Schwingungs- 
mittelpunkt haben  zwar  mit  der  metaphysischen  Denkweise  Einiges 
zu  schaffen,  werden  aber  erst  in  dem  gehörigen  Zusammenhang, 
d.  h.  dann  berührt  werden  können,  wenn  die  betreffenden  Probleme 
mit  Erfolg  in  Angriff  genommen  werden.  Dies  ist  bezüglich  des 
Schwingungspunkts  erst  bei  Huyghens  der  Fall,  und  auch  die  Ge- 
setze des  Stosses  werden  von  ihm,  wenn  auch  nicht  ausschliesslich 
von  ihm,  festgestellt.  Der  dem  Zeitalter  von  Huyghens  und 
Newton  gewidmete  nächste  Abschnitt  unserer  Darstellung  ist  daher 
der  geeignete  Ort,  die  früheren  erfolglosen  Versuche  anzugebeu, 
unter  denen  sich  auch  das  befindet,  was  bereits  Galilei  über  den 
Stoss  erörterte,  und  worin  er  wenigstens  die  Trefflichkeit  seiner 
Methode  bewährte.  Diese  Methode  hatte  ihn  vor  groben  Un- 
richtigkeiten und  voreiligen  Annahmen  geschützt,  während  Descartes 
in  seinen  Aufstellungen  über  den  Stoss  der  reinen  Willkür  und 
dem  fast  ausnahmslosen  Irrthum  anheimfiel. 
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Zweiter  Abschnitt. 

Die  Zeiten  von  Huyghens  und  Newton. 


Erstes  Capitel. 

AUgemeiner  Entwicklungsgang. 

55.  Wie  überall,  so  gilt  auch  in  der  Wissenschaft  der 
Satz,  dass  der  erste  Schritt  der  schwierigste  sei,  und  dass  nach 
Teberwindung  der  ersten  Widerstünde  die  fernere  Entwicklung 
eines  verhältnissmässig  stetigen  Fortgangs  fähig  sei.  Eine  ganz 
besondere  Bedeutung  erhält  aber  diese  W'ahrheit,  sobald  es  sich 
ausschliesslich  um  die  allgemeinen  Principien  handelt.  Diese 
letzteren  sind  im  Falle  der  modernen  Mechanik  sofort  bis  zu  einem 
Umfang  festgestellt  worden,  der  die  ganze  weitere  Entwicklung 
als  einen  Vorgang  erscheinen  lässt,  der  sich  in  einem  bereits  ge- 
gebenen Kähmen  vollzieht.  Wenigstens  wird  dieses  Verhältniss 
für  denjenigen  ausser  Zweifel  treten,  der  von  den  Aeusserlich- 
keiten  der  mannichfaltig  aussehenden  Erscheinungen  zu  dem  innem 
Zusammenhang  der  Anfänge  mit  den  Consequenzen  und  der  ersten 
Tj'pen  mit  den  Metamorphosen  gehörig  vordringt. 

Um  letztere  Annäherungen  und  Verwandtschaftsfeststellungeu 
möglich  zu  machen,  haben  wir  die  erste  Epoche  unseres  Gegen- 
standes mit  besonderer  Ausführlichkeit  abhandeln  und  namentlich 
auf  die  Grundgedanken  Galileis  ein  besonderes  Gewicht  legen 
müssen.  Diese  Grundgedanken  sind  es,  welche  in  der  anscheinenden 
Mannichfaltigkeit  der  .spätem  principiellen  Gestaltungen  den  Leit- 
faden abgeben  und  uns  in  den  Stand  setzen  werden,  die  auf  den 
ersten  Blick  wenig  motivirt  aussehenden  Wendungen  auf  ihren 
Ausgangspunkt  und  Gmnd  zurückzuführen. 

Unter  den  einfachsten  Grundsätzen,  auf  denen  Statik  und 
Dynamik  ruhen,  befand  sich  einer,  welcher  in  seinen  Anwendungen 
am  wenigsten  entwickelt  geblieben  war  und  daher  in  der  ersten 
Epoche  ein  noch  sehr  unvollkommenes  Princip  repräsentirte.  Es 

8* 


Digitized  by  Google 


116 


war  (lies  die  Regel  der  Kräftezusammensetzung,  die  noch  immer 
stark  an  der  Zusammensetzung  blos  phoronomischer  Bewegungen 
haftete.  In  der  neuen  Periode  wurde  nun  dieses  Princip  gleich- 
zeitig von  Varignon  und  von  Newton  in  seinem  specifisch  mechanischen 
Sinn  aufgefasst  und  zur  Anwendung  gebracht,  so  dass  man  von 
diesem  Zeitpunkt,  also  etwa  von  dem  Jahre  1687  an,  in  welchem 
die  betreifenden  Schriften  erschienen,  das  Parallelogramm  der 
Kräfte  als  eine  nach  allen  wesentlichen  Seiten  erkannte  Wahrheit 
ansehen  darf. 

Im  Uebrigen  waren  die  Fundamentalprincipieu  ihrem  Inhalt 
nach  in  der  ersten  Periode  hinlänglich  formulirt,  und  mit  ihnen 
selbst  geht  auch  riicksichtlich  ihres  logischen  Charakters  keine 
durchgreifende  Veränderung  vor.  Der  Hebel,  die  schiefe  Ebene, 
sowie  die  dynamischen  Fnudamentaltbatsachen  spielen  noch  häufig 
die  Rolle  isolirter  Ausgangspunkte  der  Beweise.  Das  virtuelle 
Princip  tritt  zunächst  sogar  etwas  in  den  Hintergrund  und  ent- 
wickelt seine  Tragweite  erst  unter  der  Herrschaft  der  neuen  infini- 
tesimalen Methoden.  Dagegen  vollziehen  sich  die  Erweiterungen 
der  alten  Einsichten  und  auch  die  principiellen  Formulirungen 
hauptsächlich  in  zwei  Richtungen. 

Für  die  eine  derselben  ist  Galileis  Lehre  von  der  Bewegung 
auf  der  schiefen  Ebene  der  maassgebende  Typus;  für  die  andere 
ist  es  seine  Behandlung  der  parabolischen  Wurflinie.  Für  jene 
ist  Huyghens,  für  diese  Newton  der  Hauptreprä-sentant.  Es  bildet 
nämlich  der  erstere  vornehmlich  diejenigen  Einsichten  aus,  in 
denen  sich  die  dynamische  Bewegung  durch  feste  Hindernisse 
statisch  beschränkt  findet,  und  wofür  ein  pendulirender  Körper  da.s 
am  meisten  charakteristische  Beispiel  ist.  Im  Gegensatz  hiezu 
liegt  Newtons  Leistung  vorzugsweise  auf  Seiten  der  freien,  nicht 
durch  feste  Hindernisse  sondern  nur  durch  die  aus  der  Entfernung 
wirkenden  Kräfte  bestimmten  Bewegungen.  Diese  Mechanik  der 
so  zu  sagen  freien  Körper,  entsprungen  aus  der  Zergliederung 
der  kosmischen  Thatsachen,  führte  zu  jener  Lehre  von  den  krumm  - 
linigen  Bewegungen,  die  man  als  Ausbildung  und  Fortsetznng  der 
Galileischen  Ableitung  der  Wurfparabel  betrachten  muss.  Der 
grosse  Gegenstand  und  die  universelle  Natur  des  Gravitations- 
princips  haben  diese  Seite  der  Mechanik  in  Dimensionen  erscheinen 
lassen,  die  sich  erheblich  zusammenziehen,  sobald  man  nur  nach 
dem  Gehalt  an  mechanischen  Principien  fragt  und  von  dem  Object 
absieht,  auf  welches  diese  Principien  angeweudet  werden  mögen. 
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Obwohl  in  der  Epoche,  die  wir  jetzt  behandeln  wollen,  die 
analytischen  Methoden  nnd  die  Infinitesimalrechnung  noch  keine 
entscheidende  Rolle  spielen,  so  kann  man  doch  den  Umstand,  dass 
Xewton  schon  sehr  früh  die  Fluiionenmethode,  also  im  Wesent- 
lichen die  Uifferentialrcchnung  besass,  rflcksichtlich  seiner  mecha- 
nischen üpeculationen  nicht  für  gleichgültig  halten.  Ferner  sind 
die  Formen,  in  welchen  principielle  Vorstellungen,  wie  das  Gesetz 
der  Krafterhaltung,  bei  Leibniz  auftreten,  namentlich  also  die 
Idee  desselben  über  den  Gegensatz  der  lebendigen  und  der  todten 
Kräfte,  nicht  wohl  von  dem  neuen  Werkzeug  des  mathematischen 
Denkens  zu  trennen,  welches  mit  der  Veröffentlichuug  der  Differential- 
rechnung allgemein  zugänglich  wurde.  Huyghens  und  Newton, 
die  abgesehen  von  den  metaphysischen  Wendungen  und  philo- 
sophischen Einflüssen,  das  principiell  Erhebliche  dieser  Periode  ziem- 
lich vollständig  vertraten,  haben  allerdings  die  synthetische,  d.  h. 
geometrische  Darstellungsform  thatsächlich  als  zureichend  erwiesen, 
nm  die  alten  und  die  neuen  Wahrheiten  der  Mechanik  auszudrücken. 
Indessen  konnte  die  möglichst  umfassende  und  allgemeine  Formu- 
limng  der  Principien,  namentlich  wo  dieselben  ein  weitreichendes 
und  für  viele  Bedingungen  geltendes  Schema  repräsentiren,  nur 
mit  dem  Gebrauch  der  Analysis  Fortschritte  machen.  Ja  die  Be- 
trachtung der  analytischen  Functionen  hat  später  selbst  zu  neuen 
Gesichtspunkten  geführt,  für  welche  man  ohnedies  schwerlich  zu 
einem  gehörigen  Ausdruck  gelangt  sein  würde.  Aus  diesem  Grunde 
darf  auch  schon  in  der  Epoche,  in  welcher  von  einer  Vorherrschaft 
der  analytischen  Methoden  oder  gar  von  einer  analytischen  Mechanik 
noch  nicht  die  Rede  sein  kann,  der  Einfluss  der  neuen  mathemati- 
schen Denkweise  dennoch  nicht  unberücksichtigt  gelassen  werden. 

56.  Entsprechend  dem  modernen  Charakter  der  Mechanik 
geschieht  die  weitere  Ausbildung  derselben  zunächst  immer  durch 
die  Erweiterung  des  dynamischen  Wissens,  so  dass  die  Fortführung 
nnd  Ergänzung  der  statischen  Einsichten  erst  an  zweiter  Stelle  in 
Frage  kommt,  und  oft  nur  als  Hülfsmittel  für  die  dynamischen 
Probleme  zur  Behandlung  gelangt.  Die  leitende  Vorstellung  ist 
daher  in  allen  weitem  Untersuchungen  die  allgemeine  Form  der 
dynamischen  Bethätigung  einer  Kraft.  Galilei  hatte  nun  diese 
Form  in  den  Gesetzen  des  freien  Falles  zum  Ausdruck  gebracht, 
und  es  bedurfte  mithin  nur  einer  sehr  leichten  Abstraction  von 
den  zuftlligen  Bedingungen  der  ersten  Anwendung,  um  das  Schema 
der  Wirksamkeit  und  Entwicklungsart  einer  stetigen  Kraftäusserung 
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auf  die  verschiedensten  Aufgaben  anwenden  zu  können.  Auf  dieser 
Grundlage  ruhten  zunächst  die  von  Huyghens  formulirten  Regeln 
der  Centralbeweguug  und  Schwungkraft.  Selbstverständlich  war 
derselbe  Gesichtspunkt  bei  der  Behaudlung  des  Pendelproblems 
in  seiner  ganzen  Allgemeinheit,  d.  h.  bei  der  Frage  nach  dem 
Schwingungsuiittelpunkt  unentbehrlich.  Ja  mau  kann  behaupten, 
dass  die  Uebertragung  der  für  eine  freie  dynamische  Kraftwirkung 
gewonnenen  mathematischen  Ausdrucksform  auf  den  Fall  eines 
beliebigen,  durch  eine  feste  Axe  an  völlig  freier  Bewegung  ge- 
hinderten Körpers  die  entscheidende  Wendung  und  zugleich  das 
völlig  zureichende  Mittel  für  die  wichtigsten  Fortschritte  gewesen 
sei,  welche  die  Mechanik  in  dieser  Periode  machte. 

Bei  Newton  findet  sich  keine  genau  entsprechende  Thatsache. 
Die  Art,  wie  der  Entdecker  der  allgemeinen  Gravitation  die  Con- 
sequeuzen  der  dynamischen  Principien  für  das  neu  erschlossene 
Anwendungsgebiet  zog,  bot  keineswegs  dieselben  Schwierigkeiten 
dar,  welche  Huyghens  bei  der  Auffindung  des  Oscillationscentrums 
zu  überwinden  gehabt  hatte.  Für  die  kosmischen  Aufgaben  handelte 
es  sich  um  die  elliptische  Bewegung  oder  in  allgemeinerer 
mechanischer  Auffassung  um  die  Bewegung  in  Kegelschnitten  und 
um  das  Verhältniss  der  Kräfte,  welche  im  Brennpunkt,  und  der 
Beharrungsgeschwindigkeiten,  welche  als  den  bewegten  Körper 
ursprünglich  afficirend  vorausgesetzt  werden.  Galileis  Behandlung 
der  parabolischen  Bewegung  konnte  in  beiden  Beziehungen  das 
Vorbild  werden.  Sie  vereinigte  nämlich  die  ursprünglich  gegebene, 
beharrende  Bewegung  mit  der  Wirkung  einer  Kraft,  die  zwar  als 
in  parallelen  Richtungen  wirksam  genommen  wurde,  aber  für  die 
mathematische  Denkweise  vennöge  einer  sehr  leichten  Wendung 
auch  als  Repräsentant  einer  von  einem  Centrum  ausgehenden 
Kraft  aufgefasst  werden  konnte,  was  sie  übrigens  ja  auch  physisch 
wirklich  war.  Fügt  man  noch  die  Huyghenssche  Theorie  der 
Kreisbewegung  und  Schwungkraft  hinzu,  so  sieht  man,  dass  der 
Uebergaug  zu  einer  allgemeinen  Lehre  der  Bewegung  in  Kegel- 
schnitten, ja  überhaupt  zu  einer  Theorie  der  Kräfteverhältnisse 
in  solchen  Bewegungsarten,  dynamisch  uud  statisch  hinreichend 
vorbereitet  war.  Bedenkt  mau  ferner,  dass  die  Erfahrung  selbst, 
in  der  Gestalt  der  Keplerschen  Gesetze,  auf  eine  mechanische  Zer- 
gliederung der  elliptischen  Bewegung  hindrängte,  und  dass  sie  es 
thatsächlich  gewesen  ist,  aus  welcher  die  quadratische  Abnahme 
des  Gravitirens  der  Himmelskörper  geschlossen  wurde,  so  erscheint 
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die  Gestalt,  welche  die  Mechanik  durch  Xewtons  Thätigkeit 
anaahm,  als  eine  sehr  motivirte  und  natürliche.  Wollte  man 
also  überhaupt  irgend  einer  Verwunderung  Raum  geben,  so  könnte 
es  nur  darüber  sein,  dass  nicht  schon  Huyghens  die  von  Newton 
gezogenen  Consequenzen  vorweggenoniraeu  hat.  Sie  lagen  ihm 
äusserst  nahe,  indem  er,  was  die  Mechanik  betraf,  alle  erforder- 
lichen Mittel  beisammen  hatte.  Dagegen  scheint  ihm  nur  ein  ein- 
ziges Erforderniss  gemangelt  zu  haben,  und  dies  war  nicht  von 
specifisch  mechanischer,  sondern  von  naturphilosophischer  Art.  Es 
war  die  nöthige  Unbefangenheit  in  der  allgemeinen  kosmischen 
Auffassung,  deren  er  aus  dem  einfachen  Grunde  entbehrte,  weil 
seine  naturphilosophische  Bildung  noch  auf  Cartesianischer  Grund- 
lage gestaltet  worden  war.  Ohne  diesen  Umstand  würde  er  bei 
seinem  sonstigen  Anschluss  an  die  Methode  Galileis  sicherlich 
nicht  bei  solchen  Anwendungen  der  Mechanik  stehen  geblieben 
sein,  die  sich  fast  ausschliesslich  um  das  Pendel  und  die  Pendel- 
uhr gruppirten  und  nur  gelegentlich  auf  änsserliche  Veranlassungen 
hin,  wie  z.  B.  im  Fall  der  Stossgesetze,  auch  andere  Probleme 
ins  Auge  fassten. 

Der  Grund,  welcher  einen  Huyghens  daran  hinderte,  die 
Früchte  des  von  ihm  erreichten  Standpunkts  auch  in  den  gross- 
artigen  Anwendungen  der  Mechanik  auf  kosmische  Verhältnisse 
einznernten,  hat  keinen  rein  persönlichen  und  zufälligen  Charakter, 
sondern  zeigt  sich  in  seinen  Folgen  noch  weit  über  die  in  Rede 
stehende  Periode  hinaus.  Er  ist  es,  welcher  celebrirte  Mathematiker 
des  Festlandes  zur  Opposition  gegen  das  Gravitationssystem  ver- 
anlasst und  uaturphilosophische  Theorien  theils  fortbestehen,  theils, 
wie  z.  B.  unter  den  Händen  von  Leibniz,  neu  aufkommen  lässt, 
denen  gegenüber  sogar  der  Vorsprung  in  der  gewandten  Hand- 
habung, raschen  Einbürgerung  und  vielseitigen  Entwicklung  der 
differentiellen  Methoden  keinen  vollständigen  Ersatz  und  kein  hin- 
reichendes Gegengewicht  lieferte.  Freilich  geben  auch  die  frag- 
lichen, die  Descartessche  Art  und  Weise  in  neuen  Formen  fort- 
setzenden oder  abändemden  Speculationen  in  einigen  Fällen  den 
Anstoss  zu  principiellen  Formuliruugen.  Allein  der  Werth  der 
letztem  wird  vorläufig  durch  metaphysich  verfehlte  Beimischungen 
getrübt,  die  sich  erst  nach  langen  Streitigkeiten  abzusondem  be- 
ginnen und  zum  Theil  noch  heute  vorhanden  sind.  Man  denke 
in  dieser  Hinsicht  nur  an  die  metaphysischen  Gesichtspunkte,  die 
in  den  Begriff  der  lebendigen  Kräfte  hineingelegt  wurden,  und  man 
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wird  den  Contrast  wahrnehmen,  welcher  zwischen  Newtons  Be- 
handlungsart der  Mechanik  einerseits  und  denjenigen  Theorien 
statthatte,  mit  welchen  man  sich  in  Frankreich  und  Dentechland 
nocli  eine  geraume  Zeit  nach  Feststellung  des  Gravitations- 
systems trug. 


Zweites  Capitel. 

Gestaltung  der  Principien  bei  Huyghens. 

57.  Der  wichtigste  neue  Gnmdsatz,  der  durch  Huyghens  in 
die  D3iiamik  eingefflhrt  wurde,  ist  die  Voraussetzung,  dass  der 
gemeinsame  Schwerpunkt  einer  Gruppe  von  Körpern,  die  unter 
dem  Einfluss  der  Schwere  um  eine  horizontale  Axe  oscillirt,  bis 
zu  seiner  urspiiiuglicheu  Höhe,  aber  niemals  weiter  steige.  Dieser 
axiomatisch  angenommene  Satz  ist  der  Kern  jener  Idee,  welche 
später  auf  Veranlassung  der  Leibnizschen  Theorie  den  Namen  des 
Princips  der  Erhaltung  der  lebendigen  Kräfte  erhielt.  Lagrange 
geht  mit  Recht  so  weit,  das  letztere  Princip  unmittelbar  Huyghens 
als  dem  eigentlichen  Urheber  zuzusohreiben,  ohne  irgend  daran 
Anstoss  zu  nehmen,  dass  die  Namengebung  und  die  besondere 
Hervorhebung  als  durchgreifendes  Gesetz  von  späterem  Datum 
sind  *).  In  der  That  ergab  sich  schon  bei  Huyghens  alles  materiell 
Wesentliche  in  der  neuen  und  specifisch  dynamischen  Vorstellung 
der  Erhaltung  der  Kräfte.  Descartes  hatte  die  Grösse  der  Be- 
wegung als  den  eigentlichen  Gegenstand  der  Erhaltung  angesehen, 
und  der  Begriff  der  Grösse  der  Bewegung  hatte  sich  technisch 
daliiu  tixirt,  dass  man  nicht  an  die  Erhebungsräume  sondern  an 
die  Geschwindigkeiten  und  deren  Product  mit  der  Masse  dachte, 
ln  dieser  Beziehung  erforderte  also  die  Cartesiche  Idee  eine  nicht 
blos  statische  sondern  auch  dynamische  Ausführung,  und  eine 
solche  lag  offenbar  in  dem  Gebrauch,  welchen  Huyghens  von  der 
vorher  envähnten  Voraussetzung  machte.  Indem  er  nämlich  jenes 
Princip  vom  .Steigen  des  Schwerpunkts  sowohl  auf  die  einzelnen 
Körper  als  auf  deren  Gesammtheit  zur  Anwendung  brachte,  ge- 
wann er  eine  Relation,  in  welcher  der  Satz  von  der  Erhaltung  der 

')  Latrran)^,  Mcc.  anal.  Bd.  I 1811,  zweite  Abth.  Sect.  1 Art.  6. 
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lebendigen  Kräfte  in  hinreichender  Allgemeinheit  enthalten  ist. 
Ehe  wir  jedoch  auf  diesen  Cardinalpunkt  mit  der  gebührenden 
Ausführlichkeit  eingehen,  müssen  wir  erst  die  zwar  weniger  be- 
deutsamen, aber  einfacheren  und  im  Entwicklungsgänge  voran- 
znstellenden  Fortschritte  betrachten  und  hiebei  die  Leistungen  ihres 
Urhebers  für  die  Mechanik  im  Allgemeinen  kennzeichnen. 

Christian  Huyghens  (1629 — 1 695}  ein  Niederländer,  der  aber  den 
ersten  Theil  seiner  Laufbahn  in  Paris  zurücklegte,  concentrirte  seine 
bedeutendsten  mechanischen  Theorien  in  seinem  1673  herausge- 
gebenen Hauptwerk,  dem  Horologium  oscillatorium.  Diese  Be- 
nennung sowie  der  Zusatz;  „Geometrische  Demonstrationen  über 
die  auf  die  Uhren  berechnete  Pendelbewegung"  zeigt  bereits  den 
Punkt  an,  um  welchen  sich  praktisch  die  Bestrebungen  des  grossen 
Geometers  drehten.  Seine  allbekannte  Benutzung  des  Pendels  zur 
Regulirung  der  Uhren  und  seine  eleganten,  aber  rein  mathematischen 
Theorien  gehen  uns  hier  freilich  nicht  unmittelbar  an;  aber  die 
Hinweisung  auf  dieselben  erklärt  die  doppelte  Virtuosität,  mit 
welcher  er  sowohl  das,  was  an  die  mechanische  Praxis,  als  das, 
w&s  an  die  subtilste  geometrische  Synthese  angelehnt  werden 
musste,  in  der  vollendetsten  Weise  ausführte.  Die  formelle  Schön- 
heit und  innere  Klarheit  seiner  geometrischen  Deductionen  sind 
später  schwerlich  übertroffen  worden.  Es  ist  also  nicht  blos  die 
materielle  Bedeutung  der  Evolutentheorie,  sondern  es  ist  überhaupt 
die  ganze  Art  und  Weise,  in  welcher  er  die  Geometrie  der  Mechanik 
dienstbar  machte,  was  sein  Hauptwerk  als  das  letzte  grossartige 
und  vollendete  Denkmal  des  ausschliesslichen,  ungemischten  und 
noch  nicht  von  analytischen  Ausgangspunkten  geleiteten  Gebrauchs 
der  alten  Geometrie  kennzeichnet.  Durch  die  Reinheit  dieser 
Eigenschaften  und  durch  das  Gleichartige  seiner  ungezwungenen 
Methode  imterschied  es  sich  von  jener  grossen,  ebenfalls  in  der  Dar- 
stellongsform  geometrisch  gestalteten  Arbeit,  in  welcher  Newton 
seine  Mechanik  nnd  sein  Gravitationssystem  niederlegte. 

Den  für  unsem  Zweck  wichtigsten  Theil  des  Huyghensschen 
Hauptwerks  bildet  die  Lehre  vom  Oscillations-  oder  Agitations- 
eentmra.  An  weniger  weitgreifenden,  aber  für  den  Entwicklungs- 
png  zunächst  unerlässlichen  Theorien  kommt  auch  die  Lehre  vom 
einfachen  Pendel  sowie  die  tautochronische  Fallbewegung  in  der 
umgekehrten  Cykloide  und  ausserdem  besonders  die  Theorie  der 
Centrifugalkraft  in  Frage.  Die  erste  richtige  Feststellung  des 
Stosaes  ist  dagegen  Huyghens  mit  Wren  und  Wallis  gemeinsam 
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nnd  liegt  daher  ungeachtet  ihrer  grossen  Wichtigkeit  ausser  dem 
Kreise  derjenigen  Arbeiten  und  Leistungen,  welche  die  erwähnte 
verwandte  Gruppe  bilden. 

58.  Am  Schlüsse  des  erwähnten  Hauptwerks  über  die  Pendel- 
uhr ist  zum  ersten  Mal  eine  Reihe  von  Sätzen  aufgestellt  worden, 
welche  die  Theorie  der  Ceutrifugalkraft  enthalten  ‘).  Die  Beweise 
wurden  jedoch  von  Hnyghens  ausdrücklich  auf  spätere  VerüfFent- 
lichungen  hiuaiisgeschoben  und  erschienen  erst  unter  seinen  nach- 
gelassenen Schriften  in  den  Opusciila  posthuma  (1703)  unter  dem  ent- 
sprechenden Titel.  Die  einzige  Schwierigkeit,  mit  denen  die  Auffindung 
nnd  Nachweisnng  dieser  Sätze  verknüpft  gewesen  sein  mochte, 
konnte  nur  darin  bestanden  haben,  die  rein  statische  Spannung 
durch  eine  eventuelle  Bewegung  zu  messen. 

Das  Problem  der  Bestimmung  der  Centrifugalkraft  ist  nach 
den  principiellen  Anfängen  mit  der  schiefen  Ebene  zunächst  das 
einfachste,  bei  welchem  sich  eine  fest  vorgeschriebeue  Bahn  mit 
der  W’irkung  einer  dem  Körper  einfürallemal  mitgetheilten  und 
gleichförmig  behanenden  Geschwindigkeit  combinirt.  Die  Unter- 
suchung der  Bewegung  des  Endpunkts  eines  einfachen  Pendels 
ist.  sobald  man  alle  Fragen  beantworten  wiU,  schon  bei  weitem 
nicht  so  einfach;  denn  auf  das  Pendel  wirkt  kein  blosser  Stoss, 
sondern  eine  stetige  und  mithin  beschleunigende  Kraft.  Die  vor- 
geschriebene Bahn  ist  aber  in  beiden  Fällen  gleich.  Die  Ver- 
bindung einer  gegebenen  gradlinigen  Geschwindigkeit  mit  dem 
Gesetz,  dass  der  von  ihr  afficirte  Körper  auf  einem  Kreisumfang 
bleiben  müsse,  — das  sind  die  beiden  wesentlichen  Bedingungen, 
die  zur  Bestimmung  der  Centrifugalkraft  vorausgesetzt  werden. 
Die  Art.  wie  der  Körper  an  die  Einhaltung  der  gleichen  Ent- 
fernung von  einem  Centrum  gebunden  werde,  ist  unerheblich,  und 
die  Angabe  derselben  dient  nur  zur  Veranschaulichung  des  Vor- 
gangs und  zur  physischen  Erläuterung  seiner  Möglichkeit.  Wenn 
wir  uns  also  einen  materiellen,  undehnbaren  Radius  oder  einen 
Faden  als  Befestigungsmittel  des  Körpers  denken,  so  ist  die 
Schwungkraft  nichts  Anderes  als  der  Zug  an  diesem  Faden.  Diese 
Spannung  ist  aber  etwas  rein  Statisches,  da  der  Körper  stets  in 
dem  blossen  Bestreben  verbleibt,  sich  zu  entfernen,  in  Wirklichkeit 
aber  nie  dazu  gelaugt,  auch  nur  im  Mindesten  seinen  Abstand 
von  dem  Mittelpunkt  zu  ändern.  Die  Aufgabe  läuft  also  darauf 


*)  Horol.  oscill.,  pars  V de  vi  centrifnga  etc. 
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hinaus,  anzugeben,  wie  sich  die  Bewegung,  die  vermöge  des  Stosses 
oder  der  einfachen  Beharrungsgeschwindigksit  gradlinig  sein  sollte, 
in  eine  kreisfönnige  verwandelt,  und  namentlich  wie  hiebei  eine 
bestimmte  Grösse  der  statischen  Spannung  entstehe. 

Xun  ist  es  interessant  zu  sehen,  wie  dieser  letztere  haupt- 
sächlichste Theil  der  Aufgabe  durch  ein  Mittel  gelöst  wird,  dessen 
Charakter  auf  einem  noch  allgemeineren  Gedanken  beruht,  als 
derjenige  ist,  welchen  das  virtuelle  Princip  ausdniekt.  Die  statischen 
Verhältnisse  können  einerseits  unmittelbar,  andererseits  aber 
mittelbar  durch  eventuelle  Bewegungen,  die  zu  ihnen  in  einer 
vorstellbaren  Beziehung  stehen,  untersucht  werden.  Ersteres  ist 
nur  sehr  selten  ausführbar,  während  Letzteres  die  allgemeine  und 
in  der  geschichtlichen  Entwicklung  inmier  deutlicher  zum  Bewusst- 
sein gelangende  Regel  bildet.  Können  wir  nun  auch  bei  Huyghens 
selbst  nicht  voraussetzen,  dass  er  derartige  Ueberlegungen  in 
völliger  Allgemeinheit  angestellt  habe,  so  hat  ihn  doch  die 
Nothwendigkeit  der  Sache  genöthigt,  thatsächlich  ‘)  den  angegebenen 
Weg  einzuschlagen. 

Um  diesen  Weg,  der  später  in  den  vielfältigsten  Gestaltungen 
wiedererscheint,  einfürallemal  und  vollständig  zu  begreifen,  muss 
man  vor  allen  Dingen  darauf  verzichten,  das  blos  Mögliche  und 
Eventuelle,  also  das,  was  geschehen  würde,  mit  dem  zu  con- 
fundiren,  was  thatsächlich  geschieht.  Auch  der  Begriff  des  unbe- 
grenzt Kleinen  darf  nicht  dazu  gemissbrancht  werden,  den  Sprung 
über  die  Kluft  zwischen  dem  blos  Hypothetischen  und  dem 
kategorisch  Thatsächlichen  überbrücken  oder  vielmehr  maskiren 
zu  wollen.  Dies  vorausgeschickt,  lässt  sich  der  Ausweg  von 
Huyghens  auf  folgende  Weise  kennzeichnen. 

Die  Tangente  in  dem  Punkt,  an  welchem  sich  der  Körper 
in  irgend  einem  Augenblick,  d.  h.  für  einen  strengen  mathematischen 
Zeitpunkt  befindet,  repräsentirt  die  Bewegungsrichtung,  wie  dies 
z.  B.  auch  von  Roberval  als  Axiom  angenommen  wurde.  Diese 
Richtung  verwirklicht  sich  in  keiner  Bewegungslinie,  sondern  würde 
sich  nur  dann  bethätigen  können,  wenn  die  Festhaltung  gegen  den 
Mittelpunkt  hin  plötzlich  aufhörte.  Alsdann  würde  der  bewegte 
Gegenstand  auf  der  Tangente  fortgehen  und  sich  hiemit  von  der 
Kreisbahn  entfernen.  Thatsächlich  ist  aber  nur  das  Bestreben 
hiezu  vorhanden,  weil  die  Festhaltung  auf  der  bestimmten  Ent- 


')  Vgl.  Opascula  povthuma,  170H,  S.  401 — 408. 
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fernung  vom  Mittelpunkt  in  der  That  nicht  aufhört.  Jenes  Be- 
streben hat  die  Gestalt  einer  statischen  Spannung  und  ist  dem 
Zuge  ähnlich,  den  die  Schwere  auf  einen  an  einem  Faden  hängenden 
Körper  ausübt.  Diese  rein  statische  Zurückhaltung  kann  nun 
durch  die  Grösse  derjenigen  Entfernungen  gemessen  werden,  an 
denen  sie  den  Körper  verhindert.  Wäre  die  statische  Kraft  nicht 
wirksam,  so  würde  der  Ausfall  dieser  Ursache  die  Erscheinung 
zur  Folge  haben,  dass  der  Körper  in  den  aufeinanderfolgenden 
Funkten  der  Tangentenbahn  immer  weiter  vom  Mittelpunkt  ab- 
stehende Positionen  einnähme.  Die  Entstehung  dieser  Abstands- 
differenzen ist  also  diejenige  Erscheinung,  welche  durch  den  nach 
dem  Mittelpunkt  wirkenden  Zug  gleichsam  unterdrückt  wird.  Nun 
können  wir  eine  Kraft  nicht  nur  durch  die  Wirkimgen  messen, 
die  von  ihr  als  thatsächliche  Phänomene  und  Ortsveränderungen 
hervorgebracht  werden,  sondern  auch  durch  diejenigen  Bethätigungen, 
vermöge  deren  sie  andere  eventuelle  Effecte,  die  ohne  sie  eintreten 
würden,  unmöglich  macht.  In  dieser  negativen  Rolle  wirkt  sie 
ebensogut  als  Kraft,  wie  in  ihrer  positiven  Entwicklung.  Auch 
ist  dies  die  Cardinalunterscheidung,  welche  gemacht  werden  muss, 
wenn  man  Ruhe  und  Bewegung  als  Ergebnisse  der  Kräflewirkung 
aus  einem  und  demselben  Gesichtspunkt  behandeln  will. 

Die  nach  der  Richtung  des  Radius  vorhandene  Spannung, 
gleichviel  ob  als  Zug  oder  Gegenzug  gedacht,  wird  mithin  sowohl 
in  dem  einen  als  in  dem  andern  Sinn  durch  eine  Kraft  gemessen 
werden,  deren  Wirkung  die  Entstehung  der  erwähnten  Abstands- 
differenzeu  sein  würde.  Jene  Reihe  von  Abständen,  welche  sich 
erzeugen  würde,  ist  daher  nicht  selbst,  sondern  nur  in  der  sie 
hervorbringenden  Ursache  das  Maass  der  Centrifugalkraft.  Diese 
Ursache  ist  als  eine  für  den  strengen  Punkt  geltende  Kraftgrösse 
zu  ermitteln,  nicht  aber  mit  den  sich  ergebenden  Abständen  zu 
verwechseln.  Es  handelt  sich  also  um  die  mathematische  Be- 
stimmung einer  scharfen  Grenze,  zu  welcher  sich  die  entstehenden 
.\bstände  als  approximative  und  zwar  unbegrenzt  approximative 
Ausdrücke  der  gesuchten  Grössenbeziehuug  verhalten. 

Alles  weitere  ist  nun  eine  blos  mathematische  Angelegenheit. 
Die  aufeinanderfolgenden,  aber  unendlich,  d.  h.  unbeschränkt  nahe 
denkbaren  Punkte  der  Tangente  entfernen  sich  von  den  corre- 
spondirenden  Punkten  des  Kreistheilchens,  welche  auf  demselben 
Radius  liegen  und  auch  mit  unbeschränkter  Approximation  als 
Ausgangspunkte  rechtwinkliger  Projectionen  gelten  können,  be- 
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kaontlich  ia  quadratischfuii  Verhältniss  und  iu  abfloliiter  Hinsicht 
nach  Maasagabe  der  Kürze  des  Radius,  d.  h.  der  Grösse  der 
Krümmung.  Schon  ersteres  Verhältniss  ergiebt,  dass  die  Gen- 
trifugalkraft  der  Geschwindigkeit  quadratisch  proportional  ist.  Die 
zweite  Rücksicht  liefert  den  Satz,  dass  sie  ausserdem  im  umge- 
kehrten Verhältniss  des  Radius  steht.  Wir  haben  diese  rein 
mathematischen  Ueberlegungen  nicht  im  Einzelnen  durchzugeheu. 
Jedoch  sei  bemerkt,  dass  Huyghens  auf  dem  Bogentheilcheu  gleiche 
oder  vielmehr  um  gleiche  Elemente  wachsende  Abschnitte  von 
dem  Berührungspunkt  aus  absteckt,  und  nun  zeigt,  wie  diesen 
Repräsentanten  der  gleichförmigen  Bewegung  und  der  beharrenden 
Geschwindigkeit  auf  dem  Kreise  die  (ähnlich  den  Fallräumeu) 
quadratisch  wachsenden  Abstände  entsprechen.  Diese  Abstände 
wachsen  daher  wie  die  Quadrate  der  Geschwindigkeiten. 

In  dem  Vorangehenden  war  unser  hauptsächlichstes  Augen- 
merk darauf  gerichtet,  eine  jetzt  sehr  elementare  Theorie  im 
Lichte  ihrer  principiellen  Schwierigkeiten  erscheinen  zu  lassen  und 
sie  von  derjenigen  Seite  zu  betrachten,  auf  welcher  für  die  ur- 
sprüngliche Behandlung  die  meisten  Bedenken  liegen  mussten. 
Doch  mag  schliesslich  die  Huyghenssche  Formulirung,  die  sich 
an  der  oben  angezeigten  Stelle  seines  Hauptwerks  für  den  wich- 
tigsten Satz  der  Centrifugaltheorie  als  drittes  Theorem  vorfiudet, 
hier  noch  wörtlich  angeführt  werden:  „Wenn  zwei  gleiche  Körper 
in  gleichen  Kreisumfilngen  sich  mit  ungleicher  Geschwindigkeit 
bewegen,  aber  in  beiden  mit  gleichförmiger  Bewegung,  wie  wir 
sie  hier  überall  voraussetzen,  so  wird  die  Centrifugalkraft  des 
schnelleren  zu  der  des  langsameren  im  quadratischen  Verhältniss 
der  Geschwindigkeiten  stehen.“  Wir  haben  bei  unserer  Aus- 
einandersetzung der  Kürze  wegen  nicht  zweierlei  Geschwindigkeiten 
gegenübergestellt,  sondern  von  vornherein  gezeigt,  wie  unter  Vor- 
aussetzung jedweder  Geschwindigkeit  die  Abstände  der  Tangente 
im  Quadrat  dieser  Geschwindigkeit  wachsen. 

Abgesehen  von  dem  entscheidenden  Mittel,  das  statische 
Verhältniss  als  Verhinderung  einer  eventuellen  Bewegung  auzuseheu 
und  so  messbar  zu  machen,  ruht  die  ganze  Theorie  der  Cen- 
triüigalkraft  auf  rein  mathematischen,  ja  wesentlich  nur  geometrischen 
Beziehungen,  und  auch  die  übrigens  sehr  nebensächliche  und 
leichte  Berücksichtigung  der  Verschiedenheit  der  bewegten  Massen 
ändert  hieran  nichts.  Dieser  Sachverhalt  erscheint  als  sehr  na- 
türlich, sobald  man  bedenkt,  dass  es  die  vorgeschriebene  Kreisbahn 
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ist,  welche  die  Form  der  Kraft  gleichsam  erst  erzeugt,  da  ohne 
sie  nur  eine  beharrende  Geschwindigkeit  und  Nichts  weiter  vor- 
handen sein  würde.  Die  Bahn  ist  es,  welche,  indem  sie  die 
Grösse  der  Geschwindigkeit  bestehen  lässt,  nur  die  Richtung 
derselben  ändert  und  so  als  Gegeuzug  ihrer  Einwirkung  das 
ceutrifugale  Bestreben  entstehen  lässt. 

.rW.  Auch  zu  den  .\iifstelliingen  über  die  Centrifugalkraft 
ist  Huyghens  ira  Verlauf  seiner  Untersuchungen  über  das  Pendel 
und  pendulirende  Bewegungen  der  Körper  veranlasst  worden.  Er 
hat  zunächst  den  einfachsten  Fall  gewählt;  aber  es  war  nur  noch 
ein  geringer  Schritt  uöthig,  um  einzusehen,  dass  die  Voraussetzung 
einer  gleichförmigen  Bewegung  und  des  Kreises  in  der  That  viel 
weiter  reichte,  sobald  man  sie  nur  als  in  unbegrenzter  Annäherung 
vorhanden  forderte.  Jedes  Curventheilchen  kann  alsdann  als  Bogeii- 
theilchen  des  ihm  entsprechenden  Krflmmuugskreises  betrachtet 
werdeu,  und  jegliche  Veränderung,  die  mit  einer  in  einem  mathe- 
matischen Punkt  vorhandenen  Geschwindigkeitsgrösse  vorgeht,  voll- 
zieht sich  stetig,  so  dass  man  die  Hinzufüguugen  zu  dieser  Grösse  iin 
Verhältniss  zur  letztem  beliebig  klein  machen  kann,  wemi  man  nur 
das  Zeittheilcheu  und  mit  ihm  das  Bogenelement  unbegrenzt 
verringert.  Hieraus  folgt,  dass  jede  Bewegung  in  einem  unendlich 
kleinen  Curventheilchen  als  gleichförmig  gelten  kann,  weil  sie  dies 
mit  unbeschränkter  Approximation  wirklich  ist.  Hiemit  lässt  sich 
nun  aber  auch  das  Ergebniss  für  die  Centrifugalkraft  sofort  auf 
krummlinige  Bewegungen  überhaupt  und  ebenso  auf  die  Fälle  an- 
wenden, in  denen  statt  einer  einfachen  und  sich  gleichbleibenden 
Geschwindigkeit  noch  eine  eigentliche,  d.  h.  beschleunigende  Kraft, 
welche  die  Geschwindigkeiten  ändert,  in  Anschlag  gebracht  werdeu 
muss.  Das  so  erweiterte  Resultat  ist  jedoch  für  den  allgemeinen 
Fall  nicht  etwa  minder  streng,  als  für  den  speciellen  des  Kreises 
und  der  gleichförmigen  Bewegung.  Da  es  nämlich  für  den  mathe- 
matischen Punkt  als  solchen  gilt,  so  sind  die  unbegrenzten  .\pproxi- 
mationen,  deren  man  sich  bedienen  muss,  eben  nur  Mittel,  um  zur 
scharfen  Grenze  zu  gelangen.  Der  Krümmungskreis  repräsentirt 
die  Richtungsverändening  in  einem  Punkt  ebenso  streng,  wie  die 
Tangente  die  Richtung  selbst  vertritt,  uud  die  gleichförmige  Ge- 
schwindigkeit. welche  man  als  für  ein  Bogenelement  fortdauernd 
voraussetzt,  ist  ein  mechanischer  Begriff,  welcher  der  geometrischen 
Vorstellung  einer  Tangente  ganz  analog  ist.  In  jedem  mathe- 
matischen Punkt  einer  noch  so  veränderlichen  Bewegung  eiistirt 
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immer  eine  genau  bestimmbare,  mit  keinem  Approximationselement 
behaftete  Geschwindigkeitsgrösse.  Diese  letztere  tritt  freilich  in 
keiner  Bewegungserscheinung  rein  henor;  aber  etwas  Aehnliches 
hat  auch  in  Rücksicht  auf  die  Tangente  statt,  welche  eine  Richtung 
repräsentirt,  die  in  keinem,  wenn  auch  noch  so  kleinen  Theilchen 
der  Curve  zur  Verwirklichung  gelangt  und  von  der  unendlichen 
Vielheit  von  Richtimgen  unterschieden  werden  muss,  die  in  jedem 
gekrümmten  Theilchen  nach  Willkür  unterschieden  werden  können. 
Hienach  lässt  sich  für  einen  Punkt  jedweder  krummlinigen  Be- 
wegung, für  den  Krümmung  und  Geschwindigkeit  gegeben  sind, 
die  Centrifugalkraft  genau  nach  der  Huygheusschen  Ableituugsart 
und  mit  genau  demselben  Ergebniss  bestimmen.  Nur  müsste 
natürlich  der  Begriff  der  Schwungkraft  selb.st  dahin  erweitert 
werden,  dass  bei  ihm  nicht  au  einen  bleibenden,  sondern  nur  au 
einen  für  den  grade  fraglichen  Zeitpunkt  vorhandenen  Zug  nach 
einem  Centrum  gedacht  zu  werden  braucht,  was  übrigens  ganz 
selbstverständlich  ist  und  einer  weitern  Erläuterung  nicht  bedarf. 
Dem  Urheber  der  Evolutentheorie  lag  überdies  die  Wendung  sehr 
nahe,  das  feste  Centrum,  welches  durch  einen  Faden  den  Zug 
ausübt,  mit  einer  Evolute  zu  vertauschen,  die  bei  ihrer  Abwicklung 
eine  Unendlichkeit  solcher  Centren  repräsentirt,  deren  jedes  für 
einen  dauerlosen  Moment  gültig  ist. 

60.  In  der  Pendeltheorie,  für  die  sich  bei  Galilei  nur  die 
srsten,  wenn  auch  entscheidenden  Anfänge  finden,  hat  Huyghens 
unter  mehreren  wichtigen  Schritten,  durch  welche  diese  Lehre  im 
Wesentlichen  vollendet  wurde,  auch  denjenigen  gethan,  welcher  die 
Mechanik  im  Allgemeinen  in  einem  Maasse  förderte,  wie  es  in 
der  nächsten  Epoche  nicht  noch  einmal  wieder  geschehen  konnte. 
Seine  Leistungen  bezüglich  des  Pendels  zerfallen,  abgesehen  von 
der  praktischen  Anwendung  auf  die  Uhren,  in  zwei  Classen,  von 
denen  die  eine,  welche  das  einfache  Pendel  betrifft,  zwar  für  die 
weitere  Ausbildung  der  Mechanik,  aber  nicht  unmittelbar  für 
deren  allgemeine  Principien  von  Bedeutung  ist.  Das  mathemati- 
sche oder,  wie  es  Huyghens  technisch  nannte,  das  einfache  Pendel 
war  dasjenige,  welches  auch  Galilei  vor  Augen  hatte,  und  für 
welches  mau  seit  den  Bemühungen  des  Begründers  der  Dynamik 
den  Satz  von  dem  Verhältniss  der  Längen  und  dem  entsprechenden 
Verhältniss  der  Schwingungszahlen  oder  Schwingungszeiten  kannte. 
Einfach  ist  ein  wirkliches  Pendel  insofern,  als  die  Masse  des 
Aufhängungsfadens  im  Verhältniss  zu  der  au  seinem  freien  Ende 
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angebrachten  als  (verhältnissmässig)  unbeträchtlich  und  mithin 
unerheblich  für  die  entscheidenden  Folgerungen  nicht  in  Anschlag 
kommt,  und  als  auch  der  am  freien  Endpunkt  angebrachte  Körper 
in  seinen  geringfügigen  Dimensionen  keine  Veranlassung  giebt, 
ihn  anders  als  wie  einen  schweren  Punkt  zu  behandeln.  Für  die 
Fhoronomie,  ja,  wenn  man  will,  auch  für  eine  Art  ganz  abstracter 
und  reiner  Mechanik  verwandelt  sich  jener  approximative  Begrift’ 
der  experimentirendeu  Physik  sofort  in  die  völlig  bestimmte  Vor- 
stellung eines  von  der  Schwerkraft  afficirten  mathematischen 
Punkts,  der  vermittelst  eines  ohne  Schwere  gedachten  Fadens 
oder,  wie  man  auch  sagt,  einer  unausdehnbaren,  masselo.sen  Linie 
an  einem  festen  Punkt  aufgehängt  ist.  Noch  mathematischer 
drückt  mau  sich  aus,  wenn  mau  den  Faden  oder  die  Linie  ganz 
ausser  dem  Spiel  lässt  und  nur  augiebt,  dass  sich  der  unter  dem 
Einfluss  der  beschleunigenden  Beweguugsursache  von  bekamiler 
Grösse  stehende  Punkt  stets  in  einem  gegebenen  Abstande  von 
dem  gegebenen  festen  Punkt  befinden  müsse.  Eine  andere  Wendung, 
die  aber  schon  eine  blosse  Folgerung,  nämlich  das  Verbleiben  in 
derselben  Ebene  eiuschliesst,  ist  die,  dass  mau  den  schweren  Punkt 
als  mit  der  Nothwendigkeit  behaftet  ansieht,  auf  einem  in  einex 
verticalen  Ebene  liegenden  Kreise  zu  bleiben.  Diese  vei-schieden- 
artigen  Vorstellungen  liegen  auch  den  Entwicklungen  von  Huyghens 
zu  Grunde;  jedoch  sei  bemerkt,  dass  derjenige  moderne  Begriff 
von  einem  materiellen  Punkt,  nach  welchem  derselbe  ein  Massen- 
theilchen  von  unendlich  kleinen  Dimeusioneu  vorstellt,  natürlich 
noch  nicht  technisch  ausgebildet  war. 

Um  ein  Zeitmaass  zu  haben,  musst«  man  die  Länge  de.s 
Secuudenpendels,  d.  h.  im  Allgemeinen  das  Verhältniss  der  Dauer 
einer  Schwingung  zu  der  zugehörigen  Peudelläuge  kennen.  Huygheu.s 
vermehrte  nun  die  Theorie  des  einfachen  Pendels  um  einen  Satz, 
welcher  jenem  Verhältniss  für  kleine  Schwingungen  einen  Ausdruck 
gab.  Da  indessen  bei  der  Ermittlung  dieses  Ausdrucks  kein  neues 
Princip  ins  Spiel  kam,  so  können  wir  uns  hier  auf  die  Angabe  der 
Art  und  Weise  beschränken,  wie  die  alten  Principien  benutzt 
wurden.  Das  Cykloidenpendel  war  in  Rücksicht  auf  das  fragliche 
Verhältniss  leichter  zu  behandeln,  als  das  einfachere  Kreispendel. 
Die  unendlich  kleinen  Schwingungen  des  letztem  konnten  nach 
demselben  Grnndsatz  als  cykloidal  gelten,  nach  welchem  mau  ein 
Curveuelement  mit  dem  zugehörigen  Bogeutheilcheu  des  Krümmungs- 
kreises vertauschen  darf. 
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Zu  (]pr  Theorie  der  Bewegung  auf  der  umgekehrten,  d.  h. 
mit  ihrem  naeh  unten  gekehrten  Scheitel  eine  Hori/.ontalehene 
vertical  berührenden  Cykloide,  gelangt  Huyghens,  indem  er  von 
der  durch  Galilei  festgestellten  Bewegung  auf  der  schiefen  Ebene 
ausgeht.  Ueberhaupt  zeigt  er,  wie  mau  die  Bewegung  auf  krummen 
Linien  als  eine  solche  behandeln  köune,  die  auf  einer  unbegrenzteu 
Anzahl  von  graden  Linien,  d.  h.  schiefen  Ebenen  stattfinde  ’).  Mit 
leichter  Mühe  gewinnt  er  iu  voller  Allgemeinheit  hiedurch  namentlich 
den  Satz,  dass  das  Fallen  von  gleichen  Hohen  bis  zu  einem  gleichen 
Niveau  stets  die  nämlichen  Endgeschwindigkeiten  erzeuge,  wie  auch 
immer  die  Bahnen  beschaffen  gewesen  sein  mögen.  Denkt  mau 
sieh  nämlich  eine  geeignete,  begrenzte  oder  im  Fall  krummer 
Oberflächen  unbegrenzte  Anzahl  von  Horizontalebenen,  so  gilt  der 
Satz  von  der  Erlangung  gleicher  Geschwindigkeiten  offenbar  zwi.schen 
je  zwei  aufeinanderfolgenden  dieser  Niveauebeiieu.  und  der  Körper 
behält,  indem  er  von  der  einen  zur  andern  übergeht,  die  bereits 
erlangte  Geschwindigkeit  als  Bestandtheil  seiner  feruereu  Bewegung 
bei.  Hieniit  ist  klar,  dass  auf  jedem  beliebigen  Niveau  die  End- 
geschwindigkeiten für  die  verschiedensten  Bahnen  gleich  sein 
müssen,  wenn  nur  der  Anfang  des  Falleus  von  einer  und  derselben 
Höhe  gerechnet  oder,  was  dasselbe  ist,  sein  .Ausgangspunkt  auf 
einer  und  derselben,  dem  Horizont  parallelen  Ebene  genommen 
wird.  Ebenso  beweist  Huygheus  den  Satz  vom  Aufsteigeu  zu  der 
ursprünglichen  Fallhöhe  in  gleicher  Allgemeinheit  *).  Die  Bahnen 
mögen  wie  beim  Pendel  symmetrisch  seiu,  oder  aber  auf  beiden 
Seiten  beliebig  von  einander  abweichen,  so  folgt  aus  dem  Satz, 
dass  nicht  blos  beim  freien  Aufsteigeu  sondern  auch  auf  der 
schiefen  Ebene  die  ursprüngliche  Höbe  des  Falles  wieder  erreicht 
werde,  durch  blosse  Zusammensetzung  schiefer  Ebenen  die  ganz 
allgemeine  Nothwendigkeit,  dass  das  Aufsteigeu,  auch  wenn  es  in 
beliebigen  krummen  Linien  erfolgt,  stets  bis  zum  ursprünglichen 
Niveau  gehen  müsse. 

Um  eine  weitere  Idee  von  der  ferneren  Benutzung  der  Be- 
wegungspriucipien  auf  der  schiefen  Ebene  zu  geben,  sei  noch  die 
21.  Proposition  des  hier  fraglichen  zweiten  Theils  des  angeführten 
Hauptwerks  hervorgehoben.  Nach  derselben  erfolgt  der  Fall  durch 
eine  Reihe  schiefer  Ebenen,  die  zwischen  denselben  Parallelen 


')  Horol.  OBcill.  pars  II  prop.  S. 

*)  Ibid.  prop.  9 et  10. 

D&hrinf , Gsicbicht«  der  Mtchftuik.  9 


Digilized  by  Google 


eingeschlosspn  sind,  sehnpller  odpr  langsampr,  jp  nachdpm  die 
Npigungpn  grösser  oder  geringer  sind.  Das  hierin  enthaltene 
Priucip  dient  als  Brücke,  um  den  Fall  durch  die  verschiedenen 
Theile  der  Cykloide  zu  untersuchen.  Es  lässt  sich  kurz  so  aus- 
drücken,  dass  der  gradlinige  Fall  zwischen  zwei  dem  Horizonte 
parallelen  Plbenen  in  dem  Maass  schneller  eidblge,  als  seine  Bahn 
steiler  ist.  Dieser  Satz  ist  aber  nichts  Anderes,  als  die  Galileische 
f'eststellnng,  dass  die  p'allzeiten  bei  gleichem  Höhenunterschied 
den  Längen  der  schiefen  Ebenen  proportional  sind.  Im  Wesent- 
lichen thiit  also  Huyghens  nichts  weiter,  als  dass  er  die  erforder- 
lichen mathematischen  Zumstungeu  beschafft,  um  aus  dem  Princip 
der  Bewegung  auf  der  schiefen  Ebeue  die  I'allbewegung  auf  der 
Cykloide  zu  bestimmen.  Die  Lösung  dieser  Aufgabe  war  schwierig 
genug;  aber  die  Hindernisse  waren  mathematischer  und  nicht 
mechanischer  Natur.  Aus  diesem  Grunde  begnügen  wir  uns  mit 
der  Anführung  des  Hauptergebuisses  ’),  dass  ein  Nieder-  und  Auf- 
steigen in  der  Cykloide  eine  Zeit  brauche,  die  sich  zu  derjenigen 
des  verticaleii  Falles  in  ihrer  Axe  wie  ein  Kreisumfang  zum 
Durchmesser  verhalte,  und  dass  die  Höhe  des  Ausgangspunkts  der 
Schwingung  die  Zeit  nicht  ändere.  In  Letzterem  besteht  der 
Tautochronismus.  Huyghens,  der  seinen  .Satz  nicht  für  unsere 
vollständige  Schwingung,  sondern  für  einen  blossen  Niedergang 
formulirt,  kann  sich  sehr  bezeichnend  dahin  ausdrücken,  dass  der 
unterste  Punkt  stets  in  derselben  Zeit  erreicht  werde,,  gleichviel 
ob  der  P’all  durch  die  ganze  Cykloide  oder  von  einem  beliebigen 
Punkt  derselbeu  zuriickgelegt  werde.  Diese  Eigenschaft,  derzufolge 
die  kleinsten  und  die  grössten  Schwingungen  stets  dieselbe  Zeit 
brauchen,  gehört  bekanntlich  nur  der  Cykloide  an,  die  aus  diesem 
Gründe  auch  den  Namen  Tautochroue  führt. 

Aus  dem  Verhältniss  der  tautochronischeu  Schwingungsdauer 
zur  Dauer  des  freien  Falles  durch  die  Axe  liess  sich  nun  für 
unendlich  kleine  Schwingungen  des  Kreispendels  mit  unendlicher 
.Approximation  und  mithin  für  kleine  Schwingungen  mit  genügend 
grosser  Approximation  eine  entsprechende  Kelatioii  bestimmen. 
Vermöge  einer  leichten  Uebertragung  ergiebt  sich  nämlich,  dass 
sich  die  Zeit  einer  kleinen  Kreispendelschwingung  zu  derjenigen 
des  Falles  durch  die  doppelte  Pendellänge  wie  ein  Kreisumfaug 
zum  Durchmesser  verhält.  Dieser  Satz  konnte  nun  *)  sofort  dazu 

‘)  Ibid.  prop.  25.  *)  Ibid.  pars  IV  prop.  26. 
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benutzt  werden,  den  Fallraum  der  ersten  Seeunde  genauer  als 
bisher  zu  ermitteln. 

61.  Alles,  was  von  den  Hiiyglienssehen  Lei.'jtungen  bisher 
genauer  dargelegt  wurde,  steht  in  keinem  Verhältiiiss  zu  der 
Wichtigkeit  der  zweiten  (’lasse  der  das  Pendel  betreffenden  Unter- 
suchungen. Sobald  nämlich  das  Pendel  nicht  mehr  einfach  ist, 
sondern  eine  Berücksichtigung  der  verschiedenen  Massentheile 
fordert,  aus  denen  es  sich  zusammeusetzt,  so  entsteht  die  Frage, 
wie  die  verschiedenen  Bewegungen  dieser  nicht  an  gleiche  Bahnen 
gebundenen  Theile  einander  modificiren.  Die  Beantwortung  der- 
selben setzt  voraus,  dass  man  Principien  kenne,  um  die  gegen- 
seitige Einwirkung  von  Massen  zu  bestimmen,  die  statisch  mit 
einander  verbunden  sind  und  nach  Maassgabe  dieser  festen  Ver- 
bindung von  der  beschleunigenden  Kraft  der  Schwere  ganz  ver- 
schieden afficirt  werden.  Denkt  man  sieh  ein  zusammengesetztes 
Pendel  in  der  allereinfachsten  Art,  indem  mau  z.  B.,  wie  dies 
später  von  Jacob  Bernoulli  wirklich  vorausgesetzt  wurde,  auf  der 
Pendellinie  nur  noch  einen  zweiten  schweren  Punkt  annimmt,  so 
ist  klar,  dass  dieser  zweite  dem  Centrum  nähere  Punkt  so  von 
der  Schwere  afficirt  wird,  dass  er,  wenn  er  allein  und  nicht  auch 
der  schwere  Endpunkt  vorhanden  wäre,  schnellere  Schwingungen 
machen  würde,  als  er  in  dieser  festen  statischen  Verbindung  vermag. 
Andererseits  würden  die  Schwingungen  des  Endpunkts  für  sich 
allein  langsamer  ausfallen,  als  vermöge  der  Verbindung  mit  dem 
schneller  bewegbaren  näheren  Punkt  wirklich  geschieht.  Die  an 
beiden  Punkten  zur  Bethätigung  gelangenden  Bestrebungen  der 
Schwerkraft  sind  mithin  in  ihren  thatsächlichen  Bewegungserfolgen 
von  einander  abhängig  und  setzen  sich  in  eine  Art  Gleichgewicht. 
Noch  besser  drückt  man  sich  aus,  wenn  mau  sagt,  dass  sie  sich 
mit  einander  zusammensetzen;  denn  wie  wir  Nr.  31  schon  ange- 
deutet haben,  giebt  es  keine  Zusammensetzung  oder  überhaupt 
Combination  von  Kräften,  bei  welcher  nicht  ein  partielles  Gleich- 
gewicht vorhanden  wäre.  Hienach  handelte  es  sich  bei  der  Be- 
stimmung der  Schwingungsilauer  eines  beliebig  zusammengesetzten 
Pendels,  d.  h.  überhaupt  eines  beliebigen  um  eine  horizontale 
Axe  schwingenden  Körpers,  um  nichts  Geringeres,  als  um  eine 
Regel  für  die  Zusammensetzung  dynamischer  Kräfte.  Mit  der 
Wrgleichnng  rein  statischer  Momente,  also  mit  der  blossen  Er- 
wägnug  der  Massen  und  Geschwindigkeiten,  d.  li.  der  Bewegungs- 
grössen konnte  man  Angesichts  dieses  Problems  nichts  ausrichteu. 

9* 
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Ausserdem  wäre  es  in  der  That  viel  verlangt  gewesen,  ein  ganz 
allgemeines  Princip  der  Zusammensetzung  von  d3'namischen  Kräften 
anfznfinden,  die  in  einer  beliebigen  statischen  Verbindung  stehen, 
— da  man  noch  nicht  einmal  das  Parallelogramm  der  Kräfte  für 
statische  Beziehungen  anwendete. 

In  der  That  ist  nun  auch  von  Huyghens  eine  solche  allge- 
meine, Regel  nicht  formiilirt,  wohl  aber  das  Princip  derselben  still- 
schweigend zur  Anwendung  gebracht  worden,  und  hierin,  sowie  in 
der  Hinweisung  auf  die  Erhaltung  der  Kraft  liegt  das  Hauptver- 
dienst der  eleganten  Lösung,  welche  sich  im  vierten  Theil  des 
Werks  über  die  Pendeluhr  mit  vielen  Anwendungen  auf  die  ver- 
sehiedeueu  mathematischen  Configuratiouen  dargestellt  findet.  Das 
Problem  selbst  wird  gewöhnlich  als  da.sjenige  des  Schwingungs- 
mittelpuukts  bezeichnet,  weil  es  sich  darum  handelte,  denjenigen 
Punkt  auf  dem  Pendel  oder  überhaupt  für  den  pendulirenden  Körper 
anfzufiuden,  der,  wenn  er  allein  die  Schwingungen  durch  seine 
Lage  bestimmte  und  mithin  ein  einfaches  Pendel  coustituirte,  diese 
Schwingungen  ganz  ebenso,  also  in  derselben  Zeit  wie  das  zu- 
sammengesetzte Pendel  ausführen  würde.  Dieses  Oscillations- 
ceutrum  ist  der  Punkt,  in  welchem  man  sich  die  verschiedenen 
Kräfte  wie  in  einer  .\rt  Mittelkraft  vereinigt  denken  kann,  oder 
um  welchen  sie  sich  ähnlich  verhalten,  wie  die  parallelen  Kräfte 
der  Schwere  um  den  Schwerpunkt  eines  Körpers.  Dies>«  entfernte 
Analogie,  die  allerdings  in  einer  solchen  Fassung  noch  eine  sehr 
vage  Gestalt  hat,  wurde  zuerst  von  Descartes  ausgesprochen,  als 
Mersenue  die  Frage  nach  den  Gesetzen  des  Oscillirens  beliebiger 
Körper  den  Mathematikern  vorgelegt  hatte.  Diese  Frage,  die  sich 
leichter  stellen  als  beantworten  liess,  und  die  noch  obenein  sofort 
in  einer  viel  zu  complicirten  Gestalt  in  Angriff  genommen  wurde, 
beschäftigte  Descartes,  Roberval  und  zuerst  auch  noch  Hu^'gbeus 
ohne  nenueuswerthen  Erfolg.  .Jedoch  ist  die  Entstehung  der  Idee 
von  einem  Oscillations-  oder  Agitatiousceutrum  bei  Descartes  von 
Interesse  und  kann  als  eine  erste,  wenn  auch  noch  sehr  schweifende 
Directiou  der  Gedanken  in  der  Richtung  auf  die  Lösung  ange- 
sehen werden. 

In  einem  Briefe  an  Mersenne  vom  März  1646  giebt  Cartesius 
jene  Idee  als  Lösungsregel,  indem  er  sagt '):  „Wie  es  einen  Schwer- 
punkt in  allen  frei  herabfallenden  Körpern  giebt,  ....  so  haben 


')  Descartes,  Lettres,  Bd.  III  Paris  1667,  Brief  85  S.  488. 
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alle  Körper,  die  sich  vermöge  der  Schwere  um  irgend  einen  Punkt 
bewegen,  einen  Agitationspimkt  (eeutie  de  leur  agitation),  und  alle 
Körper,  bei  welchen  dieser  Agitationspunkt  von  dem  Aufhängungs- 
punkt gleich  weit  entfernt  ist,  machen  ihre  Hin-  und  Hergänge 
in  gleichen  Zeiten.“  Ausserdem  schreibt  er  z.  B.  auch  noch  an 
Cavendish’):  „Was  ich  Agitationscentnim  eines  aufgehängten 

Körpers  nenne,  ist  der  Punkt,  auf  welchen  sich  die  verschiedenen 
Agitationen  aller  andern  Theile  dieses  Körpers  so  gleichraässig 
beziehen  (rapportent),  dass  die  Kraft,  welche  jeder  Theil  in  Hin- 
sicht auf  eine  schnellere  oder  langsamere  als  die  wirkliche  Be- 
wegung haben  kadn,  immer  durch  eine  entgegengesetzte  be- 
hindert wird.“ 

Auch  aus  dieser  Vorstellung  sieht  man,  wie  Cartesius  überall 
da  am  ehesten  dem  Kichtigen  nahekam,  wo  es  sich  um  die  rein 
statischen  Bestandtheile  der  mechanischen  Ideen  handelte.  Seine 
dynamischen  Lösungsversuche,  durch  welche  er  über  den  Gegenstand 
mit  Koberval  in  einen  Streit  verwickelt  wurde,  trafen  aber  noch 
weniger  zu,  als  die  rein  thatsächlichen  und  ohne  methodische 
•Vufklärung  gelassenen  Andeutungen  seines  Gegners.  Kin  näheres 
Eingehen  auf  die  in  den  weiteren  Cartesianischen  Briefen  enthaltene 
Controverse  mit  Koberval  würde  daher  die  Einsicht  in  die  ge- 
schichtliche Entwicklung  nicht  im  V^erhältniss  der  Ausdehnung  der 
Erörterungen  fördern,  die  zum  genauen  Verständniss  jener  tastenden 
Versuche  unumgänglich  werden  würden.  In  der  That  hat  Hiiyghens, 
abgesehen  von  jener  allgemeinen  Idee,  die  ganze  Aufgabe  wie 
eine  völlig  neue  in  Angriff  nehmen  müssen,  und  er  hat  sich  bei 
ihrer  allgemeinen  Lösung  eines  Priucips  bedient,  wovon  man  bis 
dahin  noch  keinen  Begriff  gehabt  hatte. 

62.  Die  Theorie  des  Oscillations-  oder  Agitationscentrums  wird 
im  4.  Theil  des  Huyghensschen  Hauptwerks  mit  der  Voraussetzung 
eröffnet,  dass  „wenn  sich  beliebige  Gewichte  vermöge  ihrer  Schwere 
zu  bewegen  anfangen,  ihr  gemeinsamer  Schwerpunkt  nicht  höher 
steigen  könne,  als  er  sich  bei  dem  Beginn  der  Bewegung  befand.“ 
Diese  unmittelbar  auf  die  erforderlichen  Definitionen  folgende 
Annahme  wird  als  selbstverständlich  hingestellt,  jedoch  mit  einigen 
Bemerkungen  erläutert.  Unter  diesen  ist  besonders  die  Erklärung 
wichtig,  dass  dieser  Satz  nichts  weiter  besagen  solle,  als  dass  das 
.Schwere  nicht  aufwärts  falle  (gravia  sursum  non  ferri).  Für  einen 


')  Ibid.  Brief  86  S.  4y3. 
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einzelnen  Körper  sei  der  Satz  ganz  offenbar;  ebenso  sei  er  es  für 
mehrere  Körper,  die  durch  unbiegsame  Linien  verbunden  wären, 
da  dieselben  ja  nur  einen  einzigen  Köi'per  ausmachten.  Freie 
Körper  könnten  aber  derartig  durch  unbiegsame  Linien  mit  ihrem 
Schwerpunkt  verbunden  gedacht  werden,  dass  vermöge  dieser 
Veränderung  keine  Kraft  von  bestimmter  Grösse  ius  Spiel  geset;tt 
würde,  und  auf  diese  Weise  lasse  sich  jene  Voraussetzung  aach 
für  den  Fall  unverbundener  Kölner  geltend  und  begreiflich  machen. 
Uebrigens  sei  das  Priucip  auch  auf  Flüssigkeiten  anwendbar  und 
geeignet,  die  hydrostatischen  Sätze  des  Archimedes  sowie  sehr 
viele  andere  mechanische  Einsichten  zu  beweisen.  Auch  beseitige 
es  die  Einbildung  der  Möglichkeit  einer  perpetuirlichen  Bewegung. 

Die  letztere  Hinweisung  ist  sehr  wichtig;  denn  sie  deutet 
den  Zusammenhang  an,  in  welchem  das  Princip  mit  der  allge- 
meineren Idee  steht,  dass  die  Kraft  zum  Aufsteigen  nicht  aus 
dem  Nichts  stammen  könne,  sondern  vorhanden,  also  etwa  durch 
eine  entsprechende  Senkung  erzeugt  sein  müsse.  Wäre  es  mög- 
lich, dass  die  Massen  höher  stiegen,  als  sie  gefallen  sind,  so 
würde  der  Zusatz  au  Kraft,  auf  den  dieser  Ueberschuss  au  Er- 
hebung zurückgeführt  werden  müsste,  unerklärlich  bleiben  und  als 
aus  Nichts  entstanden  auzusehen  sein. 

Eine  zweite  Voraussetzung,  die  sich  auf  die  Erfahrung  be- 
ruft, enthält  den  Satz,  dass  auch  das  zusammengesetzte  Pendel 
als  solches  gleich  hoch  steige,  als  es  vorher  gefallen  sei.  Der 
Umstand,  dass  hier  der  Köi-per  bei  seinem  Fallen  durch  eine  feste 
Axe  bestimmt  wird,  erlaubte  natürlich  nicht,  das  Princip  der  ersten 
Voraussetzung  zu  übertragen,  und  hieraus  erklärt  sich  die  Be- 
rufung auf  die  Erfahrung. 

Mit  Hülfe  dieser  zwei  Voraussetzungen,  von  denen  nur  die 
erste  principielle  Wichtigkeit  hat,  löste  nun  Huyghens  die  in  Rede 
stehende  Aufgabe  ganz  exact,  indem  er  den  Schwinguugsniittel- 
punkt  und  dessen  Abstand  von  der  Drehuugsaxe  wesentlich  durch 
die  folgenden  Ueberlegungen  ermittelte.  Nach  einigen  geometrischen 
Vorbereitungen  über  den  Schwerpunkt  stellt  er  in  Proposition  111 
zunächst  fest,  dass  das  Product  aller  Körper  mit  der  Höhe,  bis 
zu  welcher  der  Schwerpunkt  gestiegen  sei,  der  Summe  der  Producte 
der  einzelnen  Körper  mit  den  zugehörigen  Höhen  gleich  sein 
müsse.  Alsdann  wird  in  Prop.  IV  dargelegt,  wie  die  Höhe  des 
.\ufsteigens  dieselbe  bleiben  müsse,  wenn  man  sich  die  vorher  in 
Verbindung  von  dieser  Höhe  gefallenen  Körper  plötzlich  getrennt 
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und  in  dieser  Trennung  vermöge  der  erlangten  Geschwindigkeit 
wieder  aufsteigend  denkt.  Die  Kelation,  welche  erforderlich  ist, 
um  den  Schwingungsmittelpunkt  zu  bestimmen,  ergiebt  sich  nun 
in  Prop.  V und  zwar  auf  Grund  der  Gleichheit,  welche  filr  den 
Schwingnngsmittelpnnkt  als  solchen  zwischen  den  mit  einander 
verglichenen  Erhebungen  resp.  Senkungen  statthaben  muss.  Es 
braucht  wohl  kaum  bemerkt  zu  werden,  dass  die  in  Frage  kommenden 
Höhen  nach  dem  Galileischen  Fallgesetz  durch  die  Quadrate  der 
Geschwindigkeiten  repräsentirt  werden,  und  dass  diese  Geschwindig- 
keiten den  Abständen  von  der  Drehungsaxe  proportional  sind. 
Hieraus  erklärt  sich  die  Gestalt  des  Endergebnisses,  welches  in 
jenem  fünften  Satz  dahin  formulirt  ist,  dass  der  Abstand  des 
Oscillationscentrums  von  der  Axe  gefunden  werde,  indem  man  die 
Summe  der  Producte  der  Massen  mit  den  Quadraten  der  Ge- 
schwindigkeiten durch  das  Product  der  Gesammtmasse  und  des 
Abstandes  ihres  Schwerpunkts  von  der  Axe  dividirt.  Wie  man 
sieht,  drehte  sich  die  ganze  Herleitung  dieses  Resultats  um  die 
Anwendung  des  Princips,  dass  die  Erhebung  des  Schwerpunkts 
auch  nach  der  Trennung  dieselbe  bleiben  müsse,  als  wenn  die  Ver- 
bindung fortbestände. 

Es  ist  nicht  zu  leugnen,  dass  die  Huyghenssche  allgemeine 
Lösung  des  Problems  auch  abgesehen  von  der  Eigenschaft  ihres 
principiellen  Ausgangspunkts  dem  Gedankengang  einigen  Zwang 
auferlegt  und  die  entscheidenden  Wendungen  des  Raisonnements 
durch  die  erforderlichen  Umwege  etwas  verdeckt.  Diese  Artung 
der  Exposition  ist  eine  Folge  des  ursprünglichen  Lösungsprincips 
selbst,  welches  ungeachtet  seiner  Richtigkeit  und  Tragweite  dennoch 
eine  Zerlegung  in  einfachere  Vorstellungen  verlangt.  Die  That- 
sache,  dass  nach  beinahe  einem  Jahrzehnt  eine  Controverse  über 
die  Richtigkeit  der  Hnyghensschen  Theorie  erat  begann,  und  dass 
noch  mehr  als  ein  weiteres  Jahrzehnt  verstreichen  musste,  ehe  man 
sich  befriedigend  orientirte  und  durch  andere  Methoden  über  die 
völlige  Zuverlässigkeit  der  ursprünglichen  Auflösung  beruhigte,  — 
diese  Thatsache  ist  sicherlich  ein  Zeichen,  dass  der  eingeschlageue 
Weg  nicht  ohne  grosse  Schwierigkeiten  zu  controliren  gewesen  war. 
Andernfalls  hätte  sich  wenigstens  eine  Capacität  wie  Jacob  Beriioulli 
nicht  bei  dem  ersten  selbständigen  Auflösungs versuch  in  einem 
erheblichen  Punkt  irren  und  einen  fälschen  Weg  einschlagen  können, 
während  die  Huyghenssche  Lösuugsart  vorlag.  Jacob  Bernoulli 
betiachtete  nämlich,  wie  wir  später  genauer  zu  untersuchen  haben 
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werden,  die  totalen  Geschwindigkeiten  da,  wo  deren  Element^'  iae 
Auge  zu  fassen  waren.  Obwohl  er  nun  später  selbst  von  dieser 
Venvechselung  zurückkam  und  aus  einfachen  Principien  eine  Auf- 
lösung des  Problems  zu  Stande  brachte,  so  hatte  er  doch  durch 
dieThat  bewiesen,  dass  die  Huyghenssche  Darstellung  ihn  ursprüng- 
lich nicht  völlig  überzeugt  haben  konnte.  Die  sehr  subalterneu 
Einwendungen,  denen  die  Huyghenssche  Auflösung  zuerst  im  Journal 
des  savants  1682  durch  eine  jetzt  völlig  obscure  Persönlichkeit 
ausgesetzt  war,  und  welche  später  zu  der  Intervention  Jacob  Ber- 
noullis  führten,  griffen  zwar  vollständig  fehl,  bewiesen  aber  doch 
durch  die  Beachtung,  welche  sie  erfuhren,  dass  mau  sich  im  All- 
gemeinen nicht  befriedigt  fand.  Auch  hatten  sie  ihre  Ursache  in 
dem  priucipielleu  Ausgangspunkt,  der  theils  an  sich,  theils  in  der 
Handhabung  sehr  natürlicherweise  zu  Bedenken  und  Zweifeln 
führen  musste  und  zu  einer  voreiligen  Bestreitung  verleiten  konnte. 

Hier,  wo  wir  nur  die  principielle  Wendimg,  die  Huyghen.s 
eigenthümlich  war,  ins  Auge  zu  fassen  hatten,  können  wir  noch 
nicht  den  allgemeinen  Erörterungen  vorgreifen,  welche  zur  voll- 
ständigen Einsicht  in  die  Ausbildung  des  Priucips  der  Erhaltung 
der  lebendigen  Kräfte  erforderlich  sind.  Doch  wird  man  bei  einer 
vorurtheilsfreien  Erwägung  des  Huyghensscheu  Princips  und  der 
Art,  wie  er  die  Producte  der  Massen  und  der  Quadrate  der  Ge- 
scbwindigkeiten  mit  einander  in  Beziehung  setzt,  anerkennen  müssen, 
dass  die  berühmte  Idee  von  der  Erhaltung  der  lebendigen  Kräfte 
bei  ihm  zum  ersten  Mal  einen  bestimmten,  wenn  auch  nicht  in 
völliger  Allgemeinheit  formulirten  Ausdruck  gefunden  hat.  Der 
Grund,  durch  welchen  Huyghens  zu  dieser  Fassung  seines  Princips 
veranlasst  worden  sein  muss,  ist  offenbar  in  der  Anlehnung  an  die 
Voratellungsart  Galileis  zu  suchen. 

Um  jedoch  diesen  Ursprung  des  Huyghensschen  Princips  und 
liiemit  auch  zugleich  den  Keim  des  Grundsatzes  von  der  Erhaltung 
der  lebendigen  Kräfte  als  über  jeden  Zweifel  erhaben  zu  wissen, 
muss  man  in  der  Entwicklung  ein  Zwischenglied  aufsuchen,  welches 
seiner  Unscheinbarkeit  ungeachtet  für  den  Gang  der  Ideen  in 
eminenter  Weise  charakteristisch  ist. 

63.  So  befremdlich  es  erscheinen  mag,  so  sah  Huyghens 
den  Satz,  dass  ein  schwerer  Körper  vermöge  einer  gewissen  Ge- 
schwindigkeit auf  einer  schiefen  Ebene  zu  derjenigen  Höbe  auf- 
steige, von  der  er  durch  den  Fall  jene  Geschwindigkeit  erlangen 
konnte,  als  eine  Wahrheit  au,  die  in  derlteihenfolge  der  Dcductionen 
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der  von  Galilei  gemachten  und  erst  später  bewiesenen  Voraus- 
setzung über  die  Gleichheit  der  aus  gleichen  Höhen  erlangten 
Geschwindigkeiten  vorausgehen  müsse.  Im  zweiten  Theil  des 
Horologium  oscillatorium  wird  die  sechste  Proposition,  welche  für 
den  Fall  auf  verschiedenen  schiefen  Ebenen  die  berühmte  Galileische 
Voraussetzung  von  dem  Erwerb  gleicher  Geschwindigkeiten  aus 
gleichen  Höhen  formulirt  und  einen  ganz  strengen  lleweis  liefern 
will,  auf  die  vierte  zurückgeführt,  in  welcher  das  Wiederaufsteigen 
zur  Fallhöhe  und  der  dabei  stattfindende  Verlust  gleicher  „Ge- 
schwindigkeitsmoniente“  in  gleichen  Zeittheilen  ausgesprochen  und 
mit  einem  Beweise  versehen  worden  war.  Huyghens  bemerkt  sogar 
vor  jenem  sechsten  Satz,  dass  er  den  nachgelassenen  Beweisver- 
such Galileis  hier  durch  eine  bessere  Ableitung  ersetzen  wolle. 
Kr  nennt  jenen  Beweis,  den  wir  Nr.  29  beigebracht  haben,  nicht 
stark  genug  (paruiii  firma),  genügt  indessen  selbst  den  Anforderungen, 
die  mau  im  Hinblick  auf  den  bedenklichsten  Punkt  machen  muss, 
gar  nicht,  indem  er  das  wahre  Fundament  der  Galileischen  Beduction 
nicht  im  Mindesten  prüft  und  ergänzt.  Dieses  Fundament  war, 
wie  wir  an  der  angeführten  .Stelle  gefunden  haben,  die  wesentlich 
unbewiesene  V^oraussetzuug  von  der  statischen  Reducirnng  einer 
Kraft  auf  der  schiefen  Ebene.  Anstatt  dieses  Hauptbedenken 
bervorzuhebeu,  wendet  sich  Huyghens  vielmehr  dazu,  den  Satz  vom 
gleichen  Aufsteigeii  zu  gleichen  Höhen  auf  schiefen  Ebenen  als 
eine  einfachere  Wahrheit  anzusehen  und  aus  ihm  das  Erwerben 
gleicher  Geschwindigkeiten  aus  dem  Fall  von  gleichen  Höben 
indirect  abzuleiten.  Wären  nämlich,  so  schliesst  er,  die  erlangten 
Geschwindigkeiten  nicht  gleich,  so  wurde  ein  von  den  ursprünglichen 
Erhebungen  abweichendes  Aufsteigen  erfolgen  müssen,  was  uu- 
möglich  ist.  Indessen  liegt  diese  Unmöglichkeit  in  einem  Salz, 
der  selbst  eine  unbegründete  Uebertraguug  von  den  Verhältnissen 
des  freien  Aufsteigens  auf  diejenigen  an  der  schiefen  Ebene  ein- 
schloss. Mit  eben  demselben  liecht,  mit  welchem  das  Aufsteigen 
zn  gleichen  Höhen  ohne  Beweis  für  schiefe  Ebenen  geltend  gemacht 
wurde,  hätte  sich  auch  sofort  das  Erlangen  gleicher  Geschwindig- 
keiten bei  dem  freien  Fall  aus  gleichen  Höhen  auf  schiefe  Ebenen 
übertragen  lassen.  Der  Sprung  wäre  in  dem  einen  Fall  nicht 
grösser  gewesen  als  in  dem  andern.  Es  kann  daher  die  Huyghenssche 
beduction,  die  an  Stelle  der  Galileischen  treten  sollte,  nicht  als 
Ausfüllung  einer  Lücke,  wohl  aber  als  Erklärungsgrund  für  das 
gelten,  wonach  wir  augenblicklich  am  meisten  zu  fragen  haben. 


Digilized  by  Googk 


138 


Wir  sehen  nämlich,  wieHuyghens  auch  in  jener  Nachweisnng 
der  einfachsten  Gesetze  des  Fallens  und  Aufsteigens  sein  Augen- 
merk bereits  von  vornherein  auf  die  Unmöglichkeit  der  Erhebung 
über  den  ursprünglichen  Ausgangspunkt  des  Fallens  als  auf  eine 
Art  Princip  gerichtet  hatte.  Galt  es  auch  für  den  freien  Fall  als 
bewiesen,  so  figurirle  es  doch  schon  für  die  schiefe  Ebene  ohne 
specielle  Begründung Man  kann  daher  kaum  der  Annahme 
auswelchen,  dass  der  fragliche  Satz  von  Huyghens  schon  früh  weit 
weniger  im  Lichte  eines  speciellen  Gesetzes  als  aus  dem  Gesichts- 
punkt einer  Nothwendigkeit  augesehen  worden  sei,  vermöge  deren 
die  Kraft  zum  Aufsteigen  als  eine  durch  das  entsprechende  Fallen 
gleichsam  angesammelte  Grösse  betrachtet  werden  müsste.  Die 
spätere,  oben  angeführte  Bemerkung  über  die  Unmöglichkeit  der 
perpetuirlichen  Bewegung,  d.  h.  der  Bewegung  aus  Nichts,  macht 
die  angedeutete  Gedankengestaltung  fast  zur  völligen  Gewissheit. 
Gleichviel,  ob  die  Kraft  zum  Aufsteigen  ihren  Ursprung  wirklich 
iu  einem  vorgängigen  Fallen  habe,  so  lässt  sich  eine  ihr  gleiche 
Grösse  doch  immerauf  diese  Weise  entstanden  denken,  und  im  Hin- 
blick hierauf  würde  sich,  wenn  der  Satz  des  Aufsteigens  zur  fingirten 
Fallhöhe  nicht  zuträfe,  im  Anschluss  au  die  einfachen  Galileischen 
Fundamentalüberlegungen  über  Erzeugung  und  Verlust  der  Ge- 
schwindigkeiten ein  Ueberschuss  oder  aber  ein  unverbrauchter  Be- 
standtheil  an  Kraft  nach  weisen  lassen,  der  entweder  ohne  Ursache 
entstanden,  oder  ohne  Wirkung  geblieben  wäre.  Beide  .\nnahmea 
widersprechen  aber  den  Grundvoraussetzungen,  denen  zufolge  die 
irgendwo  nachweisbare  Bethätigung  allein  das  Recht  giebt,  von 
dem  Vorhandensein  einer  ihr  entsprechenden  Kraft  zu  reden.  War 
aber  einmal  diese  Idee  im  Hinblick  auf  mehrere  besondere  Fälle 
in  das  Bewusstsein  getreten,  so  musste  sie  selbst  zu  immer  weiterer 
Verallgemeinerung  veraiilasseri,  sobald  sich  neue  analoge  Ver- 
hältnisse darboten.  Nachdem  sie  zunächst,  wie  wir  bei  Gelegenheit 
der  cykloidalen  Bewegung  bereits  angedeutet  haben,  für  beliebige 
Formen  des  Aufsteigens  in  den  verschiedensten  Bahnen  auf  jedweder 
Oberfläche  als  gültig  erkannt  worden  war,  konnte  es  sich  im  Hin- 
blick auf  das  Problem  des  zusammengesetzten  Pendels  nur  noch 
um  einen  einzigen  Schritt  handeln,  der  aber  freilich  erheblicher 
war,  als  es  zunächst  den  Anschein  haben  mochte.  Dieser  Schritt 
bestand  darin,  anstatt  eines  einzigen  schweren  Körpers  mehrere 
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ixier,  was  den  Hauptpunkt  bereits  entscheidet,  wenigstens  zwei  und 
deren  gegenseitiges  Verhältuiss  ins  Auge  zu  fassen. 

Wurde  nämlich  die  Idee  vom  Aufsteigen  zur  gleichen 
Höhe  auf  zwei  unverbundene  Massen  übertragen,  so  Hess  sich  das 
Prindp  sowohl  für  jede  einzelne  als  für  beide  geltend  machen. 
Im  letztem  Fall,  wo  jedoch  noch  der  ganze  Zusammenhang  als 
Pin  blos  ideeller  gedacht  wurde,  war  es  sehr  natürlicherweise  der 
Schwerpunkt,  nach  dessen  Höhe  man  zu  fragen  hatte.  Galt  aber 
• imnal  der  Schwerpunkt  als  der  Gegenstand,  auf  den  das  Frincip 
vom  Aufsteigen  zu  beziehen  sei,  so  fragte  es  sich  nun  weiter,  ob 
dieses  Frincip  nicht  auch  gelten  müsse,  wenn  die  Verbindung  der 
beiden  oder  mehreren  Massen  mit  irgend  einem  statischen  Hinderniss, 
ihrer  Bewegung  eine  feste  Bahn  vorschriebe.  Die  Bejahung  konnte 
eicht  zweifelhaft  sein;  denn  der  Grundsatz,  um  dessen  erweiterte 
.Anwendung  es  sich  handelte,  war  ja  schon  für  den  einzelnen  Körper, 
dessen  Bewegung  durch  eine  schiefe  Ebene  statisch  bestimmt  wird, 
iusgeinacht  und  erprobt  worden.  Jede  relative  Fixirung  Hess  sich 
aber  als  Vorschreibung  einer  Bahn  nach  dem  Frincip  der  schiefen 
Kbene  betrachten  und  wurde  von  Huyghens  in  allen  Fällen,  wo 
wir  seine  speciellen  Auslassungen  darüber  haben,  auch  wirklich 
so  angesehen.  Es  war  also  für  den  die  Zwischenglieder  der  Be- 
«eisbestandtheile  überspringenden  Verstand  eines  bahnbrechenden 
l'orschers  sicherlich  kerne  zu  kühne  Vorwegnahme,  wenn  er  sofort 
jenes  Frincip  vom  Aufsteigen  als  eine  Nothweudigkeit  erkannte, 
an  welcher  eine  statische  Determination,  d.  h.  die  Vorschreibung 
einer  Bahn  nichts  zu  ändern  vermöge.  Die  Verbindung  der  Massen 
selbst  hatte  aber  zunächst  nur  dadurch  Bedeutung,  dass  vermöge 
dieses  Zusammenhangs  auch  die  Fixirung  für  jede  Masse  oder 
vielmehr  jeden  Massentheil  vermittelt  wurde.  Andernfalls  hätte 
es  sich  nur  um  einen  einzigen  freien  Körper  gehandelt. 

Der  einzige  Umstand,  der  in  Alledem  noch  als  bedenklich 
Reiten  konnte,  war  die  gegenseitige  Einwirkung  derjenigen  Art, 
»eiche  zwischen  den  Massen  statthatte  und  noch  mehr  enthielt, 
äls  die  blosse  Vorschreibuug  einer  Bahn.  Da  nämlich  jede  Masse 
lieht  blos  für  sich  allein  an  eine  Bahn,  sondern  auch  noch  au 
•^ine  künstliche  Gescliwiudigkeit  gebunden  wurde,  so  musste,  um 
das  Fundamentalpriucip  auzuweuden,  zuvor  noch  eine  sicbernde 
leberlogung  platzgreifeu,  die  aber  ebenfalls  keine  grosse  Schwierig- 
''cit  haben  konnte.  Diese  gegenseitige  Ausgleichung  der  schnelleren 
oder  langsameren  Antriebe  dei’  Schwere  auf  die  verschieden  Hegenden 


Digllized  by  Google 


140 


Massentheilp  konnte  ja  ebenfalls  wie.  eine  statische  Einschränkung 
angesehen  werden,  vermöge  deren  ebensowenig  wie  auf  der  schiefen 
Ebene  in  der  Hauptsache  eine  Abänderung  des  Gesammtaufsteigens 
angenommen  werden  dürfte.  Wenn  nämlich  auch  die  einzelnen 
Theile  vermöge  der  ihren  speciellen  Bahnen  angehörigen  Geschwindig- 
keiten zu  andern  Höhen  gelangen  müssen,  als  im  gegenseitig  ge- 
bundenen Zustande,  so  kann  doch  von  der  bewegenden  Kraft  der 
Schwere  dadurch  nichts  für  das  Ganze  verloren  gehen,  dass  diese 
Kraft  einen  Theil  ihrer  Wirkung  nicht  unmittelbar,  sondern  erst 
vermöge  einer  statischen  Beziehung  zwischen  den  verschiedenen 
Massen  ausfibt  und  vertheilt.  Es  wird  ihr  hiedurch  auf  das  Ganze 
nur  eine  analoge  Wirkungsart  vorgeschrieben,  wie  auf  der  schiefen 
Ebene.  Der  Umstand,  dass  eine  horizontale  Axe  alle  Theile  nöthigt, 
in  bestimmten  Bahnen  und  zugleich  in  festen  Lagen  zu  einander 
aufzusteigen,  veranlasst  zwar  nicht  blos  eine  Reducirung  der  Schwer- 
kraft nach  gegebenen  Richtungen,  sondern  auch  eine  Bethätignng 
derselben  nach  relativ  vorge.schriebenen  Geschwindigkeiten.  Diese 
Gescliwindigkeitsverhältnisse  bieten  jedoch  für  die  Gesammtbethäti- 
gung  der  Schwerkraft  an  dem  ganzen  Körper  kein  eigentliches 
Hinderniss  der  vollen  Einwirkung  sondern  nur  einen  Vertheilungs- 
gi  und  dar.  Der  Schwerpunkt  wird  daher  als  Vertreter  des  ganzen 
Körpers  ebenfalls  dem  Gesetz  des  Aufsteigens  als  unterworfen  ge- 
dacht werden  können,  und  wenn  auch  hiebei  die  ursprüngliche 
Analogie  nicht  mehr  ohne  Weiteres  einleuchtet,  so  konnten  derartige 
Ueberlegungen  doch  genügen,  um  das  Princip  als  vorläufig  inotivirt 
erscheinen  zu  lassen.  Die  Thatsache,  dass  Huyghens  es  in  dieser 
Ausdehnung  nicht  als  Axiom  einführte,  sondern  wenigstens  formell 
von  seinem  einfacheren  Bestandtheil  abhängig  machte,  ist  Beweis 
genug,  dass  er  selbst  Niemand  zumuthete,  die  für  die  eigne  Unter- 
suchungsmethode zunächst  hinreichende  Art  von  Evidenz  als  defini- 
tiven Beweis  gelten  zu  lassen.  Nur  für  den  Gang  der  Ideen  kann 
kein  Zweifel  obwalten,  dass  Galileis  einfacher  Satz  den  Typus 
abgegeben  habe,  nach  welchem  Huyghens  seine  Vorstellungen  zu 
einem  allgemeinen  Princip  mehr  und  mehr  ausprägte,  und  dieses 
sehr  natürliche  Verhältniss  ist  das  für  den  Zusammenhang  in  den 
Fortschritten  der  Mechanik  so  ungemein  Bedeutsame.  Ohne  die 
Nachweisung  dieser  Entwicklungsbeziehung  würde  die  Stetigkeit 
als  unterbrochen  und  der  später  immer  erheblicher  werdende  Grund- 
satz von  der  Erhaltung  der  lebendigen  Kräfte  als  eine  plötzlich  ge- 
machte Entdeckung  erscheinen,  während  er  in  der  That  im  Wesent- 
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liehen  Rchon  bei  Huyghens  und  zwar  iui  engsten  AnschluRs  an  die 
lialileischen  Fnndanientalsätze  zur  Ansbildnug  gelangte. 


Dritt(!s  Ciipitel. 

ZnaammensetEung  der  Kräfte  and  Oesetae  des  Stesses. 

64.  Die  verhältnissinässige  Unvollkommenheit  in  der  Znriiok- 
fuhrung  der  verwickelteren  Sätze  auf  die  einfacheren  Wahrheiten 
hatte  in  der  Zeit,  in  welcher  Huygheus  seine  besten  Ergebnisse 
zu  Tage  förderte,  ihren  Hauptgrund  in  dem  Umstände,  dass  man 
nicht  einmal  für  die  Statik  geschweige  für  die  Dynamik  ein  allge- 
meines Zusammensetzuugs-  und  Zerleguugspriucip  der  Kräfte  besass. 
Soweit  die  Zusammensetzung  der  Bewegungen  auch  unmittelbar 
eine  Zusammensetzung  der  Kräfte  war,  hatte  allerdings  schon 
Galilei  bei  der  Behandlung  der  parabolischen  Bewegung  davon 
Gebrauch  gemacht.  Huyghens  hatte  ebenfalls  nach  dieser  Seite 
hin  einer  wichtigen  Idee  einen  bestimmten  Ausdruck  gegeben, 
indem  er  es  als  Fundamentalvoraussetzung  hinstellte'),  dass  bei 
der  Verbindung  irgend  einer  gleichförmigen  Bewegung  mit  der 
Wirkung  der  Schwere  beide  sich  unabhängig  vou  einander  be- 
thätigten,  d.  h.  einander  „nicht  hinderten“  und  so  wirkten,  als 
wenn  sie  getrennt  wären.  Hiedurch  sprach  er  im  Wesentlichen 
jenes  später  immer  mehr  betonte  Axiom  aus,  dass  sich  in  eiuer 
Combination  von  Bewegungsursachen  die  einzelnen  Elemente  au 
ihrem  Theil  so  zur  Geltung  bringen,  als  wenn  die  übrigen  Be- 
!=tandtheile  gar  nicht  vorhanden  wären.  Doch  war  hiemit  immer 
noch  kein  Schritt  geschehen,  welcher  über  die  einseitige  Auffassung 
der  Zusammensetzung  blosser  Beweguugserscheinungen  hinausführte. 
Im  Gegentheil  leitete  diese  Idee  insofern  von  dem  fraglichen  Ziel  etwas 
nb.  als  sie  grundsätzlich  über  die  gegenseitigen  statischen  Beziehungen 
der  combinirten  Kräfte  hinwegsehen  liess  und  sich  nur  um  den  freien 
Bewegungseffect  kümmerte.  Eine  eigentliche  Zusammensetzung 
der  Kräfte  musste  sich  alier  vor  allen  Dingen  auf  die  statischen 
Verhältnisse  beziehen,  und  in  dieser  Gestalt  finden  wir  das  Princip 
derselben  zum  ersten  Mal  von  Varignon  in  seinem  Projet  d’une 
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noiivellp  inöcanique  (Paris  1687)  als  Ifiitenden  Gpsichtspnnkt  pinpr 
neuen  Behandlungsart  der  Statik  vertreten  und  in  der  posthumen, 
sehr  umfangreichen  Schrift  desselben  Verfassers  ’)  in  der  aus- 
führlichsten Weise  auf  die  einfachen  Maschinen  angewendet. 

In  demselben  Jahr,  in  welchem  Varignon  sein  Project  einer 
neuen  Mechanik  veröffentlichte,  erschien  auch  in  den  berühmten 
Newtonschen  Principien  eine  Darstellung  der  Art,  wie  die  Kräfte- 
zusammensetzung auf  die  Maschinen,  d.  h.  statisch  auf  alle  mög- 
lichen Verhältnisse  anzuwenden  sei.  Newton  legte  jedoch  auf  dies 
Princip  keinen  besondern  Ton  und  stellte  es  fast  wie  eine  selbst- 
verständliche Sache  hin.  So  wird  von  ihm  im  zweiten  Corollar 
zum  dritten  Bewegungsgesetz  die  Zusammensetzung  und  Zerlegung 
der  Kräfte  zwar  als  Basis  der  ganzen  Mechanik  bezeichnet:  aber 
nirgend  findet  sich  eine  Andeutung,  dass  Newton  diese  universelle 
Anwendung  des  Princips  als  etwas  von  ihm  Ausgehendes  habe 
angesehen  wissen  wollen.  Kriunert  mau  sich  ausserdem,  dass  die 
als  Steviuscher  Satz  überkommene  Vorstellung  von  dem  Gleich- 
gewicht dreier  Kräfte,  die  nach  Grösse  und  Richtung  den  drei 
Seiten  eines  Dreiecks  entsprechen,  dem  statischen  Zusammen- 
setzungsprincip  nahekam,  so  wird  man  geneigt  sein,  die  ganze 
Kntwicklung  als  einen  Vorgang  zu  betrachten,  der  gar  nicht  den 
Charakter  eigentlicher  Kntdeckungen  hat  und  daher  auch  nicht  aus- 
schliesslich einer  einzigen  Persönlichkeit  zugeschrieben  werden  kann. 

In  der  That  nimmt  auch  Varignon  selbst  nichts  weiter  als 
eine  neue,  universellere  Gestaltung  der  Anwendungen  des  Princips 
für  sich  in  An.spnich.  Er  weist  selbst  darauf  hin  *),  dass  die 
Physiker  das  Princip  bereits  bei  dem  schiefen  Stoss  gebraucht 
hätten,  und  dass  er  selbst  vermöge  ebep  dieses  Princips  nur  die 
Erklärung  der  Maschinen  als  etwas  bis  dahin  noch  nicht  Geschehenes 
in  Angriff  genommen  habe.  Von  Interesse  ist  sein  Bericht  über 
die  Art,  wie  er  zu  seiner  Unteruehmung  angeregt  worden  sei.  lu 
der  Vorrede,  die  für  seine  erste  kürzere  Schrift,  das  erwähnte 
Projet,  gearbeitet  ist,  erzählt  er,  dass  ihn  zuerst  die  Aeussening 
von  Cartesius,  es  sei  lächerlich,  den  Flascheuziig  auf  den  Hebel 
zurückführeu  zu  wollen,  frappirt  und  in  die  eigenthümliche  Unter- 
suchungsrichtung gelenkt  habe.  Indem  er  nun  danach  strebte,  die 
Erzeuguugsart  (geueratiou)  des  Gleichgewicdits  kennen  zu  lerueii. 
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erkannt«  er  auerst  au  der  schiefen  Ebene  die  Zusammensetr.iinp: 
der  Kräfte  und  den  Begriff  der  Resultante.  Auch  ist  dieser 
Ursprung  der  natOrlichste,  der  sich  denken  lässt.  An  der  schiefen 
Ebene  drängt  sich  die  Zerlegung  oder  mit  andern  Worten  die 
Reducirung  der  Kraft  am  unmitteJbarsten  auf,  und  dieses  Ver- 
halten einer  Kraft  in  Beziehung  auf  eine  feste  gegebene  Richtung 
ist  eine  noch  einfachere  Vorstellung,  als  die  Zusammensetzung 
von  zwei  freien  Kräften.  Auch  ist  diese  Vorstellung  von  uns 
bisher  stets  als  der  Urtypiis  aller  statischen  Beziehungen  hervor- 
gehoben worden,  und  wir  haben  gesehen,  wie  Galileis  Beweis  der 
Gesetze  des  Fallens  auf  der  schiefen  Ebene  und  sogar  sein  Beweis- 
versuch des  statischen  Verhältnisses  au  derselben  wesentlich  nur 
darum  mangelhaft  ausfiel,  weil  die  fundamentale  und  principielle 
Natur  der  Kraftreduction  verborgen  blieb. 

65.  Das  erwähnte  posthume  Werk  Varignons  verwendet  zwei 
Quartbände,  um  die  einfachen  Maschinen  durch  das  Parallelogramm 
der  Kräfte  erklärlich  zu  machen.  Der  erste  Abschnitt  enthält  die 
principielle  Einleitung;  die  andern  Abschnitte  sind  den  verschiedenen 
einfachen  Potenzen  gewidmet.  Das  Zusammensetzungsprincip  wird  *) 
zunächst  für  die  Phantasie  veranschaulicht,  indem  ein  Punkt  vor- 
gestellt wird,  welcher  auf  einer  mit  sich  selbst  parallel  bewegten 
graden  Linie  noch  ausserdem  selbständig  fortschreitet.  Die  aus- 
drückliche Erweiterung  dieser  noch  unbestimmten  und  auch  allein 
auf  phoronomiscjie  Bewegungen  beziehbaren  Idee  auf  eigentliche 
Kräfte  findet  sich  erst  in  der  posthumen  Schrift  und  der  Verfasser 
sagt  uns  selbst,  dass  er  zu  einer  solchen  besoudern  Wendung 
erst  durch  die  Einwürfe  von  Physikern  veranlasst  worden  sei. 
Doch  leistet  er  im  Grunde  auch  nicht  viel  mehr  als  früher;  denn 
seine  ganze  Nachweisuug  an  der  angegebenen  Stelle  gipfelt  in  der 
Berufung  auf  den  Umstand,  dass  die  bewegliche  Linie  und  der 
Punkt  nur  die  Veranschaulichung  zum  Zweck  hätten,  und  dass 
die  Kräfte  in  ihrem  Verhalten  von  diesem  Hülfsmittel  der  Imagination 
unabhängig  wären.  Dennoch  ist  diese  Hinweisung  auf  die  selbständigen 
Beziehungen  der  statischen  Kräfte  werthvoll,  indem  sie  zur  Er- 
tenntniss  des  Unterschiedes  zwischen  phorouomischen  Bewegnngs- 
erscheinungen  und  vorgängigen  Kräftecombinationen  hinleitel. 

Wie  unsicher  es  zur  Zeit  Varignons  mit  der  durchgängigen 
Anerkennung  des  Parallelogiamms  der  Kräfte  bestellt  war,  zeigt 
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die  Art  von  Einwendungen,  denen  der  Verfasser  der  neuen  Mechanik 
zu  begegnen  hatte.  So  war  z.  B.  von  Seiten  der  Cartesianer 
geltend  gemacht  worden,  das  fragliche  Princip  sei  mit  dem  Gesetz 
der  Erhaltung  der  Bewegung  nicht  vereinbar.  Hierauf  erwidert 
Varignon  * es  gehe  nicht  blos  bei  der  Zusammensetzung  Be- 
wegung verloren,  sondern  es  könne  auch  bei  der  Zerlegung,  welche 
gewonnen  werden,  die  vorher  nicht  gegeben  war,  und  so  finde 
eine  Compensation  statt.  Diese  Ausflucht  ist  um  so  merkwürdiger, 
da  sie  zeigt,  wie  Varignon  selbst  das  partielle  Gleichgewicht,  in 
welches  sich  die  bewegenden  Ursachen  setzen,  nicht  zu  berücksichtigen 
vermochte.  Noch  heute  ist  im  Hinblick  auf  die  in  einer  ganz 
neuen  Gestalt  wieder  lebendig  gewordenen  und  erweiterten  Ideen 
über  die  Erhaltung  der  Kräfte  jene  Cartesianische  Frage  zu  er- 
ledigen. Ohne  hier  späteren  Entwicklungen  vorzugreifen,  sei  be- 
merkt, dass  die  partielle  Umwaudlung  einer  eventuellen  Bewegung 
in  eine  statisch  wirksame  Kraft  der  Gesichtspunkt  ist,  aus  welchem 
sich  eine  höhere,  mit  dem  Princip  der  Erhaltung  der  Kräfte  in 
jeder  Richtung  vereinbare  Anschauungsweise  gestalten  lässt. 

Ein  eigenthümlicher  geometrischer  Uebergang,  durch  welchen 
Varignon  von  der  Kräftezusammensetznng  zu  der  Lehre  von  den 
Momenten  im  neueren  Sinne  dieses  Worts  gelangt,  darf  hier  nicht 
übergangen  werden,  obwohl  auch  hiebei  von  einer  eigentlichen 
Entdeckung  mechanischer  Art  nicht  geredet  werden  kann.  Dieser 
Uebergang  hat  aber  ein  besonderes  priucipielles  Jnteresse,  weil  er 
zugleich  den  Kunstgriff  vorbereitet,  durch  w eichen  das  Hebelprincip 
auf  das  Parallelogramm  der  Kräfte  zurückgeführt  werden  soll.  Es 
wird  nämlich  *)  zunächst  der  geometrische  Satz  festgestellt,  dass 
in  Bezug  auf  die  Diagonale  und  zwei  zusammengehörige  Seiten 
eines  Parallelogramms  ein  beliebiger,  innerhalb  oder  ausserhalb 
gelegener  Punkt  mit  den  drei  fraglichen  Linien  als  Grundlinien 
solche  Dreiecke  bestimme,  dass  die  Diftereuz  oder  Summe  der 
Seitendreiecke  dem  Diagonaldreieck  gleich  sei.  Diese  Relation 
findet  nun  offenbar  auch  statt,  wenn  man  die  drei  Linien  auf  ihren 
Richtungen  beliebig  verschiebt.  Es  ist  also  nicht  nöthig,  dass 
dieselben  thatsächlich  in  der  Ecke  eines  Parallelogramms  zu- 
sammenlaufen, sondern  es  genügt,  dass  ihre  Richtungen  dies  thnn. 
Endlich  ist  auch  dies  nicht  einmal  nöthig,  wenn  man  parallele 

*)  Ibid,  in  einem  Soholiuni  zu  Lemma  II  der  1.  Sect.  S.  24. 

•)  Ibid.  Lemma  XVI  8.  84. 
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Linien  voraussetzt.  Man  hat  mithin  den  ^anz  allgemeinen  Satz,  dass 
in  einer  Ebene  drei  heliebig  gelegene  Linien,  deren  Hiehtnngen  in 
einem  Punkt  znsammentrefFen  oder  aber  gleich  sind,  in  Beziehung 
auf  einen  beliebigen  Punkt  die  erwähnte  Eigenschaft  haben,  voraus- 
gesetzt. dass  die  Grössen  dieser  Linien  ein  Verhältuiss  haben,  wie 
es  sieh  in  einem  Parallelogramm  unter  Beibehaltung  derselben 
Richtungen  zwischen  der  Diagonale  und  den  Seiten  gestalten  würde. 
Diese  Relation  zwischen  den  Dreiecken  ist  nun  nichts  weiter  als 
eine  Beziehung  zwischen  den  Producten,  die  man  aus  der  Grösse 
der  Linien  und  dem  jedesmal  zugehörigen  .\bstand  des  beliebigen 
Punktes  bildet.  Liegt  also  der  Punkt  ausserhalb  der  die  Seiten- 
kräfle  vertretenden  Linien,  so  sind  jene  Producte  zu  addiren, 
andernfalls  aber  zu  snbtrahiren,  um  die  dem  Product  mit  der 
Diagonale  gleiche  Grösse  zu  ergehen.  Wie  mau  sieht,  ist  diese 
geometrische  Zuifistung  nichts  weiter  als  die  Construction  der 
mathematischen  Form  der  Momente  von  drei  coiivergirenden  oder 
aber  parallelen  in  derselben  Ebene  gelegenen  Kräften.  Die  Voraus- 
setzung, dass  man  den  Angritfspunkt  der  Kräfte  auf  ihrer  Richtung 
beliebig  verschieben  könne,  ohne  die  Wirkung  zu  ändern,  ist  bei 
einem  derartigen  Uebergang  von  einem  gemeinsamen  Oombiuatious- 
punkt  zu  eiuem  System  von  Angriftsöilerii  nicht  zu  umgehen,  und 
doch  ist  grade  ein  solcher  Sprung  von  einem  gemeinschaftlichen 
Angriflfspuukt  zu  einer  Verbindung  von  drei  Angriffspunkten  das 
der  Rechtfertigung  am  meisten  Bedürftige.  Ohne  eine  principielle 
Erläuterung,  die  sich  grade  auf  diesen  Punkt  richtet,  ist  es  ganz 
unmöglich,  zu  der  Zusammensetzung  der  Kräfte  an  einer  Angriffs- 
linie, d.  h.  zur  Erklärung  des  Hebels  zu  gelangen. 

Im  fünften  Abschnitt  der  neuen  Mechanik  behandelt  Varignou 
den  Hebel  und  zieht  sich  dadurch  aus  der  Verlegenheit,  dass  er 
zunächst  für  convergirende  Kräfte  feststellt,  dass  ihre  Resultante 
durch  den  ünterstützungspunkt  gehe.  Die  Kräfte  werden  also  so  be- 
trachtet, als  wenn  sie  auf  dem  Durchschnittspunkt  ihrer  Richtungen 
angriffen  und  so  eine  Mittelkraft  lieferten.  Bei  parallelen 
Kräften,  dem  eigentlichen  und  ursprünglichsten  Fall  des  Hebel- 
problems, ist  nun  aber  ein  solcher  Durchschnittspunkt  gar  nicht 
vorhanden.  Hier  hilft  sich  nun  Varignon  dadurch,  dass  er  die 
Annäherung  an  den  Parallelismus  benutzt,  um  auf  den  Fall  der 
streng  parallelen  Kräfte  selbst  zu  schliessen.  Hierin  liegt  natür- 
lich ein  stillschweigender  Rückgang  auf  das,  was  man  etwa  aus 
der  .Stetigkeit  des  Uebergangs  oder,  wie  mau  sich  auch  ausdrücken 

DQlirintf.  der  Meclienik.  10 
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kann,  aus  der  unbegrenzten  Approximation  an  den  Grenzfall  des 
strengen  Parallelisinns  folgern  möge.  So  fruchtbar  indessen  auch 
derartige,  neuerdings  besonders  in  der  synthetischen  Geometrie 
gebrauchte  Schlussarten  sein  mögen,  so  haben  sie  doch  niemals 
vollkommen  befriedigt,  und  mau  muss,  so  geneigt  man  ihnen  auch 
übrigens  sein  möge,  einen  allgemeinen  und  strengen  Beweis  der 
Zuverlässigkeit  ihrer  Methode  verlangen.  Der  Sprung  ist  in  solchen 
Wendungen  unverkennbar,  weil  die  Stetigkeit  der  Beziehungen 
zwar  in  einem  gewissen  Sinn  bestehen  bleibt,  aber  in  einer  be- 
sondern  Hinsicht  eine  Unterbrechung  oder  mindestens,  um  ein 
vielleicht  passenderes  Wort  zu  brauchen,  eine  Formveränderung 
erfährt.  Die  Voi-aussetzung,  dass  parallele  Kräfte  so  betrachtet 
werden  können,  als  wenn  sie  sich  in  unendlicher  Entfernung 
schnitten,  bedarf  nicht  nur  einer  Erläuterung  sondern  auch  eines 
Beweises.  Sie  hat  nur  insofern  einen  haltbaren  Sinn,  als  mau 
ernstlich  darauf  verzichtet,  die  Fiction  eines  Widerspruchs  zur 
blossen  Bequemlichkeit  der  Redeweise  festzuhalten  und  von  vorn- 
herein davon  ausgeht,  dass  eine  unbegrenzt  kleine  Kichtungs- 
abweichung  nicht  selbst  Parallelismus,  sondern  nur  eine  Beziehung 
ist,  die  dem  Parallelismus  unbeschränkt  nahekommt.  Alsdann 
wird  aber  auch  irgend  eine  üeberbrücknng  der  Kluft  nöthig, 
welche  dem  strengen  Begriff  nach  zwischen  Richtuugsgleichheit 
und  Richtungsungleichheit,  zwischen  Schneiden  und  Nichtachneiden 
besteht.  Die  Stetigkeit  des  quantitativen  Uebergangs  muss  freilich 
das  Vehikel  bleiben;  aber  der  üebergang  zu  Null  ist  für  eine 
tiefere  Betrachtung  derselbe  Sprung,  wie  die  Voraussetzung  eines 
Verhaltens  oder  einer  Beziehung  im  unendlich  Grossen.  Wir 
lassen  hier  jedoch  das  Weitere  auf  sich  beruhen,  da  der  geeignete 
Ort  für  die  allgemeine  Erledigung  dieser  und  ähnlicher  Bedenken 
sich  erst  da  hndeu  wird,  wo  die  Inhuitesiiualanalysis  mit  den  ihr 
eigenthüinlichen,  auf  die  Mechanik  anzuwendenden  Begriffen  in 
Frage  kommt. 

66.  Die  Theorie  der  Momente  im  heutigen  Sinne  des 
Worts  ist  nichts  weiter  als  eine  erweiterte  Lehre  vom  Hebel. 
Wenn  man  daher  von  dem  vorher  angeführten  geometrischen  Satze 
über  die  Beziehung  eines  beliebigen  Punkts  zu  jenen  drei 
Parallelogrammlinien  ausgeht  und  unter  Festhaltung  der  zuge- 
hörigen Grössen  Verhältnisse  den  Grenzfall  des  Parallelismus  mit 
unbeschränkter  Approximation  erzeugt,  so  kann  mau  den  beliebigen 
Punkt  auf  der  Linie  der  Mittelkraft  wählen,  und  es  ergiebt  sich 
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auch  nach  dieser  Auschaiuinnsweise  der  Satz  vom  Hebel,  d.  h. 
von  der  Gleichheit  der  statischen  Momente.  Die  Differenz  der 
oben  erläuterten  Frodiicte  (der  Abstände  mit  den  Linien  der 
.Seitenkräfte)  muss  dann  nämlich  gleich  Null  sein,  weil  die  Ent- 
fernung des  Punkts  von  der  Linie  der  Mittelkraft  Null  ist. 
Im  Gninde  ist  diese  Auft'assuugsart  von  der  bereits  angeführten 
gar  nicht  verschieden;  denn  indem  Varignon  vom  Hebel  ausgeht 
und  die  etwa  rechtwinklig  angreifenden  parallelen  Kräfte  erst  in 
einer  unendlich  kleinen  Abweichung  von  die.ser  Lage  betrachtet, 
thut  er  ganz  dasselbe,  als  wenn  zur  Gewinnung  des  Satzes  von 
der  Gleichheit  der  Moineute  die  beiden  Abstände  des  beliebigen 
Punkts  in  ihrer  unendlichen  Approximation  an  die  Formiruug  einer 
nicht  mehr  gebrochenen,  sondern  streng  graden  Linie  zu  Grunde 
gelegt  werden.  In  jedem  Fall  muss  der  Durchschnittspuukt  der 
Linien  der  drei  Kräfte  unbegrenzt  in  die  Ferne  rücken,  und  hiebei 
ist  eine  Verschiebung  des  ursprünglichen  Angrift'sortes  der  Kräfte 
unvermeidlich.  Im  Pamllelogramm  selbst  kann  man  nämlich  durch 
stetigen  Uebergaug  die  Kichtuugsgleichheit  mir  als  Zusammen- 
fallen in  einer  und  derselben  Linie,  aber  nicht  als  Parallelismus 
auseinander  belegener  Kräftorichtungen  herstelleu.  Nur  wenn 
man  sich  erlaubt,  aus  einem  Angriffspunkt  drei  zu  machen,  kann 
mau  den  Uebergang  vollziehen. 

Die  eben  gemachten  Bemerkungen  zeigen,  wie  unter  allen 
Umständen  die  Zurückführung  des  Hebelprincips  auf  dasjenige 
der  Zusammensetzung  der  Kräfte  eine  Itecheuschaft  über  die  Ver- 
mittlung der  Kräftebeziehuug  zwischen  den  verschiedenen  Angrifts- 
punkten erfordert.  Wollte  mau  nämlich  auch  die  Verlegung  der 
Kraft  auf  ihrer  Kichtung  als  Hülfsmittel  in  Anwendung  bringen, 
so  müsste  mau  sich  doch  irgendwie  danlber  auslasseu,  wie  der 
neue  Angriffspunkt  mit  dem  ursprünglichen  verbunden  zu  denken 
sei  und  wie  auf  diese  W'eise  identisch  dieselbe  Wirkung  erzielt 
werde,  als  wenn  die  Anbringung  nicht  verändert  worden  wäre, 
ln  einem  andern  Sinn  als  in  demjenigen  der  Erhaltung  der  völligen 
Einerleiheit  des  ursprünglich  ins  Auge  gefassten  Etfects  würde 
das  Princip  der  Kräfteverlegung  gar  nicht  streng  haltbar  sein. 
Nimmt  man  daher  etwa  au,  dass  zwischen  dem  gegebenen  und 
dem  veränderten  Angriffspunkt  eine  unbiegsame  und  unzusammen- 
drückbare  Linie  befindlich  sei,  so  dass  der  Zug  oder  Druck  der 
Kraft  nach  Kichtung  dieser  Linie  den  neuen  Punkt  nicht  afficiren 
oder  bewegen  kann,  ohne  zugleich  den  ursprünglichen  A nbriugungs- 

10* 


Digitized  by  Google 


148 


puiikt  in  f^lpicher  Weise  zu  erregen,  so  hat  man  allerdings  für 
diese  eine  zunächst  in  Frage  stehende  Kraft  eine  deutliche  Ueber- 
leitnng  hergestellt.  Allein  eine  der  andern  beiden  Kräfte,  die 
nicht  nach  Kicditnng  der  starren  Linie  wirkt,  muss  durch  Ver- 
mittlung dei-selben  den  ur.«prfluglicjien  Angriffspunkt  ganz  anders 
afliciren.  Man  muss  also,  wenn  man  überhaupt  die  drei  Kräfte 
in  lleziehung  setzen  will,  einen  Sprung  machen,  und  die  nächste 
Kraft  unmittelbar  auf  den  neuen  Angriffspunkt,  der  als  Durch- 
schuittspunkt  bestimmt  ist,  wirken  lassen  und  hiebei  zugleich  ohne 
nachgewiesene  Uerechtigung  voraussetzen,  dass  der  neue  Angriffs- 
punkt in  jeder  IJeziehung  und  vollständig  den  alten  in  Rücksicht 
auf  alle  möglichen  Kräfte  vertrete.  Letzteres  ist  aber  offenbar 
eine  Vorstellung,  die  nicht  die  Klarheit  eines  selbstverständlichen 
Axioms  hat.  Die  ganze  Wendung  bekundet  hieinit  ihre  Bedenk- 
lichkeit, ja  Unzulässigkeit,  und  es  bleibt  mithin  principiell  die 
Aufgabe  bestehen,  die  gegenseitigen  Einwirkungen  der  Kräfte,  die 
an  einem  System,  welches  nicht  ein  einziger  Punkt  sondern  zu- 
nächst etwa  eine  feste  Verbindung  von  zwei  Punkten  durch  eine 
starre  Linie  ist.  in  strengster  Form  begreiflich  zu  machen.  Wie 
wir  bei  Gelegenheit  des  neueren  Poinsotschen  Begriffs  der  Kräfte- 
paare sehen  werden,  ist  die  L(5sung  der  bezeichneten  Aufgabe  für 
die  völlig  durchsichtige  Gestaltung  des  .Systems  der  Mechanik  von 
nicht  geringer  Bedeutung,  und  es  mag  gleich  hier  bemerkt  werden, 
dass  mau  viel  früher  die  Eigenthttmlichkeit  einer  Verbindung  von 
zwei  gleichen  parallelen,  aber  entgegengesetzten  Kräften  erkannt 
haben  würde,  wenn  man  die  Fundamentalbeziehungeu  am  Hebel 
tiefer  erforscht  und  das  Zusammeusetzungsprobleni  für  parallele 
Kräfte  in  seiner  allgemeinsten  und  einfachsten  Gestalt  als  eine 
selbständige  Aufgabe  betrachtet  hätte.  Indem  man  sich  dagegen 
theils  bei  der  Archimedischen  Art  und  Weise  beruhigte,  welche 
von  vornherein  einen  Hebel  voraussetzt,  nicht  aber  zwei  verbundene 
Punkte  als  das  nach  dem  einzelnen  Punkt  einfachste  System  unter- 
suchte, theils  die  Kräftezusammensetzung  an  einem  und  demselben 
Punkt  fast  ohne  Weiteres  auf  eine  Mehrheit  von  Angriffspunkten 
übertrug,  verlor  man  mehr  und  mehr  die  Nothwendigkeit  anderer 
Kechtfertigungsarten  aus  dem  Auge.  Namentlich  verlegte  man 
sieh  die  Einsicht  in  die  Nothwendigkeit  einer  weit  grösseren 
.\bstractiou.  Man  glaubte  an  dem  Zusammeusetzuugsprincip  in  der 
gewöhnlichen  .\uwendnngsarl  eine  letzte  Einsicht  gewonnen  zn 
haben,  während  in  der  That  grade  die  Zusammensetzung  von 


Digilized  by  Google 


— 14f>  — 

KräftPii.  die  nicht  an  deiiisclheii  Punkt  aiif'icifcn,  in  Wncksicht 
auf  Strenge  derNadiweianngen  noch  das  Meiste  /n  tliun  nhrig  liess. 

Aus  diesem  Grunde  und  nicht  hlos  der  Nothwendigkeit  wegen, 
vennittelst  unbegrenzter  Aniiähemug  zum  Grenzfall  des  Paialle- 
lismus  überzugehen,  erklärt  sich  sehr  leicht  die  alte  und  noch 
heute  gültige  Thatsache,  dass  in  den  gegenseitigen  Beziehungen 
des  Hehelprincips  und  des  Zusammensetzungsprincips  grade  das, 
wa.s  sich  aus  dem  Gesichtspunkt  des  einen  am  einfachsten  ge- 
staltet, aus  dem  des  andern  die  grössten  Schwierigkeiten  macht. 
Am  Hebel  hat  man  verschiedene  Angriffspunkte,  und  die  Zu.sammen- 
setzung  paralleler  Kräfte  ist  der  einfachere  Fall,  ln  der  freien  Vorstel- 
lung der  Zusammensetzung  der  Kräfte  nach  Maassgabc  des  Parallelo- 
gramms ist  aber  derjenige  Fall  der  leichteste,  in  welchem  die 
Kräfte  in  einem  gemeinsamen  Punkt  angreifen,  mithin  nicht  parallel 
sein  können.  Bei  tieferer  Betrachtung  zeigt  sich  freilich,  dass  es 
gar  nicht  zwei  Ausgangspunkte  der  strengen  Einsichtsvermittlung 
geben  kann,  und  dass  man  stillschweigend  und  unbewusst  etwas 
von  dem  andern  Princip  einmischt,  obwohl  man  nur  das  eine  vor 
sich  zu  haben  glaubt.  Die  in  dieser  Beziehung  erforderliche  Zer- 
gliederung geht  uns  jedoch  hier  noch  nicht  an. 

67.  Im  Allgemeinen  musste  sich  das  Princiji  der  Zusammen- 
setzung und  Zerlegung  der  Kräfte  als  ein  sehr  bequemer  Ausgangs- 
punkt der  statischen  und  der  dynamischen  Untersuchungen  empfehlen. 
Der  Umstand,  dass  es  sich  in  Newtons  epochemachendem  Werk 
in  der  principiellen  Einleitung  auseinandergesetzt  fand,  trug  sicher- 
lich noch  mehr  als  Varignons  Bemühung  dazu  bei,  es  fortan  mehr 
und  mehr  zur  wissenschaftlichen  Grundlage  der  systematischen 
Darstellungen  werden  zu  lassen.  Es  war  nicht  nur  hinreichend 
vorbereitet  gewesen,  sondern  entsprach  auch  dem  allernatürlichsten 
Bedürfniss,  insofern  es  lehrte,  nicht  etwa  hlos  die  Grösse  der 
Kräfte  alsErgebniss  von  Additionen  und  Subtractioneu  vorzustellen, 
sondern  auch  die  Kichtung  derselben  als  Vereinigung  verschiedener 
Richtimgsantriebe  aufzufassen,  ln  einerlei  Kichtung  hatte  man 
die  Grössen  der  Kräfte  schon  früher  ganz  unbedenklich  zusammen- 
gesetzt oder  von  einander  abgezogen,  wie  dies  z.  B.  auch  iu  einem 
nicht  einfachen  Fall  1668  durch  Wallis  in  seiner  Feststellung  der 
Gesetze  des  unelastischen  Stosses  geschehen  war.  Eben  derselbe 
Autor  hatte  auch  schon  damals  erwähnt,  dass  der  schiefe  Stoss 
analog  zu  behandeln  sei.  Varigiiou  selbst  hatte  darauf  hiugewiesen, 
dass  die  Physiker  den  schiefen  Stoss  nach  dem  Princip  der  Zusammen- 
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Setzung  der  Bewegungen  behandelt  hätten.  Es  war  mithin  als 
neuer  Schritt  eigentlich  nur  eine  allgemeinere  Formulirung  und 
eine  erweiterte  Anwendung  auf  die  einfachen  Maschinen  erforderlich 
gewesen.  Von  drei  Ausgangspunkten  her,  nämlich  von  der  Galilei- 
scheu  /usammensetzung  der  Kräfte  in  der  parabolischen  Bewegung, 
dann  von  dem  Stevinschen  Kräftedreieck  und  endlich  von  den 
Fragen  nach  der  Krüftecombination  im  Stosse  drängte  sich  die 
abstractere  Erfassung  des  mechanischen  Zusammensetzungsprincips 
als  eine  Nothweudigkeit  auf,  und  es  darf  daher  die  Vollziehung 
dieser  Verallgeineinening  wohl  als  eine  Frucht  der  Zeit,  nicht  aber 
der  besondern  schöpferischen  Begabung  einer  einzelnen  Person  an- 
gesehen werden.  Fragen  nach  der  Priorität  oder  der  ursprüng- 
lichen Urheberschaft  haben  daher  hier  fast  kein  Interesse.  Bei 
Lagrangc ')  findet  man  jedoch  die  Nachweisung,  dass  Varignon  das 
Princip  nicht  schon  1685  besass,  wie  irrthümlich  an  der  Spitze 
seines  posthumen  Werks  behauptet  wird,  .sondern  dass  er  sogar 
damals  noch  das  Hehelprincip  auf  den  Flaschenzug  anwendete. 
Grade  aber  die  Einmischung  des  Hebelprincips  in  die  Behandlung 
des  Flaschenzugs  sollte  ja  nach  Varignons  eigner  Bemerkung  der 
Punkt  gewesen  sein,  von  welchem  ihn  Descartes’  Ausspruch  abge- 
bracht und  auf  die  Balm  des  Zusammensetzungsprincips  geführt 
hätte.  Es  ist  also  das  .Jahr  1687,  in  welchem  das  Project  der 
neuen  Mechanik  erschien,  als  der  Zeitpunkt  der  Veröffentlichung 
festzuhalten.  Merkwürdigerweise  kommt  jedoch  für  dasselbe  Jahr 
nicht  blos  Newtons  Hauptwerk,  sondern  auch  noch  eine  kleine 
Schrift  von  Lami  in  Frage,  deren  sehr  rationeller  Titel  Nouvelle 
maniere  de  demontrer  les  principaux  thöorömes  des  elements  des 
mecaniques  ihrem  Inhalt  entspricht.  Der  von  Lagrange  an  der 
angeführten  Stelle  anerkannte  Gedankengaug  ist  nämlich  ein  Zeug- 
niss  für  die  Natürlichkeit  der  Entwicklung.  Es  wird  davon  aus- 
gegaugen,  dass  die  Vereinigung  von  zwei  Bewegungen  in  einer 
mittleren  auf  ein  Hinderniss  stosse.  Alsdann  werden  sich  die 
Kräfte,  welche  diese  Bewegungen  oder  vielmehr  deren  Mittelbe- 
wegung erzeugt  haben  würden,  grade  so  verhalten,  wie  wenn  die 
Bewegung  in  einem  ersten  Augenblick  wirklich  statthätte.  Diese 
virtuelle  Wendung,  welche  vermöge  einer  Art  von  Stetigkeit  <He 
statische,  ruhende  Beziehung  an  den  er.sten  gleichsam  benachbarten 
Bewegungszustand  anknüpft,  bekundet,  dass  der  Urheber  derselben 
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den  Hauptpunkt  getroffen  hatte,  um  den  ef  sich  jederzeit  bei  dem 
Parallelogramm  der  Kräfte  handeln  wird.  .\uf  eine  andere  Weise 
wird  die  Brücke  zwischen  der  Beweguugserscheiuung  und  dem 
streng  statischen  Verhalten  wohl  schwerlich  jemals  geschlagen 
werden.  Dieses  Mittel  ergab  nun  aber  sofort  das  Gleichgewicht 
dreier  Kräfte  an  einem  Punkt  oder,  wenn  man  will,  ein  statisches 
Aequivalent  der  beiden  in  ihrer  Combinationswirkung  gehemmten 
Kräfte.  Auch  die  Formulirung,  dass  sich  diese  Kräfte  nach  dem 
Gesetz  der  blossen  Bewegungscombination  umgekehrt  wie  die  Sinus 
der  Winkel,  die  sie  mit  der  Richtung  der  mittleren  Bewegung 
bildeten,  verhalten  müssten,  war  gut  gewählt.  Die  .\n Wendung 
richtete  sich  ebenfalls  auf  die  schiefe  Ebene  und  auf  den  Hebel. 
Diese  übereinstimmende  Richtung  in  der  Bethätigung  des  Princips 
ist  mindestens  ein  Zeugniss  für  die  Verwandtschaft  desselben  mit 
dem  Gesetz  der  schiefen  Ebene.  Uebrigens  aber  bestätigt  sie  auch 
noch  unsere  allgemeine  Annahme,  dass  keine  ungewöhnliche  Virtuo- 
sität, geschweige  ein  genialer  Aufschwung  erforderlich  war,  um 
den  Schritt  zu  thun,  der  den  Satz  von  der  statischen  Zusammen- 
setzung der  Kräfte  ergab.  Schon  der  blosse  Begriff  des  Gleich- 
gewichts dreier  oder  mehrerer  Kräfte  in  einem  Punkt  hätte  den 
Gedanken  der  statischen  Aequivalenz  uahelegen  können.  That- 
sächlich  ist  indessen  die  Betrachtung  der  Bewegungen  in  ihrer 
phoronomischen  Erscheinung  der  Ausgangspunkt  gewesen,  und  wie 
eingehend  man  sich  mit  dieser  Seite  der  Sache  bereits  befasst 
hatte,  ist  uns  in  Robervals  genialer  Behandlung  des  Gegenstandes 
klar  geworden. 

68.  Die  Archimedische  Ueberlieferung  hatte  das  Hebel- 
princip  auch  in  der  neuern  Zeit  als  eine  Grundlage  der  ganzen 
Mechanik  ansehen  lassen.  Galilei  war  dieser  Auffassung  gefolgt, 
obwohl  er  nebenbei  seine  natürlicheren  Vorstellungsarten  zur  Geltung 
gebracht  hatte.  Huyghens,  der  die  antike  Tradition  besonders 
hochschätzte,  hat  durch  den  Versuch,  den  Archimedischen  Beweis 
des  Satzes  vom  Hebel  zu  verbessern,  deutlich  genug  bewiesen, 
dass  er  das  fragliche  Gesetz  noch  als  den  Grundstein  der  Mechanik 
betrachtete.  Seine  von  uns  Nr.  39  angeführte  Demonstratio 
aequilibrii  bilancis  ist  jedoch  ganz  und  gar  im  Sinne  der  starren 
Beweisart  gehalten.  Es  wird  von  dem  Gleichgewicht  einer  Ebene 
ausgegangen,  die  sich  um  eine  in  ihr  liegende  Axe  dann  im 
Gleichgewicht  befinden  soll,  wenn  die  Gewichte  auf  beiden  Seiten 
dieser  Axe  symmetrisch  vertheilt  sind.  Die  Archimedische  Vor- 
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ausf<ctzung  vom  Gloicligewicht  des  gleichbeschwerten  gleicharmigen 
Hebels  wird  hier  natürlich  ebenfalls  und  zwar  auch  ausdiiicklich 
zu  Grunde  gelegt.  Die  Axe  ist  die,  Hebellinie,  für  welche  da>< 
Gleichgewicht  um  einen  in  ihr  belegenen,  noch  zu  ermittelnden 
Punkt  bewiesen  werden  soll.  Dieser  Punkt  wird  als  Durchschnitt 
einer  zweiten  Axe  bestimmt,  um  welche  die  Ebene  ebenfalls  ver- 
möge einer  gewissen  Vertheilung  der  Gewichte  im  Gleichgewicht 
sein  muss.  Diese  Vertheilung  ist  aber  die  Archimedische  selbst, 
nur  mit  dein  wesentlichen  Unterschied,  dass  sie  nicht  auf  der 
Hebellinie,  für  welche  der  Beweis  getuhrt  werden  soll,  sondern 
auf  zwei  in  den  beiden  Angriffspunkten  rechtwinkligen  und  in  der 
betrachteten  horizontalen  Ebene  liegenden  Linien  statthat.  Da  auf 
diese  Weise  in  Bezug  auf  die  Hebellinie  als  Axe  die  vollständigste 
Symmetrie  stattfiudet  und  jede  der  beiden  rechtwinklig  gezogenen 
Linien  nach  der  Fuudamentalvoraussetzuug  im  Gleichgewicht  sein 
muss,  so  wird  es  auch  die  Ebene  selbst  sein  und  zwar  in  Bezug 
auf  die  fragliche  Axe.  Der  Nachweis  der  Art,  wie  das  Gleichge- 
wicht um  eine  zweite  Axe  und  hiemit  um  den  Unterstützungspunkt 
selbst  bestimmt  wird,  setzt  bereits  mehr  voraus,  als  blo.sse  Cou- 
sequenzeii  der  Symmetrie  und  der  Fundamentalannahrae,  indem 
es  nicht  unmittelbar  eiuleuchtet,  dass  der  gleiche  Abstand  von 
einer  Axe  bei  übrigens  unsymmetrischer  Lage  das  Gleichgewicht 
einer  Ebene  bestimmen  müsse.  Denkt  man  sich  nämlich  auch 
die  schiefwinklig  schneidende  Verbindungslinie  solcher  zwei  Ge- 
wichte gezogen,  so  sind  sie  allerdings  auf  dieser  durch  die  Axe 
halbirten  Linie  im  Gleichgewicht;  aber  es  ist  nicht  unmittelbar 
klar,  dass  sie  mm  auch  die  Ebene  um  die  schief  liegende  Axe 
ins  Gleichgewicht  setzen.  Auch  Lagrange ')  findet  sich  durch 
den  Huyghensscheu  Versuch  nicht  befriedigt.  Aber  selbst  wenn 
eine  solche  Nachweisung.sart  streng  sein  könnte,  würde  sie  keines- 
wegs dem  natürlichen  Gauge  vom  Einfacheren  zum  Zusammenge- 
setzteren entsprechen.  Die  Linie  und  die  Verhältnisse  an  derselben 
sind  ein  einfacherer  Gegenstand,  als  die  Ebene  mit  ihrem  grossem 
Spielraum  von  Möglichkeiten.  Nichtsdestoweniger  hat  aber  die 
Bestimmung  des  Gleichgewichts  um  einen  Punkt  vermittelst  der 
Nachweisung  des  Gleichgewichts  um  zwei  sich  in  diesem  Punkt 
schneidende  Axen  an  Sich  selbst  ein  grosses  Interesse,  sobald 
man  an  gewisse  mathematische  Methoden  denkt,  welche  in  allen 
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Raisonneiuent.«  den  Punkt  nicht  als  datJ  Erste  und  Phnfachste. 
sondern  als  Ergebuiss  der  (.’oinhination  uiibestiiiiiiiterer  Oerter  an- 
sehen.  Eine  solche  Auffassuugsarl  hat  auch  in  der  Mechanik  ihre 
Berechtigung;  aber  dieser  VVog,  welcher  den  Punkt  in  einem  ge- 
wissen Sinne  als  da«  Concreteste,  die  meisten  Bestimmungen  in 
sich  Vereinigende,  die  grade  Linie  und  die  Ebene  aber  als  ab- 
stractere  Gebilde  anzusehen  lehrt,  kann  nur  dann  mit  Sicherheit 
betreten  werden,  wenn  mau  sich  durch  den  entgegengesetzten 
Gang  des  Verfahrens  bereits  mit  den  erforderlichen  Principien 
abgefuiiden  hat.  Andernfalls  würde  man  in  der  Mechanik  etwas 
Aehnliches  unternehmen,  als  wenn  man  die  Principien  der  Geo- 
metrie dadurch  sicherer  machen  wollte,  dass  man  von  vornherein 
die  grade  Linie  als  Durchschnitt  zweier  Ebenen  und  den  Punkt 
als  Durchschnitt  von  zwei  graden  Linien  auftreten  Hesse. 

In  den  eben  angestellten  Betrachtungen  liegt  schon  die  Ent- 
scheidung über  das  principielle  Rangverhältniss,  welches  zwischen 
der  Kräftezusammensetzung  und  dem  Hebelgesetz  besteht.  Die 
erstere  ist  ein  Schritt  zu  dem  Einfacheren  und  führt  zur  Erkennt- 
niss  der  maschinenmässigen  Combiuatiou.  Der  Hebel  selbst  ist 
aber  bereits  eine  Maschine,  während  die  blosse  Zusammensetzung 
ron  zwei  Kräften  au  einem  Punkt  entweder  gar  nicht  als  eine 
solche,  oder  wenigstens  nur  als  der  allereinfachste  Typus  der  ge- 
saiumten  Gattung  zu  betrachten  ist.  Ein  Punkt,  vermöge  dessen 
sich  zwei  Kräfte  vereinigen,  ist  allerdings  auch  schon  eine  Art 
System  und  so  zu  sagen  eine  mechanische  Vorrichtung.  Er  ist 
die  Ursache,  dass  beide  Kräfte  in  gegenseitige  Beziehung  treten, 
uad  dass  sie  zum  Theil  gegen  einander,  zum  Theil  aber  in  dem- 
selben Sinne  wirken  können.  Indessen  schon  zwei  Kräfte,  die 
durch  Vermittlung  einer  starren  Linie  in  gegenseitige  Beziehung 
treten,  bilden  ein  weniger  einfaches  System,  und  so  wird  denn 
wohl  der  Hebel,  welcher,  wie  mau  ihn  auch  auffassen  möge,  niemals 
weniger  als  ein  solches  durch  die  Linie  vermitteltes  System 
repräsentirt,  in  seiner  zusammengesetzteren  Natur  in  keinem  Fall 
auf  die  Rolle  als  letztes  Princip  Anspruch  machen  können.  Das 
Gleichgewicht  des  gleicharmigen  Hebels  ist  offenbar  keine  so  ein- 
fache Vorstellung,  als  das  Gleichgewicht  gleicher  und  entgegen- 
gesetzter Kräfte  an  einem  und  demselben  Punkt.  Die  Vorstellung 
vom  Vorgang  am  gleicharmigen  gleichbeschwerten  Hebel  lässt 
sich  auch  in  der  That  in  Theilvorstelluugeu  auflöseu.  in  denen 
das  Gleichgewicht  entgegengesetzter  Antriebe  an  demselben  An- 
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griffspiinkt  nicht  zu  umgehen  ist.  Dieser  Tlmstand  beweist  die 
zusaniniengesetzte  Natur  des  nur  relativ  einfachen  Axioms,  welches 
daher  in  seiner  Eigenschaft  als  eigentliches  und  strenges  Axiom 
nicht  aufrecht  erhalten  werden  kann.  Indem  Galilei  fast  unwill- 
kürlich auch  hiebei  auf  das  virtuelle  l’rincip  zurflekgriff,  hatte  er 
die  wahre  Richtung,  in  welche  sich  der  Zug  der  natürlichen  Vor- 
stellungsweise getrieben  findet,  deutlich  genug  durchblicken  lassen, 
ohne  jedoch  seihst  die  weiteren  Consequonzen  zu  ziehen  und  voll- 
ständig mit  den  blos  relativen  Principien  zu  brechen. 

6tt.  Man  küniite  die  Frage  aufwerfen,  ob  das  Zusammeii- 
setznngsprineip  auch  lehre,  wie  Kräfte,  die  nicht  an  derselben, 
sondern  an  verschiedenen  Massen  wirken,  sich  gegenseitig  be- 
stimmen. Für  den  einzelnen  Körper  oder  materiellen  Punkt,  an 
den  man  bei  dem  Kräftepai-allelogramm  zu  denken  pflegt,  ist  von 
einer  Doppelheit  der  afficirten  Masse  nicht  die  Rede,  wenn  auch 
die  etwaigen  Zug-  oder  Druckkräfte,  die  auf  ihn  wirken,  selbst 
durch  verschiedene  Gewichte  vertreten  sein  können.  Dagegen 
zeigt  uns  die  Zusammensetzung  der  Kräfte  am  Hebel  die  Doppel- 
heit o<ler  Mehrheit  der  Massen,  an  denen  die  Kräfte  wirken,  als 
den  gewöhnlichsten  Fall,  während  die  abstractere  Vorstellung  von 
den  angreifenden  Kräften,  die  ja  auch  durch  Federn  repräsentirt 
sein  können,  mehr  in  den  Hintergrund  tritt.  Es  wird  daher  nicht 
die  Hebellinie  gleich  dem  Punkt  oder  einzelnen  Körper  als  System 
angesehen,  sondern  man  denkt  sich  unmittelbar  die  beiden  Ge- 
wichte oder  überhaupt  die  beiden  Massen  als  den  eigentlichen 
Angriffsgegenstand  der  Kräfte.  Aus  diesem  Gesichtspunkt  werden 
die  Verschiedenheiten  der  Massen  als  die  Vermittler  gedacht,  ver- 
möge deren  die  übrigens  gleichen  oder  ungleichen  Kräfte  zu 
einander  in  Reziehung  treten.  In  entsprechender  Weise  könnte 
man  auch  für  das  Parallelogramm  der  Kräfte  anstatt  eines  ein- 
zigen Köi-pers  zwei  einführen,  die  mit  einander  unmittelbar  und 
untrennbar  verbunden  sind,  und  man  könnte  bei  aller  Verschieden- 
heit der  Massenverhältnisse  die  Dimensionen  und  Massen  doch  un- 
begrenzt klein  nehmen.  Man  würde  sich  alsdann  jeden  Theil 
eines  solchen  Systems  von  einer  verschiedenen  Geschwindigkeit 
afficirt  denken  und  um  den  Einwurf  zu  vermeiden,  dass  dieses 
System  eigentlich  doch  nur  eine  einzige  Masse  sei,  die  beiden 
verschiedenen  Massenthoilchen  isolirt  afficireu  lassen.  Da  die 
ITeberleitimg  der  Bewegung  von  einem  Theilcheu  auf  das  andere, 
als  ein  zeitlicher  Vorgang,  nothwendig  eine,  wenn  auch  noch  so 
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kleine  Dauer  erfordert,  so  können  beide  Körperchen,  jedes  in  seiner 
Weise,  erregt  sein,  ehe  eine  Ausgleichung  stattgefnnden  hat;  und 
die  Zerlegung  eines  Massentheilchcns , welches  sonst  als  gemein- 
schaftliche Materie  für  die  Bethätigung  zweier  Kräfte  dient,  in 
ein  so  zu  sagen  dualistisches  System  wird  begreiflich.  Erhebt 
man  sich  aber  in  das  Gebiet  der  reinsten  mechanischen  Ahstrac- 
tion  und  operirt  mit  blossen  .\ngri(fspunkten,  so  kann  man  jeden 
Punkt,  der  Object  zweier  Kräfte  ist,  auch  ebensogut  in  zwei 
Punkte  auflösen,  die  unbeschränkt  nahe  aneiuanderliegen,  und 
deren  jeder  von  einer  der  Kräfte  afficirt  wird.  Die  feste  Ver- 
bindung, in  der  man  sich  die  unbegrenzt  nahen  Punkte  denkt, 
bildet  das  System,  und  der  Druck  oder  Zug,  welcher  zwischen 
den  beiden  Punkten  bestehen  muss,  macht  das  partielle  Gleichge- 
wicht recht  anschaulich,  welches  zwischen  zwei  nicht  congruirenden 
oder  einander  total  aufhebenden  Kräften  noch  ausser  dem  freien 
BewegungsefFect  in  Frage  kommen  kann.  Solange  man  nur  einen 
gleichsam  unthajlbaren  Gegenstand  der  vereinigten  Kräftewirkung 
in  das  Auge  fasst,  hat  man  nicht  die  gleiche  Veranlassung,  an 
die  innem  Spannungen  und  an  die  Verwandlung  von  Bewegungs- 
effect  in  statischen  Effect  zu  denken. 

.Jedoch  soll  hier  dieser  sehr  moderne  Gesichtspunkt  nur  dazu 
dienen,  die  durch  doppelte  Massen  vermittelte  Kräftewirkung  als 
dasjenige  Schema  kenntlich  zu  machen,  welches  in  verschiedenen 
Gestaltungen  eine  neue  und  wesentliche  Grundform  des  mecha- 
nischen Wissens  repräsentirt.  In  der  Statik  hatte  die  Beziehung 
verschiedener  Massen  auf  einander  in  der  Form  der  Vermittlung 
rein  statischer  Kräfte  bereits  längst  ihre  Vertretung,  und  der 
Hebel  kann  als  einfachster  Typus  dieser  Art  von  Kelationeu  an- 
gesehen werden.  Indessen  erst  die  Feststellung  der  Gesetze  des 
Stosses  unelastischer  Körper  lieferte  einen  noch  einfacheren  Weg, 
die  Rolle  der  Menge  der  Materie  in  der  Kräfteverbindung  zu  be- 
stimmen. Erst  mit  ihr  wurde  der  technische  Begriff  der  Be- 
wegungsgrösse,  d.  h.  der  nach  der  Menge  der  bewegten  Theile 
und  nach  der  Geschwindigkeit  bestimmten  Effectsumme  unmittel- 
bar verständlich  und  nachweisbar.  Obwohl  dieser  Begriff  eine 
statische  Abstraction  war  und  sich  schon  in  Anknüpfung  an  das 
virtuelle  Princip  ergeben  hatte,  so  konnte  er  seine  allgemeinste 
Bewahrheitung  doch  erst  durch  die  Theorie  der  vereinigten  Be- 
wegung annähernd  unelastischer  Körper  finden.  Im  Fall  des 
Stosses  solcher  Körper  sind  es  zwei  vorher  ganz  isoliite  Be- 
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weguugsgrösRi'u,  die  eiue  dritte  äquivalente  Beweguugsgrösse  er- 
gehen, d.  h.  mit  andern  Worten,  es  sind  zwei  Bewegungsgrössen 
vorlianilen,  die  sicli  zu  einer  dritten  zusainmensetzen  und  hiebei 
hekauntlich  dem  allgemeinen  Zusamniensetzungsprincip  folgen, 
wie  es  sich  im  Parallelogramm  der  Kräfte  für  jede  schiefwinklige 
Beziehung  ausgedrflckt  findet.  Bei  dem  Stpss  ist  man  allerdiug.s 
gewdlint,  zunächst  an  ein  centrales  Zusammentreffen,  also  an 
Gleichheit  oder  völlige  Entgegensetzung  des  Uichtungssinues  zu 
denken.  Dies  hindert  aber  nicht,  sich  allgemeiner  auszudrückeu, 
und  im  Hinblick  auf  den  graden  wie  auf  den  schiefen  Stoss  von 
eiuei'  Zusammensetzung  der  Kräfte  oder  Ib^weguiigsgrössen  genau 
nach  .Analogie  des  allgemeinen  Zusammensetzungsprincips  zu  reden. 
.Auch  dieses  letztere  ist  ja  so  zu  verstehen,  dass  es  die  besondern 
Fälle,  in  welchen  der  Winkel  Null  oder  gleich  zwei  Rechten  ist, 
einschliesst. 

Nach  dieser  Erörterung  wird  man  einseheu,  dass  die  Auf- 
gabe der  Zusammensetzung  der  Kräfte  in  einem  sehr  allgemeiiieu 
Silin  gefasst  werden  kann,  der  weit  über  die  Voi'srtellungeii  hin- 
ausführt, die  sich  an  das  Parallelogramm  zu  knüpfen  pfiegeu. 
Indessen  der  wichtigste  Schritt  muss  noch  weiter  tragen  und  sogar 
die  Zusammensetzung  der  lebendigen  Kräfte  als  eine  analoge 
Grundform  der  Vereinigung  dynamischer  Wirkungen  erkennen 
lassen.  Hiedurch  wird  die  Lehre  vom  Stoss  der  elastischen 
Körper  die  Brücke  zu  priucipiellen  Einsichten,  und  die  gesanimte 
Theorie  des  Stosses  zeigt  sich  in  ihrem  fundamentalen  Charakter 
und  in  ihrer  Bedeutung  für  das  gesammte  mechanische  Denken. 
Ihre  geschichtliche  Entwicklung  erhält  zugleich  hiemit  die  rechte 
Stelle,  indem  sie  uns  über  den  Fortschritt  der  allernöthigsten 
Principien  aufklärt.  Die  ganze  Dynamik  Galileis  beruhte  auf  der 
A'oraussetzung,  dass  es  sich  zunächst  mir  darum  handle,  die 
Kräftewirkungen  an  einer  einzigen,  einheitlich  gedachten  Masse 
darzustellen.  Die  Einfühnuig  einer  Doppelheit  der  Massen,  ver- 
möge deren  die  Kräfte  auf  einander  wirken,  musste  Vorstellungen 
und  Aufgaben  von  einer  zweiten  und  höhern  Ordnung  erzeugen. 

70.  Die  Aufgabe,  die  Gesetze  des  Stosses  zu  bestimmen, 
lallt  mit  dem  allgemeineren  Problem  zusammen,  die  erheblichsten 
Bewegungsgesetze  von  zwei  auf  einander  wirkenden  Massen  fest- 
zustellen. Die  Trennung  der  elastischen  Körper  und  die  kurze 
Dauer  der  gegenseitigen  Einwirkung  sind  charakteristische  Um- 
stände desjenigen  Stosses,  bei  welchem  die  Elasticität  eine  ent- 
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schpidende  Rolle  spielt.  Will  man  nun  diese  letztere  Art  nicht 
etwa  als  den  eif/entlichen  Stoss  behandeln,  wie  Hnyghens  gethan 
hat,  so  wird  die  andere  Gattung  des  Stosses,  Itei  welchem  <lie 
.Massen  bei  einander  bleiben,  offenbar  dazu  berechtigen,  diese  Ver- 
einigung der  Kräfte  ebenso  zu  betrachten,  als  wenn  sie  irgend 
eine  andere  Ursache  hätte,  als  grade  das  vorgängige  /nsammen- 
treffen.  Zwei  ungleiche  Gewichte,  deren  Verbindungsschnnr  über 
eine  Rolle  gelegt  ist,  und  welche  der  vertiealen  Wirkung  der 
Schwere  ausgesetzt  sind,  stellen  ebenfalls  ein  Grundschema  iler 
Kräftevennittlung  durch  zwei  Massen  dar.  Wir  haben  also  auch 
iu  diesem  Fall  denjenigen  allgemeinen  Typus  vor  uns,  der  auch 
bei  dem  Stoss  in  Frage  kommt,  wenn  der  letztere  nur  in  ge- 
höriger Allgemeinheit  und  unabhängig  von  den  mannichfaltigen, 
mittelbaren  oder  unmittelbaren  Beziehungen  gedacht  wird,  vermöge 
deren  die  Massen  auf  einander  wirken  mögen.  Die  Vergleichung 
der  Stossbeziehuug  mit  dem  Oscillireu  der  Gewichte  am  Hebel, 
— eine  Vergleichung,  die  Wren  in  seiner  Darstellung  der  Stoss- 
gesetze  (1668)  anstellte,  zeigt  deutlich  genug,  um  welchen  allge- 
meinen Begriff  es  sich  eigentlich  handelte.  Dennoch  wird  es  aber 
zweckmässig  sein,  den  eigentlichen  8toss  zunächst  in  seiner  be- 
äondem  Gestalt  im  Auge  zu  behalten  und  eingedenk  zu  bleiben, 
dass  sich  von  ibm  nur  dann  reden  lässt,  wenn  nur  die  kleine 
Zeit  der  ausgleichenden  IJebertragung  von  Bewegungen  als  vor- 
öbergehender  Vorgang  zu  untersuchen  ist.  Liegt  dagegen  ein 
Verhältniss  vor,  iu  welchem  die  Mittheiluug  der  Beweguugskräfte 
stetig  geschieht  und  sich  gleichsam  in  ununterbrochenen  Strömungen 
anterhält,  dann  wird  zwar  das  allgemeinere  analoge  Schema,  aber 
flicht  der  specielle  Fall  des  eigentlichen  Stosses  vorhanden  sein. 

Was  nun  den  eigentlichen  Stoss  als  eine  plötzliche  und  ihrer 
Natur  nach  vorübergehende  Einwirkung  betrifft,  so  hat  sich  schon 
Galilei  grosse  Mühe  gegeben,  das  innere  \Wsen  desselben  zu  er- 
gründen. Ausser  ihm  hat  dann  Descartes  fehlschlagende  Ver- 
suche gemacht  und  eine  Reihe  von  Stossgesetzen  aufgestellt,  in 
denen  nichts  Erhebliches  mit  der  Wahrheit  zusammeutrifft.  End- 
lich wurden  die  wahren  Stossgesetze  auf  Veranlassung  der  Eng- 
lischen Gesellschaft  (1668)  von  drei  Forschern  mitgetheilt  und 
dann  in  dem  Organ  jener  Gesellschaft,  den  Philosophical  Trans- 
actions,  veröffentlicht.  Obwohl  Huygheus  sich  einige  Wochen 
später  gemeldet  hatte,  als  die  beiden  andern  Einsender,  Wallis 
flnd  VVreu,  nämlich  erst  Anfangs  Januar  1669,  so  kann  doch  der 
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klt'iiie  Nachthfiil  des  Mangels  einer  sachlich  unerheblichen  Priorität 
nicht  hindern,  seine  Arbeit  als  die  Hauptvertretung  des  Gegen- 
standes anzusehen.  Dies  wird  sich  aus  inneru  Gnlndeu  als  uoth- 
wendig  erweisen.  Zunächst  müssen  wir  jedoch  Galileis  interessante 
Bemühungen  etwas  näher  betrachten  und  die  Cartesischen  Gesichts- 
iniukte  berühren,  ehe  wir  auseiuaudersetzen  können,  wie  der  am 
weitesten  tragende  Schritt  seit  der  Begründung  der  Dynamik  auch 
in  dieser  schwierigen  Frage  durch  Huygheus  geschehen  ist. 

71.  Obwohl  Galilei,  aller  Anstrengung  ungeachtet,  nicht  zu 
den  Stossgesetzeu  selbst  gelangte,  so  sind  doch  einige  seiner  Ideen 
richtig,  mehrere  derselben  aber  trotz  des  Mangels  eines  directen 
Hesultats  von  hohem  Interesse  für  die  weiteren  Schicksale  der 
dynamischen  Vorstelluugsarteu. 

Am  ausführlichsten  behandelt  Galilei  die  Natur  der  Wirkung 
eines  Stosses  im  posthumen  sechsten  Tag  der  Discorsi,  von  welchem 
Viviaui  nach  dem  Tode  des  Autors  von  dessen  Sohn  eine  Ab- 
schritl  genommen  hatte.  Billige  Seiten  über  den  Stoss  finden  sich 
jedoch  auch  am  Bude  der  ebenfalls  posthumen  Schrift  Deila 
scienza  meccanica.  Am  wichtigsten,  wenn  auch  nicht  am  ein- 
gehendsten, ist  jedoch  das  gelegentlich  schon  im  vierten,  also 
nicht  posthumen  Tag  der  Discorsi  Gesagte.  Dort  *)  wird  die 
Vorstellung  dargelegt,  dass  sich  die  Buergie  des  Stosses,  den  ein 
Körper  ausübt,  auch  nach  dem  andern  Körper  bestimme.  Sie 
richte  sich  nach  der  Differenz  der  Geschwindigkeiten.  Die  Stärke 
des  Stosses  werde  also  6 sein,  wenn  die  Geschwindigkeiten  in 
gleichem  Sinne  10  und  4 sind.  Die  dieser  Stelle  zu  Grunde 
liegenden  Ideen  werden  deutlicher,  wenn  wir  sie  au  der  Hand 
der  posthumen  Erörterungen  untersuchen. 

Im  sechsten  Tag  wird  an  das  virtuelle  Princip  im  weitern 
Sinne  dieses  Begriffs  angeknüpft  *).  Ueberall  sei  es  die  Ge- 
schwindigkeit, welche  die  Schwere  (d.  h.  die  Masse)  des  Gewichts 
gleichsam  ersetze.  Ueberall  sei  die  überwiegende  Geschwindigkeit 
und  deren  Verhältniss  zur  geringem  Geschwindigkeit  oder  aii- 
näherudeu  Kühe  die  Ursache  der  Bewegung  grosser  Massen  durch 
kleine.  Die  Energie  setze  sich  aus  Zweierlei  zusammen,  nämlich 
aus  Geschwindigkeit  und  Gewicht.  Dieser  letztere  Gedanke,  den 
wir  schon  früher  als  denjenigen  kennen  gelernt  haben,  der  die 


')  Dincorsi  t-  dimostraziuui  otc.,  Ud.  XlII  der  früber  angef.  Ausg.  der 
Werke,  Ö.  24(i.  *)  Ibid.  S.  315  fg. 
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ganze  Mechanik  Galileis  beherrscht,  hat  in  dem  fraglichen  Zu- 
sammenhang mit  dem  Stöss  eine  besondere  Bedeutung.  Sein  Auf- 
treten zeigt  nämlich,  dass  der  Stoss  nicht  als  etwas  Besonderes 
betrachtet  werden  sollte,  was  den  gewöhnlichen,  bislier  bekannten 
Gesetzen  der  gegenseitigen  Kräftemessung  nicht  ebenfalls  anheim- 
fiele *).  Der  Gedanke,  dass  der  nach  derselben  Richtung  ge- 
messene Geschwiudigkeitsunterschied  die  Energie  des  Stosses  be- 
stimme, hat  einen  bemerkenswerthen  Grund.  Galilei  geht  nämlich, 
wie  sehr  häufig,  so  auch  in  diesem  Fall  von  der  Empfindung  oder 
subjectiven  Vorstellung  des  Muskelgefühls  aus,  welches  dem  me- 
chanischen Vorgang  entsprechen  würde.  Durch  diesen  Leitfaden 
der  V'orstellung,  welche  die  vorausgesetzte  subjective  Widerstands- 
empfindung liefert,  wird  er  im  Falle  des  Stossproblems  grade  von 
demjenigen  Effect  abgelenkt,  den  die  Späteren  mit  Erfolg  ins 
Auge  fassten.  Neben  der  dynamischen  Wirkung  kann  nämlich 
noch,  wie  bei  allen  mechanischen  Aufgaben,  das  innere  statische 
Verhalten  oder  mit  andern  Worten  die  Pressung  in  Frage  kommen, 
mit  w'elcher  die  Körper  gegen  einander  drücken.  Dieser  gegen- 
seitige Druck,  vermittelst  des  Begriffs,  den  uns  die  eigne  Em- 
pfindung unter  ähnlichen  Verhältnissen  liefert,  als  ein  objectiver 
Vorgang  vorgestellt,  — das  ist  die  Galileische  Intensität  des 
Stosses.  Sie  ist  nach  ihm  am  grössten  bei  völliger  Entgegen- 
setzung des  Sinnes  gleicher  Geschwindigkeiten,  da  in  diesem  Fall 
die  Differenz,  nach  einerlei  Sinn  genommen,  die  doppelte  Ge- 
schwindigkeit ergiebt.  Dieses  Maass  des  Unterschiedes  bezieht 
sich  nun  aber,  wie  man  sieht,  gar  nicht  auf  das  dynamische  Re- 
sultat des  Stosses,  welches  bei  unelastischen  Körpern  Null  ist, 
sondern  auf  den  innem  Vorgang,  der  mit  dem  plötzlichen  Zu- 
sammentreffen verbunden  sein  muss.  Da  in  dem  fi-aglichen  Bei- 
spiel kein  freier,  wenigstens  nicht  ein  an  den  Gesammtmassen  sicht- 
barer translatorischer  Bewegungseffect  übrig  bleibt,  und  da  auch 
nach  dem  Stoss  keine  Pressung  mehr  besteht,  so  müssen  sich  die 
beiden  Kräfte  durch  voriibergehenden  Druck  und  Gegendnick  auf- 
gehoben haben.  Die  modernen  Vorstellungen  gestatten  allerdings 
hier  nur  die  Annahme  einer  Verwandlung  oder  mit  andern  Worten 
einer  Uebertragung  der  Kräfte  auf  Objecte  von  einer  solchen  Be- 
schaffenheit, dass  hiedurch  keine  Masseuwirkung,  sondern  nur 

*)  Vgl.  Deila  scienza  meccauica,  am  äclilnss,  der  jedoch  urspriluglicli 
nicht  rou  Galilei  selbat  herrührte,  aber  von  ihm  zu  dem  seinigen  ge- 
macht wurde. 
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eine  subtilere  Molekularwirkiing  hervofgebracht  wird.  In  der 
(ialileischen  Anschaunngsweise  konnte  es  sich  aber  noch  nicht  iiiii 
Wärmeerzeugung  und  ähnliche  Wirkungen  handeln,  sondern  es 
musste  von  Zweierlei  Eines,  entweder  nämlich  die  innere  statische 
lleziehung  oder  der  frei  werdende  Bewegungseffect  untersucht 
werden,  ohne  dass  ein  Drittes  ins  Spiel  kam.  Der  Begründer  der 
Dynamik  ist  nun  hei  dem  Nächsten  stehen  geblieben,  was  sich 
als  Maass  der  Intensität  des  Stosses  au  der  Hand  der  subjectiven 
Vorstellungen  am  unwillkürlichsten  aufdrängte.  Hiedurch  ist  er 
verhindert  worden,  in  die  Bahn  einzulenken,  auf  welcher  sein 
grösster  Nachfolger  später  glücklicher  war:  aber  er  hat  nichts- 
destoweniger einen  wesentlichen  Schritt  gethan,  indem  er  eine 
Seite  des  Stosses  ins  Auge  fasste,  die  nachher  in  Vergessenheit 
gerieth.  Aus  letzterem  Grunde  mag  auch  hier  noch  sein  ein- 
faches Beispiel  Platz  finden.  Das  Auftangen  eines  Balles  *)  liefert 
das  Schema  für  die  verschiedenen  Intensitäts Verhältnisse.  Weicht 
nämlich  die  Hand  mit  derselben  Geschwindigkeit  zurück,  mit 
welcher  der  Köi'per  ihr  in  nnmittelbarer  Berührung  folgt,  so  ist 
kein  Stoss  vorhanden,  da  es  an  der  Differenz  der  Geschwindig- 
keiten fehlt.  Bewegt  sie  sich  aber  langsamer  in  demselben  Sinn 
zuriick,  oder  ruht  sie,  oder  kommt  sie  gar  mit  irgend  einer  Ge- 
schwindigkeit dem  Körper  entgegen,  so  wird  der  Unterschied  der 
respectiven  Bewegung,  welcher  nichts  Anderes  als  die  oben  be- 
zeichnete  algebraische  Differenz  der  auf  einerlei  Kichtungssinu 
bezogenen  Geschwindigkeiten  ist,  den  Stoss  in  seiner  geringeren 
oder  bedeutenderen  Intensität  bestimmen.  Wollte  man  diesen  Ge- 
sichtspunkt bei  zwei  gleichen,  von  denselben,  aber  entgegen- 
gesetzten Geschwindigkeiten  afficirten  Körpern  geltend  machen,  so 
würde  man  in  ein  Gebiet  gerathen,  womit  sich  die  Theorie  des 
unelastischen  Stosses,  die  zuerst  von  Wallis  gegeben  wurde,  nicht 
beschäftigt  hat.  Die  Bewegungen  heben  sich  auf;  es  tritt  Ruhe 
ein,  und  hiemit  ist  unter  Voraussetzimg  unelastischer  Körper  Alles 
abgemacht,  was  die  Theorie  seit  Wallis  wesentlich  zu  sagen  ver- 
mochte. Was  aber  die  gegenseitige  statische  Aufhebung  der 
Kräfte  zu  bedeuten  habe,  blieb  auf  sich  beruhen.  Galilei  mit 
seinem  gänzlich  verschiedenen  Ausgangspunkt  hätte  sich,  grade 
wenn  er  auf  die  richtige  Theorie  gekommeu  wäre,  bei  dieser  einen 
Seite  der  Sache  nicht  beruhigen  können. 

')  Disoursi,  BJ.  XHI  der  Werke,  S.  31Ö. 
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Während  die  Art,  wie  sicli  der  Begründer  der  I)3namik  die 
innere  Stossintensität  dachte,  ohne  sicher  nachweisbare  Folgen 
lilieli,  entwickelte  er  noch  mehrere  andere  Vorstellungen,  die  den 
Sjiäteren  oftenltar  zur  Grnudlage  gedient  haben,  wenn  sie  auch 
nur  einzelne  Theile  im  Vorgänge  des  Stosses  und  im  Wesen 
dieser  Einwirknngsart  erläuterten.  Hieher  gehört  besonders  die 
mit  Vorliebe  geiiflegte  Idee  *),  dass  die  Kraft  des  Stosses  im  Ver- 
hältniss  zu  dem  rnhendeu  Gewicht  gleichsam  unendlich  sei,  da 
letzteres  gar  keine  Geschwindigkeit  habe.  Hiemit  soll  die  antike 
Frage  beantwortet  sein,  wie  es  komme,  dass  ein  kleiner  Stoss  auf 
einen  Keil  so  viel  ansrichte,  während  eine  blos  statische  Belastung 
dieses  Keils  so  wenig  thne. 

Noch  wichtiger  ist  die  Zerlegung  des  Stosses  in  eine  Summe 
von  Elementarimpnlsen.  .\nsdrncklich  *)  wird  „das  .Moment  eines 
schweren  Körpers  im  Acte  des  Stosses“  als  „ein  .Aggregat  iineud- 
Ihdier  Momente“  betrachtet,  in  welchen  die  eigne  Schwere  be- 
thätigt  werde.  Solche  .Momente  häufen  sich  und  erhalten  sich,  wie 
es  bei  dem  freien  Fall  der  Körj>er  die  Antriebe  der  Schwere  thun. 
Diese  Vorstellung,  von  der  man  für  den  elastischen  Stoss  später 
Gebrauch  machte,  ist  noch  ausserdem  durch  den  Gegensatz,  der 
iu  ihrer  unmittelbaren  Nachbarschaft  anftritt,  von  historischer 
Bedeutung.  Es  wird  nämlich  in  der  Gegend  der  angeführten 
Stellen  nicht  nur  häufig  auf  den  blossen  Dnick  und  auf  das  ohne 
Geschwindigkeit  gedachte  Gewicht  als  auf  einen  Gegensatz  zu  der 
Bethätigung  der  Geschwindigkeiten  hingewiesen,  sondern  es  werden 
auch  diese  beiden  (iattnngen  von  Wirkungen  dadurch  gekenn- 
zeichnet, dass  ihr  gegenseitiges  Verhültniss  als  ein  so  zu  sagen 
nicht  endliches  dargcstellt  wird.  Fügt  mau  hiezu  noch  den  Um- 
stand, dass  überdies  auch  der  äusserst  bezeichnende  Ausdruck 
peso  morto  mehrfach  in  den  fraglichen  Erörterungen  vorkommt, 
80  kann  man  nicht  umhin,  iu  .Alledem  bereits  den  Begrift'  des 
Unterschiedes  der  todten  und  der  lebendigen  Kraft  zu  erkennen. 
Von  dem  „todten  Gewicht“  im  Gegensatz  zu  den  gehäuften 
Kleiueutarimpulsen  war,  was  die  Idee  an  sich  betrifft,  zur  Vor- 
stellung der  todten  Kräfte  kein  weiterer  Schritt  erforderlich.  Hieran 
werden  wir  uns  zn  erinnern  haben,  wenn  wir  die  stufenweise 
mathematische  Ausbildung  und  Handhabung  des  Begriffs  der 
lebendigen  Kräfte  nntersnchen,  und  wenn  w ir  bei  Leibniz  und  .Johann 


D Ibid.  S.  !(82.  *1  Ibid.  S.  :t3U. 
iMibrinif«  UMCbiebie  dtr  Mecluuiik.  11 
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Bernoulli  die  technische  Formnlining  und  Fixirung  sowie  die  Ent- 
wicklung der  mathematischen  Tragi^eite  jener  berühmten  Vor- 
stelhmgsart  erörtern. 

72.  Descartes’  Aufstellungen  über  den  Stoss  sind  insofern 
von  geschichtlichem  Interesse,  als  sie  für  die  Verschiedenheit  seiner 
Methode  Zeugniss  ablegen  und  bekunden,  wie  leicht  die  vorwiegend 
metaphysischen  Betrachtungsarten  zu  voreiligen  Anticipationen  veran- 
lassen können.  Die  vermeintlichen  Stossregeln  finden  sich  in  den 
„Principien  der  Philosophie“  (Theil  II  Nr.  46  fg.;  als  Natur- 
gesetze hingestellt.  Ein  benierkenswerther  leitender  Gesichtspunkt 
ist  in  dem  Cartesischen  Denken  die  Erhaltung  derselben  Bewegungs- 
grösse. So  richtig  indessen  auch  der  allgemeine  Gedanke  ist, 
welcher  den  Erhaltungsvorstellungen  zu  Grunde  liegt,  so  ge- 
staltete sich  doch  die  Anwendung  dieses  Princips  auf  den  .Stoss 
irrthüralich.  Eine  Kraft  ist  erst  durch  die  Richtung  das,  was 
sie  in  den  Verbindungen  repräsentirt,  und  diese  Richtung  war  es, 
die  von  Cartesius  als  etwas  relativ  Gleichgültiges  behandelt  wurde. 
Der  refiectirte  Körper  sollte  von  vornherein  ein  Vermögen  in  sich 
tragen,  auch  trotz  eines  Hindernisses  in  anderer  Richtung  seinen 
Weg  fortzusetzen.  Diese  V'orstelluugsart  hat  etwas  Vages  und  in 
einem  gewissen  .Sinne  sogar  Unrichtiges.  Es  ist  erst  die  Combi- 
nation  der  Kräfte  und  Richtungen,  welche  die  neue  Richtung  be- 
stimmt. Zwischen  elastischem  und  unelastischem  Stoss  wird  bei 
Descartes  gar  nicht  unterschieden,  indem  er  stets  nur  den  Gegen- 
satz zu  den  flüssigen  Körpern  im  Auge  hat.  Erst  wenn  man 
diese  Unterscheidung  einfuhrt,  erhalten  zwei  der  Cartesischen  Ge- 
setze einen  Sinn,  der  völlig  zutrifft.  Gleiche  Körper,  die  mit  gleichen 
entgegengesetzten  Geschwindigkeiten  (centrisch)  auf  einander  treffen, 
gehen  in  analoger  Weise  zuiUck,  vorausgesetzt,  dass  sie  völlig 
elastisch  sind.  Dieser  .Satz  wurde  später  von  Huyghens  als  nicht 
zu  bewei.sendes  .Axiom  an  die  .Spitze  seiner  Theorie  gestellt,  tlie 
es  thatsächlich  nur  mit  dem  elastischen  Stoss  zu  thun  hat.  Die 
andere  Cartesische  Aufstellung,  welche  durch  die  Hinzufügung  der 
nöthigpu  V’^oraussetzuug  exact  gemacht  werden  kann,  bezieht  sich 
auf  den  Stoss  unelastischer  Körper.  Wenn  eine  grössere  Masse 
gegen  eine  kleinere  ruhende  anläuft,  .so  sollen  beide  vereinigt  mit 
einer  Geschwindigkeit  fortgeheu.  die  der  bekannten  Rediiction  ent- 
spricht. Dies  ist  freilich  nur  ein  besonderer  Fall  des  allgemeinen 
Gesetzes,  demzufolge  das  Product  der  vereinigten  Massen  mit  der 
neuen  Geschwindigkeit  der  Summe  der  Prodiicte  der  einzelnen 
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Massen  mit  ihren  zugehörigen  Geschwindigkeiten  gleich  sein  muss. 
Da  Descartes  nicht  zu  dieser  Verallgeiueiuerung  gelangte,  so  blieb 
er  noch  weit  davon  entfernt,  auch  nur  sein  eignes  Princip  von 
der  Erhaltung  der  Beweguugsgrösseii  durchschlagend  anzuwenden. 
Seine  sämmtlicheii  übrigen  Sätze  sind  aber  falsch,  und  es  lässt  sich 
bei  ihnen  auch  nicht  einmal  mit  einer  Unterschiebung  der  gehörigen 
Distinetionen,  wie  in  den  beiden  angeführten  Fällen,  uachhelfen. 

73.  Die  Nachweisung  der  Schritte,  durch  welche  die  Stoss- 
gesetze  von  Huyghens  aufgefuuden  wurden,  ist  insofern  positiv 
iinthunlich,  als  seine  hinterlassenen  Beweise  über  diesen  Punkt  im 
Dunkeln  lassen  und  höchstens  zu  einigen  Vermuthungen  Kaum 
geben.  Ursprünglich  erschienen  die  Stossgesetze  ganz  ohne  Be- 
weis. Iii  dieser  (lestalt  wurden  dieselben  der  Englischen  Gesell- 
.schaft  auf  deren  .\ufforderuug  hin  gegen  Ende  1668  und  Anfangs 
1669  in  knappester  Form  vorgelegt.  Der  Sekretär  dieser  Gesell- 
schaft, Oldenburg,  sprach  sich  im  Anschluss  an  die  Veröffent- 
lichung der  drei  Arbeiten  im  Sinne  der  vollständigen  gegenseitigen 
Unabhängigkeit  derselben  aus.  Wie  schon  oben  erwähnt,  hatte 
Wallis  seine  Feststellungen  zuerst  präsentirt.  Sie  waren  nur  für 
Jeu  unelastischen  Stoss  gültig,  aber  zugleich  von  der  Darlegung 
der  principiellen  Ausgangspunkte  begleitet.  Hieuach  berührten 
sie  sich  mit  denjenigen  von  Huyghens  nicht  einmal  im  eigentlichen 
Gegenstände  und  nur  Wren  konnte  von  den  beiden  Engländern 
als  Coucurrent  von  Huyghens  in  Frage  kommen.  Nim  sind  die 
Huyghensschen  Darlegungen  die  klarsten  und  vollständigsten, 
und  es  ist  daher  in  ihnen  grade  in  priucipieller  Hinsicht  der  ent- 
scheidende Schritt  zu  suchen.  Die  Erhaltung  der  lebendigen  Kraft 
ini  Stoss  ist  darin  besonders  ausgesprochen,  wenn  auch  natürlich 
uoch  der  spätere  technische  von  Leibniz  herrührende  Name  fehlt. 
Diese  rein  principiellen  Elemente  sind  um  so  bedeutsamer,  als  es 
sich  ja  nach  der  adoptirteu  Ausdrucks-  und  Vorstellungsart  in  den 
fraglichen  Lösungen  ini  .\llgemeineu  um  die  „Gesetze  der  Be- 
wegung“ handeln  sollte.  Dies  ersieht  uian  namentlich  auch  aus 
der  .\rt,  wie  Wallis  seinen  Gegenstand  in  Angriff  nahm,  da  grade 
die  vorangeschickteu  Formulirungeu  seines  Aufsatzes  uoch  nicht 
sofort  abseheu  lassen,  dass  schliesslich  die  Stossregeln  das  eigent- 
liche Ziel  bilden  sollen. 

Da  wir  die  ganze  Lehre  vom  Stoss  in  dem  eben  bezeichneteu 
Sinn,  nicht  aber  als  einen  Inbegriff  besonderer  Sätze  zu  berück- 
<ichtigeu  haben,  so  mögen  vor  dem  Eingehen  auf  die  höchst  eigen- 
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thflinlichfi  Huyghenssplip  Methode  ein  jjaar  Bemerkuugeii  über 
Wallis  Gedankeiigang  voraiisgescliickt  werden.  An  die  Spitze 
seines  Artikels  stellt  derselbe  die  Proportionalität  der  Wirkung 
mit  der  Kraft.  Nachdem  er  alsdann  das  Product  der  Masse  mit 
der  Geschwindigkeit  als  Ausgangspunkt  für  die  Vergleichung  der 
Wirkungen  gekennzeichnet  hat,  bemerkt  er,  dass  auf  diesem  Ver- 
hältniss  der  Kräfte  das  Gleichgewicht  an  allen  Mascliineu  beruhe 
und  weist  hiemit  auf  den  Kern  des  virtnellen  Princips  hin.  Kr 
dachte  sich  dasselbe  auch,  wie  Galilei,  als  blosse  Folge  desKraft- 
begrifts.  Die  Behandlung  des  unelastischen  Stosses  erschien  nun 
nach  diesen  Einleituugen  als  eine  blosse  Anwendung  der  gegen- 
seitigen Messung  der  Kräfte.  Der  ruhende  Körper  wird  als  eine 
Masse  angesehen,  welche  von  der  Ge.schwindigkeit  oder  Kraft  des 
andern  anlaufendeu  Körpers  nun  auch  noch  bewegt  werden  muss, 
und  diese  Geschwindigkeit  muss  sich  daher  auf  beide  Massen  so 
vertheilen,  dass  die  Kraft  im  Sinne  von  Wallis,  oder  mit  anderu 
Worten  die  Bewegungsgrösse,  dieselbe  bleibt.  Hier  i.st  oftenbar 
die  Materie,  wie  es  auch  ganz  in  der  Ordnung  ist,  als  blosser 
Gegenstand  der  Kraftaffection  gedacht.  Sobald  man  die  inneru 
Kräfte  der  Köiper  in  Betrachtung  zieht,  trift't  die  Vorstelluugsart 
in  der  angegebenen  Weise  nicht  mehr  zu,  und  nicht  etwa  blos  bei 
dem  elastischen,  sondern  auch  schon  bei  dem  unelastischen  Stoss,  lür 
den  M'allis  die  Theorie  aufstellt,  entstehen  berechtigte  Bedenken 
über  die  allzu  schnelle  Unmittelbarkeit  jener  Schlussweise.  Es 
muss  also,  um  zu  den  exaeten  Resultaten  auch  eine  exacte  Vor- 
stellungsart  ihrer  Gründe  zu  liaheii,  noch  hinzugefügt  werden,  dass 
die  Wallisscheu  abstiacten  Entwicklungen  nur  insoweit  für  wirk- 
liche Naturkörper  gelten,  als  die  letzteren  annäherungsweise  den 
ideellen  oder,  wenn  man  will,  schematischen  Voraussetzungen  ent- 
sprechen. Diese  Voraussetzungen  bestehen  aber  in  der  Annabme 
einer  Materie,  welche  eine  Geschwindigkeit  gleichsam  passiv  au- 
nimmt,  und  bei  welcher  es  sich,  ganz  wie  in  den  Fällen,  wo  die 
Uebertragung  der  Bewegung  ohne  Stoss  erfolgt,  nur  darum  handelt, 
eine  atÜcirende  Geschwjndigkeil  oder  überhaupt  Bewegimgsursache 
auf  ein  unbedingt  träges  Object  zu  übertragen  und  zu  vertheilen. 
.Jeder  Körper,  der  an  der  Bewegung  eines  andern  Theil  nimmt, 
weil  er  mit  demselben  irgendwie  verbunden  ist,  liefert  liiefür  ein 
Beispiel.  Der  Gegenstand  auf  einem  Schiff  ertahrt  nicht  eigentlicb 
einen  Stoss  in  liem  gewöhnlichen  Sinne  dieses  Begriffs.  Nament- 
lich wird  bei  ndiiger  Eutwickluug  der  Bewegung  die  .Mittlieilung 
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dcniplbpn  nur  iJolchP  innrre  Vnlpinfjo  orzpii{((’n,  ilic  im  Vf>rli5ltniss 
zu  Hpin  HaiipteftVrt  mir  pitip  spciimlitri-  Rollo  spiolpii.  T)as  stroiiR 
slatisclip  Vorhallpti  ist  allt'idin'ra  in  diosoni  Hrispip)  auch  nur  dann 
vorhanden,  wenn  keine  Vpiitndprmij'  der  Rowogiing  platzgroift  und 
des  Hehamingsgpsptzes  wogen  gar  keine  neue  MitHipilnng  nßthig 
wird.  Indessen  Iflsst  sieh  auch  der  Fall  der  eigentlichen  Mittheilnng 
30  denken,  dass  die  iniiern  KrSfle  des  Ki^rpers  nur  in  unter- 
geordneter Weise  ins  Spiel  kommen,  .\lsdanti  ist  die  Forstellnngsart, 
welche  die  vereinigten  Massen  als  Object  derjenigen  Kraft  alisielit, 
welche  znnächst  nur  als  in  der  einen  Masse  befindlich'  gedacht 
wurde,  vollkommen  zutreffend.  Man  erklärt,  indem  man  dieser 
Vorstellungsart  folgt,  die  inuern  V^irgänge  nicht  etwa  ffir  Nichts, 
sondern  mir  für  quantitativ  unerheblich  in  Rücksicht  auf  das  Haiipt- 
resnltat,  d.  h.  auf  die  sichtbar  werdende  Massenbewegung. 

74.  Ganz  entgegengesetzt  gestaltet  sich  nun  aber  das  V'er- 
hältniss,  wenn  die  iiinem  Kräfte  in  der  Form  der  Elasticitäf  die 
entscheidende  Hauptursache  der  Bew  egnngsgestalf  iing  bilden.  Hier 
lunss  es  auffallen,  dass  die  Hauptlösung  des  Stossproblenis,  wie 
sie  bei  Hnyghens  in  einem  posthumen  Aufsatz  vorliegt,  den  er- 
denklich indirectesten  M'eg  eingeschlageii  hat.  Während  nämlich 
ans  der  oben  envähiiten  Einsendüng  die  .\iiffindungsmethode  nirgend 
zu  errathen  war,  tritt  uns  aus  der  fraglichen  nachgelassenen  Ab- 
handlung die  Methode  der  Scheinbewegungen  als  fiherall  leitendes 
Princip  entgegen. 

Diese  Methode  hat  an  sieh  seihst  für  die  Principieii  ein  hohes 
Interesse,  obwohl  sie  für  den  Stoss  diejenigi-  ist,  deren  Anwendung 
man  hei  einem  solchen  l’roblem  am  wenigsten  erwarten  sollte. 
Nur  die  grosseti  Schwierigkeiten,  mit  denen  eine  natürlichere  und 
directe  Lösung  der  .\iifgabe  grade  ffir  Hu^ghens  verbunden  ge- 
wesen sein  mag,  dürften  den  Aiistoss  dazu  gegeben  haben,  die 
Bewegnngsgpsetzp  diircii  eine  Methode  festzustelleii,  die  man  als 
diejenige  einer  für  den  objectireii  imd  sachlichen  V'orgaiig  gleich- 
gfllfigeii  V'ariation  der  phoroiiomischen  Erscheinungen  bezeichnen 
könnte.  Die  Uitheile  und  Festsetzungen  über  das  reale  Geschehen 
können  sich  nicht  ändern,  wenn  man  zwei  verschiedene  Erscheiniings- 
fornien  eben  dieses  Geschehens  ins  .kiige  fasst.  Dies  ist  der 
Onindsatz,  der,  wenn  auch  unausgesprochen,  dem  Huyghensschen 
Verftihren  zum  Fundament  dient.  Stillschweigende  Voraussetzung 

')  De  motu  corporum  cx  pcrcussione,  in  den  Opnscula  pusthnnia.  170a. 
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ist  natfirlich  bei  der  Anwendung  eines  solchen  Princips  ein  der- 
artiger Sachverhalt.  dass  es  nicht  auf  die  phoronomischen  Phänomene 
als  solche,  sondern  auf  die  Kräfte  oder  Ursachen  ankommt,  deren 
Ausdruck  sie  sind.  Die  Ursache  einer  Geschwindigkeit  braucht 
nicht  stets  zu  einer  Beweguugserscheinung  zu  fQhreu,  sondern  kann 
anch  dazu  dienen,  die  Ursache  einer  andern  Geschwindigkeit  anf- 
zuwiegen.  Alsdann  liegt  eiu  rein  statischer  Effect  vor.  Aber  man 
kann  auch  noch  mit  Huyghens  eineu  Schritt  weiter  gehen,  und 
/.Wei  .^unverkennbar  wirksame  Bewegungski-äfte.  deren  jede  sich 
wahÄl^mbar  bethätigt,  zur  Hervorbringung  der  absoluten  Ruhe 
/.usammenwirken  lassen. 

Wenn  sich  Jemand  auf  einem  Schiff  vermöge  seiuer  eignen 
Muskelkraft  so  bewegt,  dass  seine  Bewegung  durch  die  entgegen- 
gesetzte Bewegung  des  Schiffs  bei  jedem  Schritt  genau  aufgehoben 
wird,  und  man  sich  diese  Aufhebung,  wie  man  dies  wenigstens 
ideell  darf,  bis  in  die  kleinen  Theile  der  Bewegung,  mithin  im 
strengsten  Sinne  durchgängig  vorhanden  denkt,  so  findet  vermöge 
dieser  beiden  afhcireuden  Ursachen  gar  keine  Ortsveränderang  statt. 
In  Rücksicht  auf  das  Wasser  oder  Ufer  ist  Ruhe  vorhanden,  und 
diese  Rohe  würde  eine  in  Jeder  Beziehung  absolute  sein,  wenn 
nicht  Wasser  und  Ufer  noch  ander  e Bewegungen  hätten,  und  wenn 
nur  jene  beiden  afficirenden  Ureachen  in  Frage  kämen.  Aus  diesem 
Gründe  sind  auch  die  Vorstellungen,  die  mau  über  die  Möglichkeit 
oder  Thatsächlichkeit  einer  absoluten  Ruhe  in  Bezug  auf  die  Ge- 
sammtheit  aller  mechanischen  Vorgänge  der  Welt  hegen  möge, 
tiir  den  vorliegenden  Fall  gleichgültig.  Es  ist  genug,  dass  man 
einsehe,  wie  zwei  bewegende  Kräfte  relative  Ortsverändeningen 
wirklich  hervorzubringen  vermögen  und  dennoch  in  ihrer  Verbin- 
dung nur  Rohe  gegen  eiu  drittes  Object  als  das  eigentliche  Resultat 
bemerken  lassen  können.  Auf  dieser  für  das  tiefere  Nachdenken 
eminent  wichtigen  Thatsache  heniht  nun  die  Gleichgültigkeit  des 
Gesichtspunkts  oder  Standpunkts,  aus  welchem  derselbe  reale  Vor- 
gang, also  im  fraglichen  Fall  der  Stoss  der  Körper,  betrachtet 
werden  kann.  Dasselbe  identische  Object,  nämlich  die  Kräfte- 
combination,  wird  das  eine  Mal  in  der  einen,  das  andere  Mal  in 
der  andern  Erscheinungsform  untersucht.  Da  nun  die  Bewogungs- 
erscheinungen  die  einzige  Gestalt  sind,  unter  welcher  die  Wirkuug 
der  Kräfte  sichtbar  wird,  so  beruht  auch  hier  der  Kunstgriff  der 
Methode  darauf,  nach  Belieben,  wie  es  das  Bedfirfniss  mit  sich 
bringt,  den  Fall  der  wahrnehmbaren  Bewegungserscheinung  mit 
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dem  äquivalenten  Fall  ihrer  statischen  rnterdrückiing  /u  ver- 
tauschen. Es  ist  also  ini  letzten  Grunde  auch  hier  eine  ähnliche 
Wendung  iin  Spiele,  wie  diejenige,  welche  zuerst  dazu  geführt 
hat,  die  eventuellen  Bewegungen  an  die  Stelle  rein  statischer 
Kräfte  zu  setzen.  Nur  erfährt  in  diesem  Fall  die  .\eqnivalenz 
beider  eine  noch  entscheidendere  Bestätigung.  Die  Bewegungen 
sind  nämlich  nicht  blos  hypothetische,  sondern  der  realen  Affection 
nach  vorhandene  und  als  solche  erkennbare.  Wenn  ich  mich  ver- 
möge meiner  Kraft  bewege,  so  wird  Niemand  die  Realität  dieser 
Bewegung  als  Bethätigung  einer  bewegenden  Kraft  bestreiten  können, 
wenn  sie  auch  gegen  ein  drittes  Object  keine  Ortsverändening 
hen'orbringt.  Man  wird  vielmehr  sagen  müssen,  dass  zwei  Kräfte, 
und  zwar  nicht  etwa  blos  als  statische,  zur  Wirksamkeit  gelangt 
sind,  dass  sie  sich  aber  in  Rücksicht  auf  Ortsveränderung,  die  an 
einem  dritten  Object  gemessen  wird,  aufgehoben  haben.  Man 
wird  ausserdem  diese  Aufhebung  von  derjenigen  unterscheiden,  welche 
iui  eigentlichen  Gleichgewicht  statthat.  da  unter  Voraussetzung  des 
letzteren  nie  eine  Bewegungserseheiuung  hervortreten  darf,  wie  man 
auch  den  Standpunkt  wählen  möge. 

Da  man  gegenwärtig  eine  allgemeine  Methode  besitzt,  durch 
die  Einführung  scheinbarer  Bewegungen  das  Aussehen  mechanischer 
Vorgänge  zu  verändern  und  auf  diese  Weise  die  Probleme  zu 
bearbeiten,  so  hat  die  älteste  und  fruchtbarste  Production  dieser 
.\rt  als  der  Urtypus  der  ganzen  Gattung  offenbar  Anspruch  auf 
sorgfältige  Beachtung  und  Zergliederung,  und  wir  werden  daher, 
ohne  weitläufig  auf  die  allerspeciellsten  Anwendungen  einzugehen, 
die  Huyghenssche  Verfahnmgsarl  in  allgemeinerer  Weise,  d.  h.  nicht 
ausschliesslich  im  Interessedes  Stossproblems  zur  Darstellung  bringen. 

7.5.  Huyghens  verschmäht  nirgend  die  Mittel  der  Veran- 
schaulichung, und  wie  er  in  der  Behandlung  der  Centrifugalkraft 
sich  einen  Menschen  denkt,  der  auf  einem  rotirenden  Rade  steht 
und  das  Gewicht  an  einer  Schnur  in  der  Hand  hält,  so  nimmt 
er  in  seiner  Behandlung  des  Stosses  den  Schiffer  und  einen  Mann 
am  Ufer  in  Anspruch.  Nach  der  besonderu  Voraussetzung  soll 
der  letztere  sogar  die  Hände  des  ersteren  ergreifen  können,  damit 
die  Ruhe  oder  veränderte  Bewegung,  die  vom  Standpunkt  des 
Ufers  statthat,  vollkommen  anschaulich  werde.  Wir  sehen  von 
dieser  Handgreiflichkeit  der  Erläuterungen  ab,  die  für  eine  erste 
Darstellung  ihren  guten  Sinn  hatte,  heute  aber,  wo  man  in  den 
fraglichen  .Abstract innen  sich  vollkommen  heimisch  bewegt,  nur 
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der  Schärfe  und  Allgeineiiiheit  des  Gedankenausdrucks  durch 
gleichgültiges  Neheiiwerk  Eintrag  thnt. 

Der  Kern  der  Huyghensschen  Methode  lässt  sich  für  den 
/usanimenstoss  gleicher  Kör[)er  in  eine  leicht  verständliche  Kegpl 
zusaininenfassen.  Zunächst  wird  von  dem  Axiom  ausgegangen, 
dass  gleiche  Körper,  die  mit  gleichen  Geschwindigkeiten  ceutriscli 
gegen  einander  laufen,  in  derselben  symmetrischen  Weise  aiicli 
wieder  von  einander  abprallen,  so  dass  also  die,  Geschwindigkeiten 
des  Zurücklaufens  dieselben  bleiben.  Hat  nun  das  Schift'  eine 
Bewegung,  welche  die  Gesclnvindigkeit  des  einen  Körpers  völlif^’ 
autliebt,  so  dass  derselbe  vom  Standpunkt  dos  Ufers  aus  ruht,  so 
hat  der  andere  zugleich  vom  Standpunkt  des  Ufers  um  ebensoviel 
Bewegung  mehr.  Es  liegt  mithin  der  Fall  vor,  dass  der  eine 
Körper  ruht,  während  der  andere  mit  einer  gewissen  Geschwindig- 
keit gegen  ihn  anläuft.  Wie  die  Voraussetzung,  so  muss  nun 
auch  die  axiomatische  Folgerung  für  den  Standpunkt  des  Ufer.< 
umgewandelt  werden.  .Jeder  der  beiden  Körper  entfernt  sich  auf 
dem  Schiff  von  der  Stelle  des  Zusammentreffens  mit  gleicher  Ge- 
schwindigkeit. Diese  Geschwindigkeit  ist  dieselbe  wie  vorher; 
aber  die  Bewegung  findet  im  grade  entgegengesetzten  Sinne  statt. 
.\uf  diese  Weise  wird  vom  Standpunkt  des  Ufers  aus  die  Be- 
wegung desjenigen  Körpers  durch  die  Bewegung  des  Schiffs 
aufgehoben,  der  vorher,  als  er  sich  iu  der  entgegengesetzten 
Kichtung  bewegte,  den  Zuwachs  erhalten  musste,  und  auf  d(*r 

andern  Seite  wird  derjenige  Köi'i>er  seine  eigne  Bewegung  zu 
ilerjenigen  des  Schiffs  addireu,  der  vor  dem  Stoss  die  auf- 
hebende Einwirknng  übte,  oder,  wenn  man  will,  erfuhr.  Vom 

Standpuukt  des  Ufers  wird  also  aus  dem  .\xiom  der  bekannte 

Satz,  dass  der  an  einen  ruhenden  anlaufende  gleiche  Köi-per  seine 
Bewegung  auf  den  ersteren  überträgt  und  nach  dem  Stoss  selbst 
in  Ruhe  verbleibt.  .Allerdings  hatte  Huyghens  noch  ausdrücklich 
postiilirt,  dass  der  Stoss  zweier  Körper  derselbe  bleibe,  auch  wenn 
beide  Körper  an  einer  gemeinsamen  Bewegung  theilnehmeii  ’). 
Hiemit  wollte  er  jedoch  nur  sagen,  wie  das  gegenseitige  Verhalten 
von  einer  gemeinsamen,  gleichsam  äusserlichen  und  als  etwas 
Drittes  z;i  betrachtenden  Aft'ection  unabhängig  sei.  Er  wollte 
sich  den  Einwendungen  entziehen,  die  man  sou.st  grade  vom  Staud- 
punkt  seiner  Methode  hätte  erheben  können. 


')  A.  a.  U.  dritte  Voranesetzuug. 
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Eine  weitpre  Bearhpitnng  <ips  crwähntPii  Axiom?  ergiobt  den 
allgpmfiinpn  Fall  für  den  Sto?«  glpiclipr  Körper,  die  mit  beliobigpii 
Hnglpinhen  Gostdiwiiidigkeiten  ninaiider  an  dor  Bi’wt'guiig  ln  cnii' 
traler  KichtiUig  lilildprii.  Mögen  sie  im  entgegengesetzten  Sinne 
gegen  einander  laufen  oder  der  eine  den  andern  eiiiholeii;  — alle 
diese  Gestaltungen  lassen  sieh  vom  Standpunkt  des  Ufers  dadurch 
hervorbringen,  dass  man  dem  .Schiff  eine  passende  Geschwindigkeit 
"rtheilt.  Die  letztere  addirt  sich  lind  suhtrahirt  sich,  oder  ver- 
bindet sich,  wenn  man  von  vornherein  beide  Geschwindigkeiten 
auf  irgetid  einen  gemeinsamen  Ausgangspunkt  ihrer  Kichtung  be- 
zieht, unter  Rücksicht  auf  Positivität  und  Negativität  mit  jenen 
iirspriinglicheu  Geschwindigkeiten  zu  zwei  algebraischen  Summen. 
Zieht  man  nun  eine  solche  algebraische  Summe  für  jeden  Köiper 
auch  in  Rücksicht  auf  seinen  durch  das  Axiom  gegebenen  Zustand 
nach  dem  Stoss,  so  erhält  man  auch  die  zugehörige  Krscheinung 
vom  Standpunkt  des  Ufers,  oder  im  allgemeinen  die  Thatsache, 
das?  die  gleichen  Köqier  ihre  Geschwindigkeiten  allstäiischeil. 
Man  kann  diese  Beziehung  auch  mit  Hnyghens  sehr  kurz  dadurch 
veranschaulichen,  dass  man  von  ungleichen  Geschwindigkeiten  am 
Ufer  ausgeht,  und  deren  Differenz  durch  eine  entsprechendt'  GP' 
schwindigkeit  des  Schiffs  ausgleichen  lässt.  Indessen  tritt  dei’ 
.Sinn  der  Methode  deutlicher  hervor,  wenn  man  in  allen  Fällen 
das  Axiom  als  den  wahren  Ausgangspunkt  bemerklich  macht  und 
hieiuit  zugleich  zeigt,  dass  jeder  der  gewonnenen  Sätze  nur  auf 
einer  Verwandlung  jenes  Grundsatzes  beruht. 

Zur  Behandlung  der  ungleichen  Köiyier  bedarf  Hnyghens  noch 
der  Einführung  einer  weiteren,  nicht  zu  beweisenden  .Annahme’!, 
'lass  uämRch  der  grössere  dem  kleineren  ruhenden  Körper  von 
seiner  Bewegung  mittheile. 

Aus  den  dann  gewonnenen  Ergebnissen  müssen  folgende  be- 
sonders hervorgehoben  werden.  Im  vierten  Satz  der  angeführten 
Abhandlung  wird  die  Gleichheit  der  relativen  Geschwindigkeiten, 
die  abgesehen  von  dem  Richtungssinne  vor  und  nach  dem  Stoss 
statthat,  ausdriicklich  formulirt.  Besonders  wird  auch  noch  hervor- 
gehoben, wie  die  Bewegnngsgrössen  vor  und  nach  dem  Stoss  nicht 
zusammenfallen.  In  Proposition  XI  findet  sich  die  berühmte 
Wahrheit  ausgesprochen,  dass  die  Summen  der  Prodiicte  der 
Massen  mit  den  Quadraten  der  zugehörigen  Geschwindigkeiten  vor 


’)  a.  O.  vierte  A'oraussetzung. 
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und  nach  dein  Stnaa  gleich  sind.  Da  man  solche  Producte  .«eit 
Leihniz  lebendige  Kräfte  zu  nennen  anfing,  und  da  man  nach 
heilte  von  der  lebendigen  Kraft  keine  andere  als  diese  analytisch«*, 
in  der  Kormel  enthaltene  Definition  zu  geben  pflegt,  so  darf  man 
liehanpteu,  dass  die  Huygheussche  .\iisdrucksweise  genau  den  Satz 
enthält,  den  wir  gewöhnlich  als  denjenigen  der  Erhaltung  der 
lebeiidigeii  Kräfte  bei  dem  völlig  elastischen  Stoss  bezeichnen. 
Obwohl  Hiiyghens  nirgend  von  völliger  Elasticität  spricht,  so  be- 
zeugt doch  sein  Axiom  von  dem  gegenseitigen  Ziirückprallen  der 
gleichen  und  mit  gleichen  Geschwindigkeiten  gegen  einander  an- 
laiifenden  Köqier,  welche  Eigenschaft  er  .stets  vorausgesetzt  wis.sen 
wollte.  Ol)  sich  diese  Eigenschaft  in  der  Natur  rein  oder  nur 
annäherungsweise  vorfiiide,  thut  nichts  zu  der  Richtigkeit  der 
Folgerungen.  Derartige  Folgerungen  wollen  eben  nur  in  An- 
wendung auf  Ertahrnngsfälle  gelten,  wenn  die  Voraussetzungen, 
von  denen  sie  aiisgehen,  in  der  Wirklichkeit  gegeben  sind.  Können 
aber  die  Voraussetzungen  des  Falles  nur  annäherungsweise  oder 
gar  nur  in  einem  gewissen  quantitativen  Maass  gegeben  werden, 
so  gelten  unter  diesen  modificirteii  Voraussetzungen  auch  die 
dediictiv  festgestellten  Conseqiienzen  elientälls  nur  annäherungs- 
weise oder  in  dem  entsiirechenden  Maass  oder  in  einer  Art  von 
.Mischling  mit  den  Wirkungen  der  veränderten  Eigenschaften  des 
Falles.  Nur  wenn  man  diese  Geltuugsart  allgemeiner  Gesetze 
im  Auge  behält,  wird  man  einerseits  weder  der  Strenge  und 
Sicherheit  der  aus  den  reinen,  ungemischten  Voraussetzungen  ge- 
zogenen Folgerungen,  noch  andererseits  den  .Ansprüchen  einer  er- 
lährnngsgemässen  llehandlung  der  complicirteu  Naturvorgäuge  zu 
nahe  treten.  Diese  Hemerkung  w'ar  grade  bei  Gelegenheit  der 
Theorie  des  .Stosses  fast  unumgänglich,  da  sonst  der  Schein  ent- 
stehen konnte,  als  wenn  die  .Mechanik  in  diesem  Fall  uiiföhig 
wäre.  \öllig  strenge  Sätze  aiifziistellen. 

7tj.  Es  ist  wichtig,  darauf  zu  achten,  dass  Huygheus  alle 
seine  Hauptsätze  bereits  Antäugs  Ititj!)  der  Englischen  Gesellschaft 
einreichte;  denn  später  lässt  sich  hei  den  verschiedenen  Be- 
arbeitungen, welche  die  Stossgesetze.  erfuhren,  kaum  mehr  zwischen 
dem  nnterscheideii,  vvas  den  ersten  Urhebern  angehört,  und  dem. 
was.  wenn  auch  in  veränderter  Form,  nur  als  eine  Reproduetion 
oder  .Mischung  der  älteren  .Aiiflassnngsarten  anznsehen  ist.  In 
dii'ser  Hinsicht  können  sogar  die  eignen  Ahhaiidliingen  derjenigen, 
die  zuerst  die  Gesetze  des  Stosses  mittheilten,  nicht  ohne  Weiteres 


Digitized  by  Google 


171 


als  ihr  rein  persönliches  Werk  gelten,  da  diese  ausfflhrlichereu 
Rehandlungen  der  Sache  erst  weit  später  erscliieneii.  So  hat  l.  B. 
auch  Wallis  später  den  ela.stischen  Stoss  aiisführlicli  dargestellt: 
aber  nachdem  einmal  die  Kegeln  desselben  durch  Wien  und  in 
der  vollkommensten  Weise  durch  Huyghens  bekannt  geworden 
waren,  konnte  es  sich  nur  noch  um  die  grössere  oder  geringere 
Zweckmässigkeit  der  Beweismetliodeu  handeln.  Die  Schwierigkeit 
lag  hier  aber  weniger  in  der  Frage  nach  der  Combination  der 
Kräfte,  als  in  den  V'orstellungsarten,  die  man  sieb  von  der  Mit- 
theilung der  Bewegung  und  besonders  von  den  elementaren  An- 
trieben zu  bilden  hatte.  Nun  nimmt  man  aber  gewöhnlich  an,  dass 
die  Gesetze  der  Mittheilung  der  Bewegung  erst  in  Johann 
Bemoullis  Freisabhandlung  über  diesen  Gegenstand  (1723)  einer 
tieferen  Untersuchung  unterworfen  worden  wären.  Wie  mau  aber 
auch  das  Verhältuiss  dieser  .\rbeit  zu  dem  Früheren  betiuchten 
möge,  man  wird  in  jedem  Fall  zugestehen  müssen,  dass  die  Rück- 
sichtnahme auf  die  kleinen  Theilvorgänge,  aus  denen  sich  der  Stoss 
wie  Jede  Mittheilung  der  Bewegung  znsammensetzt,  erst  recht 
eigentlich  herrschend  werden  konnte,  als  sich  die  Huxionistischen 
lind  differentiellen  Methoden  Fiugang  verschafften.  Die  Erhebung 
eines  Streits  darüber,  wer  zuerst  den  Stoss  in  seinen  Elemeiitar- 
vorgängeu  betrachtet  habe,  hat  insofern  kein  Interesse  mehr,  als 
sie  eigentlich  schon  durch  die  Hinweisung  auf  Galileis  Vor- 
stellungsart erledigt  ist.  Wie  der  Begründer  der  Dynamik  .so 
vieles  Andere  vorwegnahm,  was  erst  in  der  Sprache  der  infinitesi- 
malen Analysis  ein  bequemes  Organ  fand,  so  hat  er,  wie  wir 
gesehen  haben,  auch  schon  den  Stoss  als  eine  in  unbegrenzter 
Anzahl  denkbare  Häufung  von  .\utrieben  aufzufasseu  gelehrt.  Wo 
man  daher  auf  eine  solche  oder  ähnliche  Vorstellungsart  triftt.  ist 
sie  nicht  als  völlig  neu  anznsehen. 

Durch  die  Bemerkungen  von  Huyghens  war  ausser  der 
Gleichheit  der  relativen  Bewegung  vor  und  nach  dem  Stoss  auch 
noch  die  Gleichheit  der  Bewegung  des  Schwerpunkts  hervorge- 
hobeu  worden.  Dieser  Satz  sowie  derjenige,  durch  welchen  die 
Cartesischen  Vorstellungen  von  iler  Erhaltung  der  Bewegungsgrössc 
berichtigt  wurden,  müssen  als  die  .\usgangs]iunkte  zu  ganz  allge- 
meinen Wahrheiten  gelten.  Ganz  besondei"s  wichtig  war  es  nämlich, 
dass  Huyghens  sich  nicht  darauf  beschränkte,  zu  bemerken,  dass 
die  Bewegungsgrössen  nicht  gleich  bleiben,  sondern  dass  er  auch 
noch  den  positiven  Satz  hinzufflgte,  dass  die  algebraische  Suniuie 
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•It'r  tJpwPKnngsgrnsspil  rtllPrHingFä  nicht  vciSmlcrt  werde.  Diese* 
wichtige  IVahrheit  onenbait  den  Mangel  der  CaitesisHien  Tdeo 
in  seiupin  ganzen  rnitaug.  Die  Hewegnngsgrilssp  ist  wie  dir' 
Kraft,  deren  HeprSsentant  sie  nach  jener  Idee  sein  soll,  nie- 
mals in  Ahstraefion  von  einer  Hiclitiihg  denlthar,  Sie  hat  nlmt* 
Itichtnng  ebensowenig  einen  realen  Sinn,  als  irgend  ein  Zng 
oder  Dniek  ihn  haben  kann,  wenn  man  bei  ihm  von  dem 
Vorhandensein  eines  Sinnes,  in  welchem  er  wirkt,  gänzlich  ah- 
, sehen  will.  Nnn  kann  man  allerdings  eine  Jede  Grösse  absolut 
nehmen:  aber  die  Frage  ist  die,  oh  sie  in  der  Natur  auf  solch«* 
Weise  vorhanden  sei.  Dies  ist  mm  bei  keiner  Kraft  der  Fall, 
welche  in  Beziehung  auf  Irgenii  eine  andere  wirksam  gedacht, 
wird.  Eine  einseitige  und  absolut  freie  Kraftwirkung,  die  nicht 
zu  einer  Gegenkraft  in  Iteziehung  stände,  giebt  es  aber  nur  insoweit, 
als  man  etwa  die  blosse  Iteharning  der  nämlichen  Geschwindigkeit 
für  sich  ins  Auge  fasst,  Kür  alle  Kräftecombinationen  kommt 
mithin  das  itichtungsverhältniss  nicht  nur  als  wesentliches  Kletncnt 
in  Hetracht,  sondern  es  ist  sogar  derjenige  Umstand,  durch  den 
allein  die  eigentliche  Kraft  Wirkung  denkhar  wird. 

Dies«?  letztere  üeherlegung  lässt  zugleich  bemerken,  wie  der 
eheiifalls  Mnyghens  zn  venlatikende  Salz  von  der  Gleichheit  der 
l(•bendigen  Kräfte  vor  und  nach  dem  Stoss,  sowie  überhatipt  ilie 
weitere  V'eraUgeineinerung,  welche  dieser  Satz  in  Verbindung  mit 
dem  gleichartigen  bei  dem  Problem  des  Schwingimgsmittelpnnkts 
angewendeten  Princip  später  erfuhr,  in  einer  inter«)ssauten  Unab- 
hängigkeit von  den  V'orzeiehen  der  Geschwindigkeiten  stehmi  müssi*. 
Was  d»‘r  analytische  .\nsdruck,  d.  h.  der  Umstand,  dass  es  die 
Gnadrate  der  Geselnvindigkeiteii  sind,  die  in  Frage  kommen, 
sofort  erkennen  lässt , ist  nicht  ohne  A\'eiteres  klar,  sobald  man 
«len  Sachverhalt  auf  «iiiiem  andern  M'ege  feststellen  will.  Ni'gative 
Geschwindigkeiten  können  im  Quadrat  stets  nur  positive  oder  viel- 
mehr absolute  lebendige  Kräfte  liefern.  Dies  ist  die  analytische 
Notliwendigkeit.  Wenn  nun  alle  Kräfte  in  ihren  Wirkungen  in 
dieser  Weise  rejiräsentirt  sind,  so  kann  der  Gegensatz  des  Sinnes 
in  den  Geschwindigkeiten  nirgend  jene  l{e)iräsentalioneii  herflhren. 
Hieraus  scheint  unmittelbar  zu  folgen,  dass  in  Hücksieht  auf  «h'e 
lebendigen  Kräfte  ein  Gesetz  der  Erhaltung  platzgreifen  kann,  wo 
für  di«  sich  statisch  verhalttmden  Geschwindigkeiten  dies  nicht 
der  Fall  ist.  In  der  That  hamlelt  es  sich  auch  nur  dann  um 
jene  qiiadratischeu  Grössen,  wenn  die  so  zu  sagen  freie,  über 
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lieu  statisch  aufgehobciieii  Theil  hinaiisgcln'mlt*  Kniftwirkiiug  in 
hctracht  gezogen  wird.  In.sovvcit  alicr  eine  solche  Art  von  Wirkung 
vorhanden  ist,  liat  der  gegensätzlicdie  Tlieil  einer  widerstellenden 
Kraft  bereits  irgendwie  eine  statische  .Vnfhebnng  und  gleichsam 
Hindling  erfahren,  so  dass  es  bei  dem  jedesmaligen  ^Viderstreit 
der  Krafteleiuente  immer  nur  der  für  jeden  .\ngenblick  gleichsaui 
frei  gewordene  Ueberschnss  ist,  welcher  einen  eigentlichen  lle- 
wegungsettect  hervorbringt.  Soweit  die  Kräfte  in  einem  strengen 
Zeitpunkt  genau  gleich  sind,  kann  keine  Hewegniig  entstehen. 
,\lle  Hewegnng  i.st  al.so  mir  insofern  vorhanden,  als  in  irgend 
einem  Maass  das  .stati.sche  Verhalten  und  mit  ihm  die  Wesent- 
lichkeit des  innerhalb  der  Combination  vorhandenen  Uegensat/.es 
des  Sinnes  anfgelioben  ist.  Indes.sen  kännen  diese  1,'eberlegnngen. 
die  nur  zum  Theil  den  Gartesischeu  Irrthnm  angehen,  erst  mit 
der  späteren  Untersnehnng  des  vfillig  verallgemeinerten  rrincips 
der  Erhaltung  der  Kraft  ihre  volle  Rechtfertigung  finden. 

Was  .sich  durch  die  Stossgesetze,  namentlich  aber  auch  durch 
die  Wallisscheu  Positionen  über  den  unelastischen  Stoss,  in 
Kücksicht  auf  das  ( ’arte.si.sche  Princi)»  heransgestellt  hat,  lässt 
sich  kurz  wud  allgemein  dadurch  ansdrücken,  dass  man  sagt,  es 
sei  klar  geworden,  wie  das  Verhalten  der  Kräfte  statisch  werden 
und  so  ein  Theil  der  Reweguugsgrösse  nicht  nur  verschwinden 
könne,  sondern  auch  müsse.  Sie  verschwindet  nämlich  in  der 
Form  der  actuelleu,  d.  h.  wirklich  vorhandenen  Hewegung,  während 
sie  als  eventuell  zur  Bewegung  führende  Kraft  auch  in  Jer 
statischen  Bindung  fortbesteht,  ln  dieser  Beziehung  hatte  also  die 
allgemeine  tiriindidee  Recht:  nur  war  sie  einerseits  unbestimmt 
und  andererseits  fehlerhaft  angew  endet  worden.  Erst  die  modernsten 
bedanken  haben  es  möglich  gemacht,  hier  die  wahrhaft  historische 
Kritik  zu  üben  und  zn  zeigen,  wo  die  haltbaren  Bestandtheile  jener 
allgemeinen  Vorstellung  von  der  Erhaltung  derselben  Kraftsumme 
zu  suchen  sind.  Manches,  was  eine  frühere  Generation  an  ihnen 
noch  mit  Gleichgültigkeit  betnichtete,  ist  gegenwärtig  Ihr  uns  ein 
begenstaud  von  dem  höchsten  Interesse. 

Im  Allgemeinen  erscheint  die  Anffinduug  der  Gesetze  des 
Stosses  als  eine  Angelegenheit,  in  welcher  das  Nachdenken  eine 
cutscheideiidere  Rolle  gespielt  hat,  als  die  Erfahrung.  Allerdings 
hatte  schon  Mersenne  eine  Art  etwas  roher  Versuche  augestellt, 
indem  er  Körper  auf  eine  Waage  fallen  liess.  Ebenso  sind  bei 
den  definitiven  Eeststellnugeu  der  Stossgesetze  Experimente,  wie 
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man  zum  Theil  positiv  weiss,  wohl  nirgend  ganz  verschmäht  worden. 
Allein  das  Verhältniss,  in  welchem  die  geringe  Ausdehuimg  der 
Versuche  zu  der  mathematischen  Tragweite  der  Theorie  steht,  lässt 
nicht  verkennen,  dass  man  bereits  gelernt  hatte,  das  rein  rationelle 
Element  der  Mechanik  zu  würdigen.  Die  ausführlichere  Darstellung 
bei  Huyghens  ist  auch  darin  l)esonders  gelungen,  dass  sie  durch 
die  Hervorhebung  des  A.xioms  von  dem  gegenseitigen  Abprallen 
eine  .Art  Grundphäuomeu  und  im  Gegensatz  zu  demselben  die 
rein  rationelle  .Ableitbarkeit  der  übiigen  Vorgänge  sichtbar  macht. 
Man  würde  indessen  wohl  noch  zu  weit  gehen,  wenn  man  jenes 
Axiom  als  einfache  Krfahruugsthatsache  gleich  Jeder  andern  au- 
sehen  wollte.  Die  Symmetrie  der  Verhältnisse,  die  in  ihm  ge- 
wahrt ist,  deutet  darauf  hin,  dass  zugleich  auch  ein  Element 
reiner  Gedankenuotliwendigkeit  bei  der  Vorstellung  desselben  mit- 
wirken  sollte. 

Umfangreiche  und  systematische  Versuche  über  den  Stoss 
sind  von  Mariotte  angestellt  worden  und  finden  sich  in  einer  an 
der  Spitze  des  ersten  Bandes  seiner  Werke  stehenden,  umfassenden 
Abhandlung  dargestellt  ’ ).  Doch  haben  sie  nicht  sowohl  für  die 
Fortschritte  der  fuudameiitalen  Theorie  als  vielmehr  für  die  specielleu 
Auweudungeu  und  die  Experimentalkimst  hervorragende  Bedeutung. 


Viertes  Capitel. 

Die  Gravitationsmeohanik  Newtons. 

77.  Wie  wir  schon  bei  der  Angabe  des  allgemeinen  Ent- 
wicklung.sganges  (Nr.  rui  bemerkt  haben,  kami  die  Bedeutsamkeit 
eines  neuen  Anwendungsgebiets  nioht  au  sich  selbst  eine  principielle 
.^enderung  vertreten,  und  mau  hat  sich  daher  zu  hüten,  die  kos- 
nii.sche  Grü;ise  des  (jegeustaudes  mit  dem  Gewicht  der  wirklich 
neuen  Elemente  des  mechanischen  Wissens  zu  verwechseln.  Die 
Leistungen  N'ewtons  in  unserm  Gebiet  sind  allzu  häufig  nur  unter 
dem  Eindruck  der  .Anwendungen  der  .Mechanik  auf  das  Planeten- 
system gewürifigt  und  so  namentlich  von  den  Engländern  relativ 


’i  Mariotte.  Oeuvres,  l.eidcn  17t7,  unter  Jer  Ueberselirift:  Iraite  de  tu 
perrussiuD  ete. 
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überschätzt  worfleiu  Hiedurch  hat  man  nicht  nur  an  tialilei  und 
Hnyghens  ein  Unrecht  begangen,  solidem  sicli  auch  überhaupt 
jener  vulgären  Beurtheilungaart  überlassen,  die  statt  der  Krwägung 
der  priucipiellen  Fortschritte  die  vollendete  Thatsache  einer  gross- 
artigen Anwendung  und  das  Stauuea  über  die  Riesendimensioueii 
und  über  die  in  ihrer  l^ninotivirtheit  überi-ascheuden  Aufschlüsse 
zmn  Maass  der  Werthsc.hätzung  macht.  Nun  ist  es  aber  für  uns 
schon  der  Gegenstand  unserer  Nachforschungen  selbst,  der  uns 
einen  andern  .\usgangspuukt  nahelegt.  Wir  haben  die  allgemeinen 
Principien  und  die  principiellen  Bereicherungen  der  Mechanik  zu 
untersuchen.  Aus  diesem  Gesichtspunkt  gehen  uns  die  Krfolge 
der  plaiietarischen  Mechanik  nur  insofern  an,  als  sie  wirklich  auf 
neuen  grundsätzlichen  Einsichten  oder  auf  entscheidenden  Wen- 
dungen in  der  Handhabung  des  ältern  WissensstolTes  beruhen. 
Hiebei  werden  die  Erkenntnisse  an  sich  selbst  gewogen,  und  es 
macht  keinen  Unterschied,  ob  die  Pendeluhr  oder  das  .Sonnen- 
system den  Gegenstand  bildet.  Im  Gegentheil  kann  ein  Princip, 
welches  wie  im  Fall  des  Huyghensschen  Oscillatiouscentrums  bei 
der  Untersuchung  des  zusammengesetzten  Pendels  festgestellt  wird, 
für  den  Fortschritt  der  Mechanik  eine  grössere  Bedeutung  haben, 
als  der  Inbegriff  derjenigen  Grundsätze,  die  für  die  .Mechanik  des 
Himmels  noch  als  specifische  Eigenthümlichkeiten  in  die  Wissen- 
schaft eingeführt  werden  mussten. 

Newton  selbst  hat  die  Anwendung  seiner  mechanischen  Er- 
kenntnisse auf  das  \V' elt.system  als  etwas  Be.sonderes  aufgefasst 
und  sogar  in  seinem  Hauptwerk  die  gesonderte,  weit  abstractere 
Darstellung  einer  die  Attraction  einschliessendeu  allgemeinen  Be- 
wegungslehre zum  vornehmlichen  Gegenstand  gemacht.  Kr  hat 
die  Anweudung  der  Attractionsmechanik  auf  das  Sonnensystem 
derartig  am  Ende  seiner  .\rbeit  dargestellt,  dass  die  liangbeziebung 
zwischen  den  rein  mechauiscben  Einsichten  und  der  specielleii  Be- 
thätigiing  derselben  deutlich  genug  hervortritt. 

78.  Es  sind  drei  Hauptimnkte.  die  wir  für  unserii  Zweck 
im  Newtonschen  Gedankenkreise  ins  .\uge  zu  fassen  hal)en,  näm- 
lich die  Gravitationsidee,  die  mechanische  Constitution  und  Er- 
klärung der  krummlinigen  Bewegungen  und  die  Formulirung  einiger 
einfacher  Fundamentalprincipieu  und  Begriffe  des  dynamisclieii 
Verhaltens.  Wir  werden  sehen,  dass  in  dieser  letzten  Beziehung 
zwar  viel  neue  Formulirungeu  älterer  (Jrundgesetze.  dagegen  wenig 
entscheidende  Fortschritte  vorhanden  sind.  .Sieht  mau  daher  auf 
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(Ihii  rein  nieohanischfii  Gehalt,  so  steht  die  Theorie  der  krunim- 
liiiigen  llewegnngen,  welche  durch  die  Verbindung  einer  ceutri- 
l»eliileu  Kraft  mit  irgend  einer  tangeutialeu  lleharrungsgeschwindig- 
keit  entstehen,  unzweifelhaft  im  Vordergründe,  uud  es  tritt  zu  der- 
selheii  die  specielle  Vorstellung  von  der  quadratischen  Abnahme 
lier  (iravitatiou  sowie  die  Feststellung  der  Einerleiheit  der  letztem 
mit  der  auf  der  Erde  wahrnehmbaren  Schwere  nur  als  eine  ]diysi- 
kalische  Thatsache,  wenn  auch  als  eine  Thatsache  von  eigentlich 
universaler  Tragweite  hinzu. 

Hienach  können  wir,  um  sofort  au  die  Stetigkeit  der  ge- 
schichtlichen Gedankenentwickluug  zu  erinnern,  zwei  Stämme  der 
Wissensüherliefernng  unterscheiden,  auf  welchen  die  Newtonschen 
Ideen  erwachsen  sind.  Der  eine  wird  von  der  eigentlichen  Astro- 
nojiiie  rejiräsentirt,  und  es  ist  der  Deutsche  Kepler,  der  die  that- 
süchlichen  Feststellungen  sow  eit  gefordert  hatte,  dass  die  Zergliederung 
ilerselbeu  nach  mechanischen  Friucipien  die  Gravitationslehre  liefern 
musste.  Der  andere  Stamm  stellt  die  eigentliche  Mechanik  dar, 
uud  hier  ist  es  ausser  der  entscheiilenden  Grundlegung  Galileis 
zunächst  die  Huyglienssche  Theorie  der  (’entralbeweguiig  gewesen, 
woran  Newton  seine  Erklärung  der  mechanischen  Eutstehungs- 
ursachen  krummliniger  Hewegungeii  knüpfen  konnte.  Der  Gedanke 
der  Comhination  einer  Heharrungsgeschwindigkeit  mit  dem  freien 
Fall  war  aber  schon  in  der  Galileischen  Wurfparabel  vorgebildet 
gewesen,  und  es  kam  nun  nur  darauf  au,  die  Idee  einer  solchen 
Verbindung  nach  Massgahe  der  neuen  Vorstellung  von  dem  centralen 
Gravitireu  mathematisch  durchzufflhren  uud  so  zu  der  Nothweudig- 
keit  der  Kegelschnittbahnen  und  speciell  zu  den  inneru  Gründen 
der  thatsächlich  schon  feststehenden  elliptischen  Bewegung  zu 
gelangen,  .\usser  den  mechanischen  Hauptatifgaben  selbst  ist  bei 
Newton  als  ein  hochwichtiger  Punkt  jene  berühmte  Gestaltungs- 
form  des  mathematischen  Denkens  in  Anschlag  zu  bringen,  die 
unter  dem  Namen  der  Fluxionsmethode  als  eine  entscheidende 
Grundlegung  dei-  später  die  Mechanik  mehr  und  mehr  beherrschen- 
den hohem  .\nalysis  <lasteht.  Sie  ist  um  so  bedeutsamer,  als  sie 
nicht  Idos  ein  änsserliches  Hülfsmittel  für  verschiedene  reale 
Aufgaben  repräseutirt,  in  welchen  überhaupt  stetige  GrOssen- 
veräuderuugeii  in  Betracht  kommen,  — sondern  sich  bei  Newton 
sellisi  im  engsten  Anschluss  an  das  mechanische  Denken  und 
dessen  Vorstelluugsfornieu  entwickelt  hat.  Die  Veränderung  der 
Grössen  wird  nämlich  in  diesem  Calcül  von  vornherein  als  ein 
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Erzeiigniss  dpr  Rpwpguiig  gpclacht,  iinil  dip  Versehipdptiheitpu  des 
Waehsthums  wpidpii  als  fiRSfhwindigkpiteii  vorgastpllt.  Durch 
dipspii  intiinpn  Anschluss  des  Hulfsmittels  au  spiupu  uächstPii 
Hauptzweck  untprsclipidet  sich  die  Newtoiisclie  Couceptioii  vou  der 
abstractpreu  Auffassung,  welche  in  den  Leibuizschen  Liueamenton 
des  differentipllen  Algorithmus  vertreten  ist  und  den  Ausgangs- 
punkt für  die  festländische  Entwicklung  des  reinen  Caieüls  gehildel 
hat.  .Jedoch  ist  für  die  Newtousche  iVIechanik  seihst  nicht  zu 
übersehen,  dass  es  sich  hei  der  .Anweuduug  des  tieueii  mathe- 
niatischen  Hülfsmittels  nicht  blos  um  die  Theorie  der  krummlinigen 
Bewegung,  sondern  um  jene  verwickeltereu  Aufgaben  gehandelt 
hat,  welche  sich  um  die  Kragen  nach  der  Bewegung  in  wider- 
stehenden Mitteln  gruppiren  und  erst  im  zweiten  Buch  des 
Newtouschen  Hauptwerks  auftreten.  ln  diesen  Problemen  ist  die 
mathematische  Zurüstung  das  ITeherwiegende,  und  es  tritt  der  (ie- 
halt  an  neuen  materiellen  Principien  mehr  zurück.  .Aus  diesem 
Grunde  haben  wir  uns  für  unsern  Zweck  in  dieser  Richtung  auch 
nur  weniger  einzulassen.  Dagegen  wdrd  es  nöthig  sein,  die  allge- 
meinen Beziehungen  der  mathematisch  analytischen  Vorstellungs- 
arteu  zu  den  mechanischen  Fundamentalvorgängen  nicht  blos  im 
Hinbli(ik  auf  die  New'tonsche  Fluxionenmethode,  sondern  sjiäter 
für  die  Ausbildung  der  auch  in  der  äussern  Form  rein  analytischen 
Ge.staltungen  der  Mechanik  eingehend  zu  untersuchen. 

79.  Isaak  Newton  (1642 — 1727)  gelangte  erst  in  reiferem 
Alter,  etwa  1684.  zur  definitiven  Feststellung  seiner  schon  früh, 
vielleicht  schon  166">  im  Keime  vorhanden  gewesenen  Vorstellungen 
über  die  Gravitation.  Sein  Hauptwerk,  die  „Mathematischen 
Principien  der  Naturphilosophie“  Thilosophiae  naturalis  principia 
mathematica),  arbeitete  er  in  den  .lahren  1685  und  1686.  Es 
erschien  auf  Kosten  Halley’s  1687  und  erfuhr  zu  Lebzeiten  des 
Verfassers  noch  zwei  Ausgaben,  deren  Veränderungen  jedoch  wenig 
ins  Gewicht  fallen.  Diesem  Werk  war  eiu  kleiner  Aufsatz  über 
die  Bewegung  für  die  Englische  Gesellschaft  der  Wissenschaften 
zur  Constatirung  der  neuen  Einsichten  vorangegangen,  und  auch 
das  Hauptwerk  selb.st  hätte  sehr  wohl  als  eiu  Tractat  über  die 
Bewegung  der  Körper  bezeichnet  werden  können.  Drei  Viertel 
seines  Inhalts  fallen  ohnedies  unter  diese  Rubrik,  indem  das  erste 
Buch  ebenso  wie  das  zweite  „über  die  Bewegung  der  Körper“ 
überschrieben  ist  und  erst  das  dritte  den  besondern  Titel  „vom 
Weltsystem“  erhält.  Da  das  letztere  uacb  der  .Anlage  des  ganzen 
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Werks  und  auch  seinem  geringen  Umfang  nach  als  eine  Art  An- 
hang betrachtet  werden  kann,  der  sich  mit  einer  specielleu  An- 
wendung der  abstracteren  Theorien  beschäftigt,  so  erscheint  der 
Stamm  der  Gesammtarbeit  als  eine  Lehre  von  der  Bewegung  der 
Körper  oder,  mit  andern  Worten,  als  eine  rationelle  Mechanik,  die 
ausser  dem  Neuen,  was  sie  bietet,  auch  die  wesentlichen  Priucipien 
der  früheren  Errungenschaften  zur  Darstellung  bringt.  Sie  beginnt 
mit  einer  Einleitung  zur  Feststellung  der  Definitionen  der 
mechanischen  Grundbegriffe  und  zur  Erörterung  der  allgemeinsten 
Bewegungsgesetze.  Diese  principielleu  Präliminarien,  welche  dem 
ersten  Buch  voraugehen,  sind  für  uns  von  nicht  geringer  Wichtig- 
keit, indem  sie  nicht  mir  neue  Formulirungeu  bieten,  sondern 
auch  zeigen,  wie  sich  die  alten  üeberlieferungen  in  der  Newtonschen 
Denkweise  gestalteten.  Doch  werden  wir  uns  nicht  an  den  änsser- 
lichen  Gang  der  Newtonschen  Darstellung  binden,  sondern  das 
eigentlich  Principielle  da  aufnehmen,  wo  wir  es,  gleichviel  ob  ab- 
gesondert und  ausgeworfen  oder  nicht,  in  irgend  welcher  Form 
antreffen.  Indem  wir  daher  unserer  Disposition  in  der  vorigen 
Nummer  folgen,  werden  wir  die  Oerter  der  Behandlung  der  ent- 
scheidenden Lehren  ohne  Rücksicht  auf  die  Newtonsche  Anordnung 
und  Abfolge  nach  Bedürfiiiss  angeben.  Der  genetische  Zusammen- 
hang wird  hiebei  unser  hauptsächlichstes  Augenmerk  bilden  müssen. 
Wir  beginnen  deswegen  mit  der  Gravitationsidee  und  den  ver- 
schiedenen Graden  von  Allgemeinheit  oder  Specialität,  deren  dieser 
Gedanke  bis  zur  letzten  Individualisining  fähig  ist. 

80.  Die  Vorstellung  von  einer  Festhaltuug,  Heranziehung 
oder  Hinneigung  von  Himmelskörpern  zu  einem  Mittelpunkt  ist 
etwas  so  Allgemeines  und  Naheliegendes,  dass  sie  in  ihrer  unbe- 
stimmten Gestalt  unmittelbar  mit  dem  Gedanken  des  Umlaufs 
oder  Umschwungs  selbst  gegeben  zu  sein  scheint.  Indem  mau 
die  Bewegungsbahn  um  ein  Centrum  denkt,  stellt  man  sich  zu- 
gleich unwillkürlich  vor,  dass  eben  dieses  Centrum  den  maass- 
gebenden Beziehungspuukt  für  die  Wendungen  in  jedem  Theil  des 
Weges  bilde,  und  es  ist  nur  ein  sehr  geringer,  sich  fast  von  selbst 
ergebender  Schritt,  auch  den  Grund,  d.  h.  die  reale  Ursache  und, 
specieller  ausgedrückt,  die  Kraft  als  in  der  Richtung  auf  den 
Mittelpunkt  thätig  vorauszusetzen.  Da  die  Begriffe  von  Ursachen 
oder  Kräften  nichts  als  die  Correlate  der  Beweguugserscheiuungcu 
sind,  so  enthält  der  Tj'pus  der  Bewegung  selbst  schon  die  Hin- 
weisung auf  Richtung  und  Ursprung  seiner  besondern  Gestaltung. 
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Die  ümlaufsbewegung  denken,  heisst  daher  schon  soviel,  als  die 
Tendenz,  /um  Oentrum  luitvorstelleu.  Ktwas  Anderes  als  der  Ge- 
danke dieser  vagen  Tendenz,  ist  es  aber  auch  wesentlich  nicht, 
was  schon  in  den  ältesten  Ideen  und  in  den  .Speciilationen  des 
Alterthums  angetroffen  werden  kann.  Von  dieser  schweifenden 
und  fast  noch  ganz,  bedeutungslosen  Vor.stellungsart  bis  zur  völligen, 
allseitigen  Bestimmtheit  der  specifisch  Newtonachen  Gravitations- 
idee ist  aber  noch  ein  weiter  Weg  und  sind  mehrere  Zwischen- 
stufen zu  unterscheiden.  Will  man  also  nach  den  Vorgängern 
Newtons  fragen,  so  muss  man  zwischen  den  verschiedenen  Stadien 
des  AUractionsbegriffs  sorglUltig  unterscheiden.  Thut  mau  dies, 
.so  erhält  mau  mit  den  Kntwickluugsstnfen  des  Gedankens  zugleich 
die  Einsicht  in  die  Stetigkeit  der  ideellen  Geschichte  und  in  die 
gleichsam  eine  Stetigkeitsunterbrechnng  einschliessenden  originalen 
Wendepunkte,  durch  welche  die  bestimmte  und  entacheideudere 
Physiognomie  der  Wahrheiten  herbeigeführt  wird. 

Nach  diesen  lleberlegungen  kann  man  nicht  besonders  über- 
rascht sein,  schon  in  einem  Gespräch  Ober  den  Mond  in  Plutarchs 
Moralia  ’)  Aeua.serungen  zu  finden,  welche  ein  wenig  an  unsere 
V'orstellungeu  über  die  Combinatiou  zweier  Tendenzen  der  Montl- 
bewegnng  streifen  und  allenfalls  als  unbestimmte  und  gelegentlich 
zufällige  Vorweguahmen  der  späteren  Conceptionen  über  ein  Fallen 
des  Mondes  gelten  können.  Es  wird  nämlich  die  Vergleichung 
mit  der  Schleuder  herbeigez.ogeu  und  gesagt,  dass  mau  sich  nicht 
darüber  zu  wundern  hätte,  dass  der  Mond,  der  doch  durch  die 
Bewegung  fortgerissen  würde,  nicht  fiele,  sondern  im  Gegentheil 
nur  dann  zur  Verwunderung  Anlass  haben  würde,  wenn  er  unbe- 
wegt wäre  und  alsdann  nicht  gegen  die  Erde  fiele.  Ans  diesen 
und  ähnlichen  Spuren  und  Berichten  Ober  antike  Vorstellungen 
wird  man  nicht  sofort  auf  bestimmte  Einsichten  schliessen,  wohl 
aber  entnehmen  dürfen,  dass  die  Ideen  der  Alten  über  die  Wirbel- 
bewegungen, seitlichen  Ablenkungen  u.  dgl.  nicht  so  uumotivirt 
imd  imrationell  gewesen  sein  können,  als  man  heute  noch  voiaus- 
zusetzeu  geneigt  ist.  Jene  antiken  Ideen  haben  ihre  zugleich 
psychologische  und  objective  Ursache  gehabt,  wie  die  modernen 
Conceptionen,  und  sie  haben  daher  nicht  umhin  gekonnt,  den 
Phänomenen  und  Erkenntnissantrieben  in  irgend  einem  Maasse  zu 
entsprechen.  Da  der  Gedanke  der  Anziehung  ein  fast  unwillkflr- 


')  De  facie  ipiac  in  erbe  luuac  apparet,  Aasg.  Didat,  Bd.  11  S.  lUIU. 
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liehe»  Zubehör  der  Vorstelluiij'  von  einer  TTmlaufsbewegnng  ist, 
und  tia  sogar  ein  sehr  natürlieher  Authropomoq>hisiniis  dazu 
führen  kann,  den  Naturvorgaug  als  ein  selbständiges,  aber  von 
einem  Thätigkeitseentriini  aus  gehemmtes  Bestreben  der  traus- 
latorischen  Fortbewegung  zu  denken,  so  haben  wir  noch  weit 
weniger  Ursache,  die  Krheblichkeit  der  antiken  Meinungen  zu 
üherschätzen.  Vom  Standpunkt  der  uns  heute  geläufigen  Begriffe 
nehmen  sich  die  vereinzelten  Stellen  leicht  bestimmter  aus,  als 
sie  ursprünglich  gemeint  sein  konnten,  und  wir  werden  mithin  ein 
für  alle  Mal  am  besten  thun,  derartige  Ansätze  zu  Analogien 
unseres  modernen  M'isseus  als  zunächst  ohne  weitere  Wirkung 
bleibende  Kegungeii  iles  natürlichen,  aber  vagen  Denkens  auf  sich 
beruhen  zu  lassen. 

81.  Der  Begriff  von  einem  Herabkommeu  auf  die  Erde  oder 
überhaupt  derjenige  von  der  Annäherung  an  ein  Ceutrnm  kann 
noch  sehr  weit  davon  entfernt  sein,' mit  der  bestimmteren  Idee 
des  eigentlichen  Fallen»  znsammenzutreffeu.  Was  das  Fallen  auf 
der  Erde  sei  und  was  so  zu  sagen  die  Fallkraft  hier  zu  bedeuten 
habe,  war  in  dem  Gedankenkreis  eines  Galilei  schon  in  einer  ganz 
andern  Weise  festgestellt,  als  in  den  schweifenden  Vorstellungen 
der  vorangehenden  Zeiten  und  des  Alterthums.  Die  Vergleichung 
kosmischer  Bewegungen  mit  dem  Fallen  konnte  erst  einen  strengeren 
Rinn  erhalten,  wenn  die  Erscheinung,  mit  der  mau  das  Unbekannte 
verglich,  selbst  tiefer  erkannt  und  in  ihrer  Wirkiiugsform  unter- 
sucht war.  Hieuach  begreift  sieh,  dass  erst  diejenigen  Attractions- 
vorstelhmgen  den  Sinn  einer  eigentlichen  Gravitation  haben  konnten, 
die  den  Galileischen  Errungenschaften  nachfolgten.  Als  Beispiel 
für  eine  frühere,  noch  sehr  nuvollstäudige  Vorstellung  von  den 
Functionen  der  .Schwerkraft  kann  die  Idee  des  grossen  Begründers 
der  neueren  Astronomie  dienen.  Coperiiicus  stellte  sich  vor,  dass 
die  Schwere  in  einem  Bestreben  (appetentia;  nach  dem  Centruui 
bestehe,  wodurch  die  Massen  ihre  kugelige  Gestalt  erhielten,  und 
dass  die  Existenz  dieser  Gestattungsart  ein  Zeugnis»  für  die  all- 
gemeine Verbreitung  einer  solchen  .\rt  von  Schw'ere  sei.  Er 
sagt')  wörtlich:  „Ich  bin  der  Ansicht,  dass  die  Schwere  nichts 
Anderes  sei,  als  eine  .\rt  den  Theilen  beigegebenes  . . . , natür- 
liches Bestreben  appetentiam  quandam  naturalem  partibus  iuditam) 
sich  zu  einem  einheitlichen  Ganzen  in  Kugelgestalt  zu  formireu ; 


')  ABtrouutnia  instaiirata.  Buch  I Cap.  9. 
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and  es  ist  zu  glauben,  dass  diese  AfTectiou  auch  der  Souue,  dem 
Monde  und  den  übrigen  Planeten  zukoinme,  und  dieselben  hiedurch 
in  ihrer  runden  Gestalt  verbleiben.“ 

Was  Kepler  anbetrifft,  der  grade  diejenigen  a-stronourischen 
That.sachen  feststellte,  welche  eine  eigentliche  Gravitationstheorie 
möglich  gemacht  haben,  so  hatte  er  von  einer  kosmischen  Schwere 
schon  sehr  bestimmte  Vorstellungen.  Beriihmt  ist  seine  Ansicht, 
dass  bei  einer  gegenseitigen  Annäherung  des  Mondes  und  der 
Erde  der  erstere  des  Weges  zurücklegen  werde,  während 

sieh  die  Erde  ihrer  grösseren  Masse  wegen  nur  um  den  verhält- 
nissmässig  kleinen  Kest  gegen  den  Mond  hin  bewegeu  würde '). 
Da  jedoch  Kepler  in  seinen  umfassenden  sjieculativen  Versuchs- 
vorstellungen  die  Ursache  des  Umschwungs  selbst  erklären  und 
auf  die  Sonne  als  Thätigkeitsmittelpunkt  zurückführen  wollte,  so 
verfiel  er  nebenbei  auch  in  magnetische  Abstossuugsideen,  welche 
die  zutreffenderen  Gedanken  wieder  verdarben’).  Die  Verschieden- 
heiten in  deu  Umlaufsgeschwindigkeiten  der  Planeten  wurden  von 
ihm  als  Wirkungen  der  verschiedenen  Grössen  der  Massenträgheit 
aufgefasst,  die  von  der  in  der  rotirenden  Sonne  entspringenden 
Uinschwungskraft  zu  überwinden  wären. 

Weit  wichtiger  als  die  maunichfaltigen  Vorstellungen,  in  denen 
sich  Kepler  versuchte,  ist  für  uns  der  Umstand,  dass  Um  seine  schliess- 
licheu  glänzenden  Ergebnisse  weder  zur  Festhaltuug  einer  unge- 
mischten Vorstellung  von  der  allgemeinen  Schwere  noch  zur  dauernden 
Annahme  der  quadratischen  Verriugei'ung  einer  solchen  Centralkraft 
befähigt  haben.  Er,  der  1619  in  der  Harmonia  mundi  das  ent- 
scheidende Gesetz  ’)  veröffentlicht  hatte,  nach  welchem  sich  die 
Quadrate  der  planetarischen  Umlaufszeiteu  wie  die  Kuben  der 
grossen  Axen,  also  wie  die  Entfernungen  von  der  Sonne  verhalten, 
verwarf  selbst  die  quadratische  .\bnahme,  um  die  einfache  Pro- 
l'ortionalität  mit  der  Entfernung  an  deren  Stelle  zu  setzen.  Er  gelaugte 
nie  zu  jenem  einfachen  Schluss,  der  das  fragliche  Gesetz  selbst 
sofort  in  die  Formel  zu  verwandeln  erlaubt,  dass  sich  die  ceutripe- 
talen  oder,  wenn  man  will,  auch  centrifngalen  Bewegungsbestrebuugen 
umgekehrt  wie  die  Quadrate  der  Distanzen  verhalten,  und  dass 


')  Astrunumia  uova  scu  de  motu  stellae  Marti»,  introdactio.  Aasg.  der 
Keplersrhen  Werke  von  Frisch.  8 Bde.  Krankt.  1858  —71,  Bd.  III  8.  151. 

»)  Ibid.  cap.  84,  S.  8O0  fg. 

•)  Hannunices  mundi  liher  quintiis,  cap.  8,  in  d.  angef.  Ausg.  Bd.  V S.  279. 
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auf  diese  Weise  die  Action  nach  dem  Mittelpunkt  als  mit  der 
Entfernung  quadratisch  abnehmend  zu  denken  sei.  Was  hat  ihn 
hieran  gehindertV  Offenbar  nicht  der  Mangel  an  Genie,  welches 
er  nach  der  empirischen  Seite  und  in  seinen  Speculationeu,  ja 
selbst  in  den  schweifeuderen  Imaginationen  in  vollem  Maass  be- 
kundet hatte!  ln  Rücksicht  auf  die  persünlichen  Eigenschaften 
wäre  daher  kein  Grund  vorhanden  gewesen,  für  die  Begründung 
der  Gravitationstheorie  erst  auf  Newton  zu  warten.  Die  Ursache 
des  Mangels  war  objectiv  und  lag  ganz  wo  anders.  Für  Kepler 
waren  die  Errungenschaften  seines  ihn  überlebenden  Zeitgenossen 
Galilei  so  gut  wie  nicht  vorhanden,  und  noch  viel  weniger  stand 
ihm  etwas  wie  die  erst  ein  Meuscheualter  nach  seinem  Tode  von 
Huygheiis  formulirte  Theorie  der  Centralbewegung  zu  Gebote. 
Ohue  die  letztere  liess  sich  aber  das  Gesetz  der  Umlaufszeiteu 
nicht  in  zweckentsprechender  Weise  umformeu  uud  keine  eigent- 
lich mechanische  Idee  von  deu  gegen  das  Centrum  gerichteten 
Kraftgrösseu  gewinnen.  Man  muss  das  Quadrat  der  Geschwindig- 
keit. dividirt  durch  deu  Radius,  bereits  als  Form  für  das  Maass 
der  centralen  Kraft  besitzen,  um  aus  dem  Keplerschen  Gesetz  über 
die  Quadrate  der  Umlaufszeiteu  durch  einfache  algebraische  Opera- 
tionen eine  Formel  herzustelleu,  welche  die  quadratische  Abnahme 
der  Attractiou  mit  der  wachsenden  Entfernung  zum  Ausdruck 
bringt.  Mehr  als  ein  halbes  .Jahrhundert  sollte  aber  vor  der  Com- 
biuatiou  der  beiden  Gesichtspunkte  verstreichen,  und  es  ist  diese 
Hinausschiebung  nur  dadurch  zu  erklären,  dass  demjenigen,  der 
die  zulängliche  Astronomie  uud  nöthige  Kühnheit  der  nach  Ge- 
setzen ansspähenden  Speculation  besass,  die  erforderlichen  Zer- 
gliederuugsmittel  des  mechani-schen  Denkens  noch  nicht  zur  Verfügung 
standen.  Erinnern  wir  uns  der  oben  (Nr.  78)  erwähnten  zwei 
Hauptstämme  der  Wissensüberlieferuug,  so  können  wir  sagen,  da.ss 
die  ursprüngliche  Isolirung  des  einen  von  dem  andeni,  nämlich 
der  eigentlichen  Mechanik  von  deu  Gesetzen  der  Astronomie,  den 
verhältuissmässig  verspäteten  Fortschritt  der  in  ihren  Ansätzen 
bereits  bemerkbaren  Gravitationsidee  verschuldet  habe.  Wie  wenig 
Kepler  selbst  in  dieser  Beziehung  mit  den  erforderlichen  elemen- 
taren Vorstellungen  ausgemstet  war.  zeigt  sich  sehr  charakteristisch 
darin,  dass  er  zwar  die  Trägheit  der  Materie  im  Ruhezustände 
als  etwas  aufiässt,  was  der  Bewegung  einen  der  Masse  proportionalen 
Widerstand  entgegensetze,  — dass  er  aber  die  Trägheit  in  der 
Form  der  Beharruugsgeschwindigkeit  nicht  kermt  und  daher  einer 
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stetigen  Ursache  zn  bedürfen  glaubt,  um  das  Translatorische  im 
Umschwünge  der  Planeten  zu  erklären. 

82.  Ungefähr  um  die  Zeit  als  sich  auch  Newton  in  der 
Richtung  auf  die  Gravitationsidee  zu  beschäftigen  anfing,  also  ein 
paar  Jahrzehnte  ehe  er  mit  der  volleudeteu  Theorie  hervor- 
treten konnte,  zeigten  sich  bei  verschiedenen  Autoren  sehr  deut- 
liche Spuren  der  Energie,  mit  welcher  die  Thatsacheu  und  Ge- 
danken auf  die  neue  Entdeckung  hindräugteu.  Besonders  muss 
in  dieser  Beziehung  A.  Borelli  genannt  werden,  der  in  seiner 
Arbeit  über  die  Jnpiterstrabanten  ')  davon  ausgeht,  dass  die  Planeten 
und  Trabanten  sich  mit  der  Kugel,  die  sie  umkreisen,  vereinigen 
wollen,  und  dass  die  Kreisbewegung  das  Bestreben  (impetum)  be- 
gründe, sich  vom  Centrum  zu  entfernen.  Das  Gleichgewicht  zwischen 
den  beiden  Tendenzen  wird  von  ihm  als  die  Ursache  der  Mög- 
lichkeit der  Umläufe  angesehen. 

Weit  näher  als  Borelli  kam  dem  Gravitationssystem  ein 
Landsgenosse  Newtons,  der  gradezu  die  eigentlich  mechanischen 
Verhältnisse  ins  Auge  fasste  und  sogar  in  dieser  Richtung  experi- 
mentirte.  Hooke  entwickelte  seine  Gedanken  über  die  Gravitation 
in  einer  besondern  Schrift  *),  gelangte  jedoch  erst  später  zu  der 
V^oraussetzung  der  quadratischen  Abnahme.  Nimmt  man  diese 
letztere  Vorstellung  hinzu,  so  ist  ersichtlich,  dass  für  Newton  nur 
noch  der  Nachweis  der  thatsächlichen  Einerleiheit  der  Erdschwere 
und  der  Attraction  übrig  blieb.  Hookes  grosser  Vorzug  vor  allen 
seinen  Vorgängern  bestand  darin,  dass  er  von  vornherein  die  allge- 
meinen mechanischen  Gesetze  als  den  Schlüssel  zum  Verständniss 
der  planetarischen  Bewegungen  ansah.  Er  unterschied  nicht  nur 
die  gradlinige  Beharrungsgeschwiudigkeit,  die  er  wie  durch  einen 
ursprünglichen  Antrieb  ein  für  alle  Mal  entstanden  dachte,  von 
dem  ablenkenden  Attractionsprincip,  sondern  erwog  auch  den  Ein- 
fluss der  Grössenverschiedenheit  dieser  beiden  Tendenzen.  Er 
nahm  die  Nothwendigkeit  dos  Entstehens  der  elliptischen  Be- 
wegung au.  Uebrigens  sagte  er  voraus,  dass  derjenige,  welcher  genauer 
auf  die  Quantitätsverhältnisse  eingehen  würde,  dazu  gelangen 
müsste,  die  planetarischen  Erscheinungen  mit  der  grössten  Ge- 
nauigkeit bestimmen  zu  können.  Das  mechanische  Problem  der 


‘)  Theuricae  Hediceunun  planoUroni  ex  cansts  physicia  dedactae, 
Florenz  1666. 

*1  An  attempt  tu  prove  the  luutiun  of  the  eartb  etc.  1674. 
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kosmischen  Gravitation  war  ihm  also  vollkommen  klar  geworden. 
Aul'  seinen  Streit  mit  Newton  wirft  die  Beilage  eines  Briefs  des 
Letztem  auHalley  vom  20.  Juni  168(5')  viel  Licht,  und  es  zeigt 
sich  hiebei  auch  zugleich,  dass  die  Annahme  der  quadratischeu 
Abnahme  au  sich  selbst  ohne  weitere  Verfolgung  der  Con.sequenzeu 
noch  nicht  entscheidend  sein  konnte.  Newton  selbst  benift  sich 
au  dieser  Stelle  darauf,  dass  diese  Art  der  Abnahme  auch  schon 
weit  früher  von  Bouillaud  *)  vorausgesetzt  worden  war.  Wenn 
also  auch  Hooke  ziemlich  weit  gekommen  war,  so  fehlte  ausser 
dem  Nachweis  der  Kinerleiheit  der  Erdschwere  und  der  Attractiou 
auch  noch  die  genauere  Vorstellung,  welche  das  Gravitiren  jedem 
Theilcheu  der  Materie  als  einem  solchen  beilegt  und  die  Ent- 
wicklimg  der  Auziehuugsgesetze  innerhalb  der  geballten  Massen 
möglich  macht.  Ebenso  mussten  die  streng  mathematischen 
Gründe  der  Entstehung  elliptischer  Bahnen  noch  erst  entwickelt 
werden,  und  hier  bot  sich  für  Newton  grade  das  seiner  Geistesart 
angemessenste  Feld  der  Nachforschungen  dar. 

88.  IVir  können  uns  hier  nicht  auf  die  Untersuchung  der 
hesouderu  Umstände  einlassen,  unter  welchen  Newton  selbst  nach 
und  nach  dem  schliesslichen  Kesultat  näher  gekommen  ist,  und 
es  liegt  ausser  unserer  Aufgabe,  die  Frage  zu  entscheiden,  inwie- 
weit er  den  Winken  Hookes  etwas  zu  verdanken  gehabt  habe.  Weit 
wichtiger,  als  diese  C'outroverse,  ist  der  klar  zu  Tage  liegende 
Zusammenhang  mit  den  Keplerschen  Leistungen.  In  einem  Brief 
au  Halley  vom  14.  Juli  1686  erklärt  Newton  selbst,  dass  er 
die  quadratische  Abnahme  vor  etwa  20  Jahren  aus  dem  Kepler- 
schen Gesetz  geschlossen  habe,  ln  diesem  Punkt  war  also  die 
Erfahrung  nebst  der  zugehörigen  rein  inductiven  Speculation  des 
Deutschen  Denkers  den  Erwägungen  der  inneru  Ursachen  voran- 
gegangeu,  und  die  Art,  wie  Newton  zu  seinem  Ergebniss  gelangte, 
befand  sich  im  entschiedensten  Contrast  zu  dem  Verfahren,  durch 
welches  Galilei  den  Grund  zur  Dynamik  gelegt,  hatte.  Bei  dem 
Italiener  war  der  anticij>ireude  Gedanke  der  Führer  zur  .Auftiudung 
der  thatsächlichen  Fallgesetze  gewesen ; bei  dem  Engländer  musste 
umgekehrt  das  bereits  als  Thatsache  festgestellte  Gesetz  über  das 


'■)  Abged  ruckt  bei  Brewster,  Mcinoirs  of  the  Jife  of  Newton,  2 Bde. 
London  1835,  Bd,  I S.  442  fg. 

■')  (jemeintistlsni.Bullialdi.tstronomiaPhilolaica.  Paris  104,5.  lib.  I cap.  XU. 
*)  Abgedruckt  bei  Brewater,  Memuira  of  the  life  of  Newton,  Bd.  1 S.  449. 
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Verhältaiss  der  ümlaufszeiten  zu  den  Entfernungen  den  Leitfaden 
und  zwar  den  Leitfaden  für  ein  blos  zergliederndes  Denken  ab- 
geben. Das  entscheidende  Verdienst  dieser  Zerlegung  einer  er- 
fahruugsinässig  gegebenen  Thatsache  in  ihre  coustituirenden  Elemente 
oder  Partialthatsachen  bestand  nun  bei  Newton  darin,  dass  die 
mechanischen  Factoren  dabei  wirklich  sichtbar  wurden.  Hiezu 
leistete,  wie  schon  früher  augedeutet,  der  Ausdruck  für  dieCeulri- 
fugalkraft,  wie  ihn  Huyghens  als  dem  Quadrat  der  Geschwindig- 
keit direct  und  dem  Uadius  oder  Abstande  umgekehrt  proportional 
bestimmt  hatte,  die  unentbehrliche  Hülfe.  Indem  das  Keplersche 
Verhältniss  der  Quadrate  der  Umlaufszeiten  in  seiner  Gleichheit 
mit  demjenigen  der  Kuben  der  (mittleren)  Entfernungen  dazu 
benutzt  wurde,  durch  einfache  Substitutionen  einen  Ausdruck  für 
das  Verhältniss  der  Centrifugalkräfte  herzustellen,  ergab  sich  das 
letztere  als  in  Bezug  auf  die  Entfernungen  umgekehrt  quadratisch. 
Dies  ist  die  äusserst  einfache  Erzeugung  der  Einsicht  in  die  all- 
gemeine Form  der  Gravitation  oder  vielmehr  Attraction;  denn  ob 
die  in  dieser  Weise  zwischen  den  Planeten,  den  Trabanten  und 
der  Sonne  wirksame  Anziehung  oder  centripetale  Action  mit  der 
auf  der  Erde  wahrnehmLarcn  Schwere  etwas  gemein  habe,  war 
durch  jenes  Gesetz  der  quadratischen  Abnahme  noch  nicht  fest- 
gestellt. Diese  Abnahme  hatte  die  Gestalt  einer  Thatsache.  deren 
Allgemeinheit  auch  vermöge  der  unmittelbaren  Analogie  nicht 
über  das  Verhalten  der  kosmischen  Körper  als  ganzer  Massen 
hinausreichte.  Um  daher  das  Wesen  der  .\ttraction  als  wirkliche 
Gravitation  zu  erkennen,  musste  eine  Brücke  geschlagen  werden, 
welche  eine  Vergleichung  der  von  Galilei  erkannten  Eigenschaften 
des  freien  Falles  au  der  Oberfläche  der  Erde  mit  den  Eigen- 
schaften der  kosmischen  Attraction  ermöglichte. 

Die  Herstellung  dieser  Brücke  wird  nun  als  eine  Eigen- 
thümlichkeit  des  Newtonscheu  Verfahrens  gelten  müssen,  und  erst 
hei  diesem  Punkt  beginnt  seine  Entdeckung  diejenige  Gestalt  an- 
zunehmen, durch  welche  sie  sich  unstreitig  von  allen  voraii- 
gegangenen  oder  gleichzeitig  concurrireuden  Conceptionen  unter- 
scheidet. Es  ist  bekannt,  wie  Newton  die  centripetale  Bewegung 
des  Mondes  während  des  Durchlaufens  eines  Bahntheilcheus,  also 
das  Fallen  desselben,  d.  h.  die  Ablenkung  von  der  sonst  einzu- 
schlageuden  Tangente  mit  dem  derselben  Zeit  entsprechenden 
Fallraum  an  der  Oberfläche  der  Erde  unter  Voraussetzung  der 
quadratischen  Abnahme  verglich  und  so  schliesslich  die  Identität 
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der  beiden  Phänomene  feststellte.  Es  zeigte  sich  nämlich,  dass 
sich  die  beiden  Erscheinungen  des  Fallens  in  nichts  Anderem,  als 
in  ihrer  besondern  Grössengestaltung  nach  Maassgabe  des  Gesetzes 
der  quadratischen  Abnahme  unterschieden.  Hiemit  war  die  Einerlei- 
heit  der  Kraft,  welche  den  Erscheinungen  der  Erdschwere  und 
der  allgemeinen  .\ttraction  zu  Grunde  liegt,  so  zwingend  als  nur 
irgend  möglich  erwiesen;  denn  man  hatte  nunmehr  nur  zwei 
quantitativ  differenzirte  Wirkungen  vor  sich,  die  sich  unter  eine 
allgemeine  Wirkungsform  und  deren  Gesetz  subsumiren  liessen. 
Was  man  sich  bei  dem  Begriff  der  Kraft  und  hier  speciell  der 
allgemeinen  Schwerkraft,  allgemeinen  Attraction  oder  Gravitation 
übrigens  noch  denken  mochte,  blieb  für  die  Hanpterkenntniss  und 
den  Beweis  der  Einerleiheit  des  Princips  ganz  gleichgültig;  denn 
man  hatte  die  besondern  Wirkungen  unter  eine  allgemeine  Wirkungs- 
form gebracht,  und  mehr  war  weder  möglich  noch  nöthig.  Aus 
diesem  Grunde  braucht  auch  nur  im  Vorbeigehen  daran  erinnert 
zu  werden,  dass  Newton,  der  sich  thatsächlich  das  Verhältniss  des 
Gravitirens  unter  dem  Bilde  einer  eigentlichen  Anziehung  vorzu- 
stellen liebte  und  deswegen  angegriffen  wurde,  grundsätzlich  eine 
solche  Auschauungsart  als  unerheblich  angesehen  und  die  Be- 
gründung der  Gravitationslehre  als  von  solchen  Ideen  über  die 
innere  Beschaffenheit  der  Kraft  unabhängig  beurtheilt  wissen 
wollte.  Hiemit  hatte  er  offenbar  Recht;  denn  was  die  Ursache 
der  fraglichen  Erscheiuungsgruppe  oder  des  fraglichen  Systems 
von  Vorgängen  auch  noch  sonst  für  Eigenschaften  und  Beziehungen 
haben  mochte,  so  war  sie  durch  ihre  Wirkungen  nicht  nur  un- 
zweideutig gekennzeichnet,  sondern  auch  ausschliesslich  in  diesen 
Wirkungen  der  Gegenstand  des  Wissens.  Unsere  Generation  hat 
z.  B.  eine  neue  Beziehung  der  Schwere  kennen  gelernt,  durch 
welche  ein  intimes  Verhältniss  zu  den  ^Värmeerscheinungen  nahe 
gelegt  ist;  aber  diese  Erkenntni.ss  kann  trotz  ihrer  Tra^eite  nicht 
den  geringsten  Einfluss  auf  die  Gültigkeit  der  ein  für  alle  Mal 
festgestellten  Principien  der  Gravitation  üben. 

Der  Newtonsche  Nachweis  einer  identischen  Gravitation  in 
den  Erscheinungen  der  gewöhnlichen  Schwere  und  in  dem  Attrahirt- 
w erden  des  Mondes  bat,  wie  allbekannt  ist,  eine  längere  Reihe 
von  Jahren  hindurch  eine  Hemmung  erfahren,  indem  Newton  bei 
der  ersten,  schon  sehr  frühen  Anstellung  der  Rechnung  einen  un- 
exacten  Erdradius  zu  Gninde  legte  und  erst  später  nach  Maass- 
gabe der  Picardschen  Gradmessnng  den  Fehler  verbesserte.  Der 
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ursprüngliche  Calcfll  hatte  keinen  hinreichend  übereinstimmenden 
Zusammenhang  zwischen  dem  Fallraum  der  ersten  Secunde  an 
der  Erdoberfläche  und  dem  Fallen  des  Mondes  ergeben,  und 
Newton  hatte  sich  sogar  durch  dieses  Resultat  zu  der  Idee  ver- 
leiten lassen,  die  Gravitation  sei  nur  zum  Theil  im  Spiele  und  das 
L'ebrige  werde  auf  eine  Wirbelbewegung  zurückzuführen  sein. 
Diese  ursprüngliche  Unentschiedenheit  der  Vorstellungsart  zeigt 
noch  besonders  deutlich,  wie  der  ganze  Nerv  des  Beweises  einer 
identischen  Gravitation  in  der  quantitativen  Uebereinstimmung  der 
verschiedenen  Wirkungen  der  als  gleichartig  oder  analog  voraus- 
gesetzten Ursachen  gelegen  habe. 

84.  Mit  dem  Vorangehenden  haben  wir  den  Punkt  erreicht, 
bei  welchem  die  Gravitationsidee  hinreichende  Bestimmtheit  erlangt 
hat.  um  sich  zu  einer  Gravitationsmechauik  ausbilden  zu  können. 
Wenn  jeder  beliebig  kleine  Körper  an  der  Erdoberfläche  gravitirte. 
so  war  hiemit  eigentlich  schon  die  Vorstellung  gegeben,  dass  jedes 
materielle  Theilchen  attrahirt  wurde,  und  es  war  kaum  noch  ein 
besonderer  Schritt  nöthig,  es  Angesichts  der  allgemeinen  Gegen- 
seitigkeit der  Massenanziehung  auch  als  attrahirend  zu  denken. 
Die  Planeten  zogen  die  Trabanten  an  und  wurden  selbst  von  der 
Sonne  angezogen.  Es  lag  daher  auch  ohne  Hinblick  auf  Ebbe 
und  Fluth  oder  gar  auf  gegenseitige  Störungen  sehr  nahe,  die 
•Utraction  mit  der  Materie  überall  verknüpft  und  daher  jede  Masse 
als  zugleich  angezogen  und  anziehend  vorzustellen.  Eine  Schranke 
liess  sich  aber  für  die  Grösse  der  Körper,  bei  welcher  die  allge- 
meine Schwere  noch  statthätte,  gar  nicht  ziehen.  Es  war  kein 
(Inind  vorhanden,  warum,  wenn  eine  Masse  gravitirte,  nicht  auch 
ilie  Hälfte  derselben  diese  Eigenschaft  haben  sollte,  und  hiemit 
war  die  Gravitation  der  Elemente  als  solcher  eine  unumgängliche 
Idee.  Hiezu  kam  noch  der  allgemeine  mechanische  Gedanke, 
demzufolge  überall  die,  Masse  einen  multiplicativen  Factor  jeder 
Kraft  bildete  und  daher  jede  bewegende  Kraft  als  von  den 
Theilchen  der  Masse  getragen  angesehen  werden  musste.  Die 
Untersuchungen  über  die  Resultante  der  Erdschwere  und  deren 
.Abweichungen  sowie  über  die  Anziehung  im  luiieni  der  Massen 
mussten  den  Gesichtspunkt  einer  von  Element  zu  Element  statt- 
findenden Gravitation  bestätigen.  Indem  Newton  die  Consequenzen 
in  dieser  Richtung  zog,  schlug  er  einen  Weg  ein,  auf  welchem 
sich  später  die  analytische  Gravitationsmechanik  bis  ins  Kleinste 
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ausbildete  und  aus  den  Störungen  die  Existenz  noch  nicht  ge- 
sehener Planeten  erschliessen  lehrte. 

Nachdem  wir  auf  diese  principielle  Eröffnung  eines  neuen 
Spielraums  der  Mechanik  hingewiesen  haben,  müssen  wir  uns  nun 
nach  der  Theorie  der  krummlinigeu  Heweguiig  umsehen,  durch 
welche  Newton  die  (jrundzüge  des  Verhaltens  der  neuen  Kräfte- 
gattimg  bemeisterte  und  die  Keplerschen  Thatsacben  aus  iuneni 
Gründen  verständlich  machte.  Wir  werden  jedoch  in  dieser  Be- 
ziehung kurz  sein  können,  da  es  sich  in  dieser  Angelegenheit  trotz 
ihrer  Tragweite  doch  für  uns  uur  um  die  Nachweisuug  handeln 
kann,  dass  unter  Voraussetzung  der  ümvitationsidee  die  ganze 
übrige  Entwicklung  einen  rein  mathematischen  Charakter  habe  und 
kein  einziges  neues  Princip  der  Mechanik  erfordere.  Streng  ge- 
nommen ist  sogar  diese  ganze  Abzweigung  der  Theorie  in  ihrer 
höchsten  Abstraction  rein  phoronomisch,  indem  eine  Massenver- 
schiedenheit  zunächst  gar  nicht  in  Frage  kommt  und  die  Anziehung 
nichts  weiter  bedeutet  als  eine  Tendenz  zur  Annäherung  von 
gegebener  Form  und  Grösse. 

Erinnern  wir  uns,  dass  Huyghens  die  gleichförmige  Kreis- 
bewegung in  jedem  Punkt  als  eine  centrale  Tendenz  dargestellt 
hatte,  die  dem  Quadrat  der  Geschwiudigkeit  direct  und  dem  Radius 
umgekehrt  proportional  ist.  Erinnern  wir  uns  ferner,  dass  diese 
Darstellung  auch  für  jede  andere  ungleichförmige  und  beliebig 
krummlinige  Bewegung  die  strengste  Gültigkeit  behielt,  sobald  mau 
an  die  Stelle  des  Radius  den  allgemeineren  Begriff  des  Krümmungs- 
radius  setzte.  Eine  krummlinige  Bewegung  mochte  also  beschaflfen 
sein  wie  sie  wollte,  mau  hatte  im  unmittelbarsten  Anschluss  an 
die  Huygheusschen  Ideen  einen  Ausdruck  für  die  in  einem  jeden 
Punkt  derselben  vorhandene  centrale  Tendenz  nach  Richtung  der 
Normale.  Insoweit  war  für  Newton  nicht  mehr  viel  zu  thun  übrig, 
solange  die  Gravitationsbewegungen  im  Groben  nach  den  mittleren 
Entfernungen  betrachtet  wurden,  und  es  sich  mithin  uur  um  die 
<Iurchschnittliche  .Messung  einer  ceutripetalen  Temlenz  handelte, 
die  als  mit  dem  Krümmungsradius  zusammenfallend  betrachtet 
werden  konnte.  Bei  der  relativen  Geringfügigkeit  der  Excentricitäten 
konnte  zunächst,  wie  z.  B.  bei  dem  Mond,  in  den  ersten  Ueber- 
legungen  über  die  Wirkungen  der  Gravitation  so  verfahren  werden, 
als  wenn  es  sich  um  Kreisbahnen  handelte.  Eine  andere  Gestalt 
musste  aber  das  Problem  gewinnen,  sobald  über  die  allgemeine 
und  durchschnittliche,  gleichsam  statische  Beziehung  der  punktuellen 
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(jmvitationsgrösse  hinausgegaugnu  mid  die  Frage  lieaiit  wertet 
«erdeu  sollte,  wie  sic-h  bei  der  für  einen  Punkt  gegebenen 
tangentialen  Beharruugsgesdiwindigkeit  und  bei  der  ebenfalls 
gegebenen  Anziehung  uaeh  einem  festen  Punkt,  der  nicht  auf  der 
llichtung  der  Normale,  zn  jener  Oescdiwindigkeit  zu  liegen  brauchte, 
die  Bahn  gestalten  müsse.  Dies  ist  die  Hauptaufgabe,  und  um 
sie  zu  lösen,  musste  die  .\uziehungsKraft  nicht  etwa  blos  in  ihrer 
Grösse  für  den  Punkt,  sondern  auch  in  ihrer  Form  der  .\bhängigkeit 
von  der  Entfernung  gegeben  sein.  .Sie  musste  also  als  quadratisch 
ahuehmend  vorausgesetzt  werden,  wenn  die  Curven  der  freien 
Graritationsbewegung  und  deren  Position  zum  .\ctiousceutrum  er- 
mittelt werden  sollten.  Newton  fand,  da.ss  eine  derartige  Be- 
wegung unter  allen  Umstünden  ein  Kegelschnitt  und  zwar  mit 
dem  Actionscentrum  als  Brennpunkt  sein  müsse.  Die  Grösse  der 
gegebenen  tangentialen  Ge.schwindigkeit  entscheidet  im  Verhiiltniss 
zur  Anziehung  darüber,  welcher  besondere  Kegelschnitt  entstehen 
müsse.  Auf  diese  AVeise  ergiebt  sich  die  Ellipticität  der  Planeten- 
bahnen als  die  Folge  des  Zusammenwirkens  einer  tangentialen 
Beharrungsgeschwindigkeit  mit  der  Anziehung  im  umgekehrten 
Verhältniss  des  Quadrats  der  Entfernung.  Der  abstracte  Theil 
der  Newtonschen  Bewegungstheorie  richtet  sich  in  dieser  Be- 
ziehung auch  noch  besonders  darauf,  uachzuweiseu,  dass  unter 
andern  Bedingungen,  also  z.  B.  unter  einem  anders  fingirten  .An- 
ziehungsgesetz, keine  Kegelschuittbahneu  entstehen,  die  das  Actions- 
centrum zum  Brennpunkt  hätten.  Hienach  ist  die  Beziehung 
reciprokabel ; der  Kegelschnitt  mit  dem  Kraftmittelpunkt  im  Brenn- 
punkt ergiebt  die  quadratische  Anziehung  als  einzig  mögliche 
Voranssetzung  seiner  gravitationsmä.ssigeu  Entstehung,  und  das 
quadratische  Auziehuugsgesetz  liefert  als  einzige  Möglichkeit 
seiner  Verwirklichung  die  Kegelschnittsform  der  Bahnen. 

85.  Wo,  wie  bei  den  Kometen,  die  Excentricitäteu  bedeutend 
sind,  wird  es  besonders  sichtbar,  dass  die  Bahn  gleichsam  eine 
Falllinie  sei,  und  dass  die  tangentialen  Geschwindigkeiten  in  jedem 
Punkt  zu  einem  grossen  Theil  von  einem  actuelleu  Fallen  her- 
rühren. Denkt  man  sich  z.  B.  die  seitliche  Anfangsgeschwindigkeit 
verhältnissmässig  sehr  schwach,  so  wird  der  angezogene  Körper 
fast  dem  Actionsceutrum  zuzueilen  scheinen,  d.  h.  er  wird  um 
dasselbe  eine  langgestreckte  Ellipse  beschreiben,  in  welcher  unge- 
fähr nach  Richtung  der  grossen  Axe  das  .Anwachsen  der  Ge- 
schwindigkeiten, also  die  Existenz  der  tangentialen  Geschwiudig- 
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keiten  vorzugsweise  auf  Rechuung  der  beschleunigenden  Kraft  der 
Anziehung  zu  setzen  ist.  Auch  wird  in  einem  solchen  Fall  die 
schiefe  Lage  des  Radius  Vector  sich  für  die  Auffassung  besonder» 
markiren,  und  der  Unterschied  einer  tangentialen  und  einer  centri- 
petalen  Beschleunigung  recht  anschaulich  hervortreten.  Während 
nämlich  in  dem  Huyghensschen  Musterfall  der  Centrifugalkraft  die 
letztere  ganz  und  gar  das  repräseutirte,  was  ausser  dein  Beharren 
der  Geschwindigkeit  als  ablenkende  Kraft  vorhanden  war  und 
mithin  von  einer  Tangentialkraft  nicht  geredet  werden  konnte, 
lässt  sich  in  jedem  Bewegungstj'pus,  bei  welchem  der  centrale 
Zug  nicht  senkrecht  auf  die  Tangente  gerichtet  ist,  die  Central- 
kraft, ohne  Null  zu  werden,  auf  die  Tangente  projicirt  denken, 
und  so  ergiebt  sich  die  bekannte  Zerlegung  in  eine  tangentiale 
und  eine  centripetale  Kraft. 

Wir  wollen  au  diese  elementaren  Begriffe  nur  erinnert  haben, 
um  die  Hauptzüge  der  Newtonschen  Theorie  krummliniger  Be- 
wegungen zu  bezeichnen.  Diese  Theorie  ist  von  ihm  derartig 
abstract  in  solchen  Variationen  ausgeführt  worden,  dass  sie  weit 
mehr  als  den  eigentlichen  Zweck,  nämlich  die  Darlegung  der 
mechanischen  Verfassung  der  Gravitationsbewegungen,  zu  behandeln 
scheint.  Jedoch  mussten,  wenn  mau  näher  zusieht,  allerlei  be- 
nachbarte Möglichkeiten  hypothetisch  erwogen  werden,  um  die 
Nothwendigkeit  der  excentrischen  Bewegung  in  einem  Kegelschnitt 
nachzuweiseu.  Kiu  selir  einfaches  Beispiel  kann  uns  zeigen,  dass 
die  centrisch  elliptische  Bewegung  nicht  den  Bedingungen  der 
Gravitation  zu  entsprechen  vermag.  Man  braucht  nämlich  nur 
die  Huyghenssche  gleichförmige  Kreisbewegung  auf  eine  nicht 
parallele  Ebene  in  allen  ihren  Verhältnissen  projicirt  zu  denken, 
um  die  Bewegung  in  einer  Ellipse  um  deren  Mittelpunkt  zu 
erhalten,  bei  welcher  sich  nach  einigen  Ueberlegnngen  zeigt, 
dass  der  centrale  Zug  im  einfachen  Verhältniss  des  Abstandes 
vom  Mittelpunkt  zunimmt.  Offenbar  veranschaulicht  es  die  that- 
sächlichen  Gravitationsverhältnisse,  für  deren  quadratische  Form 
man  zunächst  keine  innern  Gründe  hat,  wenn  die  Centralbewegung 
im  Allgemeinen  und  für  verschiedene  Anziehungsgesetze  behandelt 
wird.  Auch  gehörte  es  zu  einer  abstracten  Theorie  der  krumm- 
linigen Bewegung,  die  ganz  allgemeinen  Eigenschaften  jeder 
Centralbewegung,  wie  z.  B.  den  Satz  der  den  Zeiten  proportionalen 
Flächensectoreu,  unabhängig  von  einer  besoudern  Gestaltung  dar- 
zulegeu.  Newtons  Entwicklung  ist  in  dieser  Hinsicht  ein  Stück 
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allgemeiuer  Bewegungslehre.  Im  3.  Buch  aber  das  Weltsystem 
Satz  13  wird  die  elliptische  Hewegiiug  der  Planeten  und  der 
Keplersche  Satz  von  der  Beschreibung  der  den  Zeiten  proportionalen 
Fläcbenrfiume  ausgesprochen,  und  dieses  ganze  planetarische  Be- 
wegungsgesetz, welches  zunächst  als  thatsächlich  gegeben,  d.  h. 
von  Kepler  inductiv  festgestellt  auftritt,  als  „a  priori“  aus  den 
mechanischen  Principien  erweislich  gekennzeichnet,  indem  einfach 
die  Sätze  1 und  XI  sowie  das  Corollar  1 zu  Satz  Xlll  des  ersten 
Buchs  in  Bezug  genommen  werden.  Diese  citirteii  Sätze  fallen 
in  den  2.  und  3.  Abschnitt,  die  von  der  Bestimmung  der  Centri- 
petalkräfte  und  von  der  exceutrischen  Bewegung  in  Kegelschnitten 
bandeln.  Der  erste  Satz  spricht  die  Proportionalität  der  Flächen 
mit  den  Zeiten  ans;  der  elfte  enthält  die  Aufgabe  aus  der  ge- 
gebenen excentrischen  Bewegung  in  der  Ellipse  das  Anziehungs- 
gesetz abzuleiteu,  und  das  erwähnte  Corollar  enthält  die  allgemeine 
Formulirung  der  wechselseitigen  Zusammengehörigkeit  der  Kegel- 
schnittsbahnen und  der  quadratischen  Anziehung. 

In  der  rein  mechanischen  Entwicklung  dieser  Grundformen 
und  Orundeigenschaften  der  freien  Centralbewegung  liegt  zugleich 
eine  Analyse  der  krummlinigen  Bewegungen  Oberhaupt,  und  dies 
ist  die  Seite  der  Theorie,  vermöge  deren  bei  Newton  auch  die 
Grundlagen  oder  Ansätze  zu  Principien  zn  suchen  sind,  die  in 
ihrer  völligen  Allgemeinheit,  wie  z.  B.  das  Princip  der  Flächen, 
erst  später  die  Rolle  von  dynamischen  Grundverhältnissen  der  ge- 
sanimten  Mechanik  spielten.  Die  Erkenntniss  solcher  genereller 
Eigenschaften  der  Bewegungen  von  einem  bestimmten  Typus  er- 
hält aber  erst  ihr  volles  Interesse  im  Uebergang  zu  den  höchsten 
Stofen  der  Abstraction  der  analytisch  rationellen  Mechanik,  und 
wir  werden  daher  erst  später  auf  die  Ausgangspunkte  bei  Newton 
zunlckzugreifen  haben.  Hier  müssen  wir  eingedenk  bleiben,  dass 
der  Kernpunkt  der  neuen  Theorie  der  Attractionsbewegungeu  in 
Satz  XVII  des  ersten  Buches  zu  suchen  ist,  wo  die  Aufgabe  ge- 
löst wird,  bei  gegebener  Anfangsgeschwindigkeit  und  quadratischer 
Anziehung  die  Bahn  zu  beetimmen.  In  dieser  Erzeugung  der 
Bahncnrve  ans  den  punktuellen  Elementen  zeigt  sich,  wie  wir 
dies  schon  oben  erörtert  haben,  der  entscheidende  Fortschritt, 
indem  das  Verfahren  der  Zerlegung  der  Keplerschen  Thatsachen 
in  ihre  mechanischen  Bestandtheile  einer  entsprechenden  ümkehnmg 
unterworfen  wurde.  Heute  ist  dieser  Proeess  für  uns  nur  ein 
wenig  Integriren  au  ein  paar  Difierentialformelu , während  die 
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lilossp  Zorle^ng  der  vollstäiidigeu  Thatsaehen  sogar  nur  ein  blosses 
Differeuzirpu  erfordert.  Hieraus  ersieht  mau  die  Bedeutsamkeit  der 
rmkehniug  der  Ableitungen.  Die  gleichsam  construirende  Genesis 
der  Bahnen  entspricht  den  mechanischen  Erzengungsacten  der 
Natur,  und  der  Weg  der  AuHösung  der  vollständigen  Thatsaclien 
in  die  coustitutiveu  Elemente  findet  sich  durch  denjenigen  der  ideellen 
Hervorbringuug  dieser  Thatsaclien  aus  den  Elementen  ergänzt. 

8().  Die  Verwandlung  der  Keplerschen  Thatsaclien  in 
Attractiousnothwendigkeiten,  wie  wir  sie  bisher  als  Newtonsches 
System  der  Gravitationsmechanik  vorgefflhrt  haben,  hatte  sich  zu- 
nächst uoch  gar  nicht  um  die  Massen  zu  bekümmern  gehabt. 
Es  waren  so  zu  sagen  phoronomische  Phänomene,  die  Kepler 
beobachtet  hatte,  und  die  Zurückführung  derselben  auf  eine  centrale 
Anuäherungstendenz  im  umgekehrten  Quadrat  der  Entfernung  ver- 
äudeite  die  allgemeine  Gestalt  der  Sache  nicht.  Die  excentrische 
Bewegung  in  der  Ellipse,  also  das  scheinbar  einfachste  der  Kep- 
lerscheu Gesetze,  enthielt  die  beiden  andern,  sobald  es  zum 
Gegenstand  dei'  Zergliederung  gemacht  wurde.  Die  Analyse  einer 
excentriscb  elliptischen  Bahn  ergiebt,  w eun  die  letztere  phoronomisch 
in  sich  selbst  betrachtet  und  analog  wie  die  Kreisbewegung  unter- 
sucht wird,  alles  üebrige  rein  geometrisch.  Die  quadratische  Ab- 
nahme der  centralen  Tendenz  mit  der  Entfernung  ist  hiebei  die 
constitutive  Gruudeigenschaft  des  Gebildes,  während  die  Be- 
schreibung gleicher  Flächenausschuitte  in  gleichen  Zeiten  eine 
Eigenschaft  ist,  die  es  mit  jeglicher  Centralbewegung  theilt.  Ver- 
bindet mau  die  Betrachtung  mehrerer  Ellipsen,  in  denen  das  bei 
der  einen  erkannte  Gesetz  der  quadratischen  .Abnahme  auch  für 
den  Zusammenhang  der  Gruppe  d.  h.  für  die  Positionen  zum 
gemeinsameu  Brennpunkt  zu  Grunde  gelegt  w'ird,  so  erhält  man 
das  Keplersche  Gesetz,  dass  sich  die  Quadrate  der  Uinlaufszeiten 
wie  die  Kuben  der  grossen  Axen  verhalten.  Hienach  ist  ersicht- 
lich, dass  wir  es  bis  zu  diesem  Punkt  mit  einem  Stück  subtilerer 
Phoronomie  zu  thiin  gehabt  haben,  in  welcher  die  Bewegung  nur 
au  sich  selbst,  d.  h.  nur  als  phänomenale  Grösse  betrachtet  zu 
werden  brauchte,  um  die  wichtigsteu  Grundgesetze  zu  liefern. 
Es  begreift  sich  aber  hiemit  auch  zugleich,  warum  ein  neues, 
eigentlich  mechanisches  Princip  hier  noch  gar  nicht  in  Frage 
kommen  konnte,  und  wie  selbst  die  Gravitationsidee  in  dieser 
Hinsicht  mir  insoweit  erforderlich  war,  als  sie  den  phoronoraischen 
Gedanken  einer  gewissen  .Art  der  Annäherung  einschloss. 
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Pen  specifisch  mechanischen  Principien  begegnen  wir  aber 
sofort,  wenn  der  Uebergang  von  den  Bewegungserscheinungen  zu 
den  Massenverhältnissen  vollzogen  wird.  Per  Schluss  auf  die 
Mengen  der  Materie,  mit  welchen  die  verschiedenen  VVeltkörper 
ihre  Attraction  ausOben,  ist  derjenige  Schritt,  bei  welchem  sich 
die  Gravitationsphoronomie  erst  in  eine  eigentliche  Gravitations- 
mechauik  verwandelt.  f]s  wird  hiebei  eine  Vorstellung  von  der 
Messung  der  Gravitationskräfte  nothweudig,  und  diese  Vorstellung 
muss  zugleich  ein  Schema  für  die  Kräftemessung  überhaupt  ent- 
halten. Mit  diesen  Ueberlegungen  sind  wir  sofort  bei  den  Fiinda- 
meutalprincipien  und  Grundbegritfen.  Wir  lassen  den  Schluss  auf 
die  Massen,  in  dessen  Möglichkeit  eine  streng  principielle  Einsicht 
erst  vorbereitet  werden  muss,  vorläufig  noch  zur  Seite,  um  die 
Gestaltung  der  leitenden  Axiome  bei  Newton  insoweit  durchzugehen, 
als  hierin  etwas  Eigenthümliches  hervortritt. 

Wie  schon  gesagt,  geht  den  drei  Büchern  des  Newtonschen 
Hauptwerks  ein  Inbegriff  einleitender  Präliminarien  voran,  die  man 
mit  den  Prota  des  Euklides  einigermaassen  vergleichen  könnte. 
Sie  bestehen  in  Pefinitionen  und  Bewegungsaxiomeu  (aiiomata  sive 
leges  motus).  Jedoch  würde  man.  wie  gleich  unser  erster  principieller 
Fall  zeigen  wird,  fehlgreifen,  wenn  man  sich  ausschliesslich  an 
diese  Zusammenstellung  binden  und  die  Grundbegriffe  nicht  auch 
anderwärts  anfsuchen  wollte.  Piejeuige  von  allen  Conceptioneu. 
welche  den  Platz  an  der  Spitze  wohl  am  ehesten  in  Anspruch 
nehmen  könnte,  muss  z.  B.  schon  in  Lemma  X des  ersten  Buchs 
aufgesucht  werden,  welches  besagt,  dass  eine  Kraft,  auch  wenn 
sie  nicht  constant  ist.  im  Anfänge  Räume  hervorbringt,  die  den 
Zeiten  quadratisch  proportional  sind. 

Pie  Galileische  Schwere  war  eine  durchaus  constante  Kraft 
gewesen,  und  mit  den  Fallgesetzen  war  überhaupt  die  allgemeine 
Wirkungsform  einer  constanten  Kraft  festgestellt.  Piese  W’^irkungs- 
fomi  bestand  in  der  Hervorbringung  von  Räumen,  die  den  Qua- 
draten der  Zeiten  proportional  .sind  oder,  wenn  man  die  Wirkungen 
in  ihren  einfachen  Elementen  betrachtet,  in  nichts  weiter  als  in 
der  Ertheiliing  von  Geschwindigkeiten  nach  Verhältniss  der  W^ir- 
kungszeit.  Pie  constante  Kraft  war  also  nach  der  Geschwindigkeit 
z.ii  messen,  die  sie  in  einer  beliebigen  Zeiteinheit  dem  Beweglichen 
ertheilte.  Galilei  selbst  kam  noch  nicht  iu  den  Fall,  die  Kräfte 
mit  Rücksicht  auf  die  Materie  anders  als  in  statischen  Beziehungen 
vergleichen  und  messen  zu  müssen.  In  seiner  eignen  Dynamik 
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blieben  die  von  den  Mengen  der  Materie  herrührenden  Verschieden- 
heiten der  Kräftewirkung  gleichgültig.  Seine  Sätze  über  die 
Gleichheit  der  Kraft  des  Aufsteigens  zu  der  Fallhöhe  mit  der 
durch  den  Fall  erlangten  Kraftgrösse  bezogen  sich  stets  auf  den- 
selben Körper  von  unbestimmter  und  gleichgültiger  Masse.  Nur 
in  den  statischen  Beziehungen  an  den  einfachen  Maschinen  oder 
bei  den  Flüssigkeiten  trat  der  Grundsatz  hervor,  dass  die  beiden 
Factoren  der  Kraftgrösse  die  Menge  der  Materie  und  die  Ge- 
schwindigkeit seien.  Diese  später  technisch  als  Quantität  der 
Bewegung  bezeichnete  Grösse,  die  besonders  von  Cartesius  ins 
Auge  gefasst  worden  war,  spielte  bis  auf  Huyghens  Untersuchungen 
über  das  Oscillationscentrum  die  Rolle  eines  Begriffs,  welcher  nur 
in  nicht  eigentlich  dynamischen  Beziehungen  eine  Anwendung  er- 
fuhr. Am  sichtbarsten  Hess  erst  die  Behandlung  der  Stossgesetze 
die  Nothwendigkeit  hervortreten,  die  specifisch  dynamischen  Kräfte 
in  ihrer  Wirkung  auf  verschiedene  Massen  zu  veranschlagen.  So 
entwickelte  sich  die  Vorstellung,  dass  eine  constante  Kraft  durch 
die  Geschwindigkeit  gemessen  werde,  welche  sie  in  irgend  einer 
Zeiteinheit  irgend  einer  Masseneinheit  ertheile.  Bis  zu  diesem 
Punkt  hatte  daher  Newton  nur  die  bereits  entwickelten  Vor- 
stellungen .aufzunehmen  und  in  abgesonderter  Form  für  das  jetzt 
erst  erschlossene  Feld  von  Anwendungen  zu  fiiiren.  Seine 
sogenannte  vis  motrii  ist  nichts  als  diejenige  Tendenz,  welche  im 
Gleichgewichtsverhältniss  als  Gewicht  oder  Spannung  erscheint, 
und  sie  bedeutet  mithin  jenen  elementaren  Antrieb,  der  in  seiner 
dauernden  Entwicklung  die  Geschwindigkeiten  erzeugt  und  durch 
die  in  der  Zeiteinheit  hervorgebrachte  Geschwindigkeit  gemessen 
wird.  Sie  ist  das,  was  man  heute  in  der  Mechanik  kurzweg  Kraft 
nennt,  was  man  von  jeder  Beharrungsgeschwindigkeit  unterscheidet, 
und  was  auf  diese  Weise  der  Summe  der  Wirkungsresultate,  d.  h. 
der  Arbeit  der  Kraft  entgegengesetzt  werden  muss.  Allgemeine 
Naturkräfte  in  ihrer  generellen  Wirkungsmöglichkeit  sowie  über- 
haupt alle  Kräfte,  insofern  sie  im  Hinblick  auf  den  allgemeinen 
Grund  ihrer  besondern  Wirkungsgrössen  gedacht  werden,  können 
nicht  anders  gekennzeichnet,  bestimmt  und  gemessen  werden,  als 
indem  man  ihre  einfachste  Wirkungsform  und  Wirkungsgrösse 
nach  dem  Ablauf  einer  Zeiteinheit  als  Maass  setzt.  Die  der  Zeit 
proportionale  Erzeugung  von  Geschwindigkeiten  ist  hier  diese 
einfache  Wirkungsart.  Bei  dieser  Betrachtung  ist  es  bis  auf 
Lagrange  und  auch  bis  auf  den  heutigen  Tag  verblieben,  und  die 
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Streitigkeiten  über  die  Schätzungsart  der  Kräfte  berührten  eigent- 
lich gar  nicht  die  Kräfte  in  ihrer  allgemeinen  Form,  sondern  nur 
die  Vergleichungsart  der  besondern  VVirknngsgrössen. 

Was  uns  hier  interessirt,  ist  auch  noch  gar  nicht  die  letztere 
Controverse,  sondern  greift  tiefer,  indem  vor  allen  Dingen  die 
Grundfrage  zu  beantworten  ist,  wie  man  sich  den  nicht  constanten 
Kräften  gegenüber  veibalteii  solle.  Newton  hat  die  Antwort 
hierauf,  die  über  den  Galileischen  Gesichtspunkt  entschieden  hinaus- 
trug, in  dem  schon  erwähnten  10.  Lemma  des  1.  Bucha  gegeben, 
während  es  sich  in  der  That  nicht  um  eine  aus  einem  fremden 
Gebiet  entnommene  Hülfseinsicht,  also  nicht  um  einen  Lehnsatz, 
sondern  um  eine  Idee  handelte,  welche  zur  Sicherung  aller  Natur- 
mechanik an  die  Spitze  treten  muss,  da  die  Naturkräfte  der  Kegel 
nach  nicht  constant,  sondern  nach  Maassgabe  der  Positionen  ihrer 
Angriffapunkte  oder  Oberhaupt  der  räumlichen  Verhältnisse  eine 
nothwendige  Veränderung  erfahren.  Was  Galilei  für  ein  annähernd 
coustantes  Verhalten  als  Wirkungsform  der  Kraft  festgestellt  hatte, 
musste  nun  auch  für  das  veränderliche  Verhalten  untersucht 
werden.  Die  quantitative  Auffassung  der  Kräfte  musste  solange 
bedenklich  geuirt  bleiben,  als  man  nicht  einen  von  der  Vei-änder- 
lichkeit  derselben  unabhängigen  Begriff  ihrer  Wirkiingsart  und 
Messbarkeit  gesichert  hatte. 

87.  Der  letzte  Grund,  die  mit  der  Distanz  veränderlichen 
Kräfte  zunächst  genau  so  aufzufassen,  als  wären  sie  constant,  liegt 
in  der  Stetigkeit  ihrer  Grössenveräuderung.  Keine  Naturkraft,  mit 
der  man  operirt,  wird  in  irgend  einem  Augenblick  als  etwa  erst 
entstehend,  d.  h.  von  Null  anfangend  gedacht,  sondern  hat  in 
jedem  strengen  Zeitpunkt  bereits  eine  bestimmte  oder,  wie  man 
gewöhnlich  sagt,  endliche  Grösse.  Dieser  gegebenen  Grösse  gegen- 
über muss  sich  uuu  jede  Veränderung,  die  in  der  Kraft  selbst 
statthabeu  soll,  erst  zeitlich  entwickeln.  Sie  muss  durch  Hinzu- 
fügung von  Grössen  erfolgen,  die  jede  beliebige  Stufe  repräsentiren, 
die  man  nach  Null  annehmen  mag.  Setzt  man  also  das  Zeit- 
theilchen,  während  die  Kraft  wirkt,  unbeschränkt  klein,  so  wird 
auch  die  Abweichung  von  der  Constanz  unbeschränkt  klein  ge- 
nommen werden  können.  Der  constante  endliche  Bestandtheil  der 
Kraft  wird  allein  erheblich  und  maassgebend  sein.  Man  wird  von 
der  Veränderung  der  Kraft  innerhalb  des  Zeittheilchens  ebenso 
abseheu  können,  wie  mau  von  der  Richtuugsveränderung  in  einem 
unbegrenzt  kleinen  Curvenelement  abstrahirt.  Die  Wirkungsart 
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der  Kraft  in  Rücksicht  auf  die  Proportionalität  der  Geschwindig- 
keiten mit  der  Zeit  wird  iuuerhalh  des  Zeitelements  mit  unbe- 
grenzter Approximation  vorhanden  sein,  oder  es  wird,  wie  man 
sich  gewöhnlich  ausdrückt,  jede  noch  so  veränderliche  Krall 
während  eines  Augenblicks  so  behandelt  werden  können,  als  wenn 
sie  innerhalb  dieses  Zeittheilchens  constant  wäre.  Diese  Möglich- 
keit wird  mm  das  Fundament  für  die  gewöhnliche  Maassbestimmiiug. 
Die  Wirkuugsart,  d.  h.  die  Proportion  zwischen  Zeitverlauf  und 
ertheilter  Geschwindigkeit,  ist  an  dem  beliebig  kleinen  Zeittheilchen 
ebensogut  wie  au  jeder  andern  Zeitausdehuuug  ersichtlich.  Mau 
kann  sich  dieses  kleine  Theilchen  wiederum  beliebig  zerlegt  denken; 
man  kann  es  als  Repräsentanten  einer  Fallzeit  oder  sonst  eines 
Effects  denken,  ja  man  könnte,  wenn  es  nöthig  wäre,  in  ihm  eine 
ganze  VV'elt  von  Maunichfaltigkeiten  vor  sich  gehen  lassen.  Hier 
ist  es  jedoch  für  uns  nur  der  Vertreter  der  constanten  Wirkung 
einer  nicht  constanten  Kraft.  Wir  können  daher  aus  ihm  un- 
mittelbar die  Wirkung  ableiten,  die  erfolgen  würde,  wenn  die 
Kraft  während  einer  ganzen  Zeiteinheit  derartig  constant  wirkte, 
wie  sie  innerhalb  dieses  Theilchens  als  constant  wirksam  voraus- 
gesetzt ist.  Hieraus  folgt  denn  auch  der  Xewtonsche  Satz,  dass 
für  den  „Anfang“  die  den  Zeiten  quadratisch  proportionalen  Räume 
erzeugt  werden,  oder  mit  andern  Worten,  dass  die  Galileische 
Wirkungsform  für  die  erste  Entwicklung  jeder  Kraft  gültig  ist. 

Will  man  die  Kräfte  mit  einander  vergleichen,  so  hat  ein 
solches  Unternehmen,  sobald  es  sieh  um  allgemeine  Ursachen  und 
nicht  um  besondere  Specialwirkuugeu  während  verschiedener  Zeiten 
unter  besonderu  Umständen  handelt,  nur  daun  einen  Sinn,  wenn 
die  Kräfte  aus  einem  gewissen  Gesichtspunkt  als  gleichartig  er- 
scheinen. Mau  wird  daher  die  nicht  constanten  Kräfte  in  irgend 
einer  Position  gleichsam  fiiiren  müssen,  um  sie  überhaupt  mit 
constanten  Kräften  vergleichen  und  messen  zu  können.  Nur  auf 
diese  Weise  wird  man  sie  unter  das  Schema  der  gewöhnlichen 
Wirkungsfonu  bringen  und  sie  unter  den  allgemeinen  dynamischen 
Kraftbegriff  überhaupt  erst  siibsumireu.  Die  kuustmässige  Ab- 
straction,  die  hierin  liegt,  wird  sofort  ersichtlich,  wenn  mau  ver- 
suchsweise fingirt,  dass  mau  sich  einer  sehr  grossen  Zeiteinheit, 
z.  11.  des  Tages  anstatt  der  Secuude  für  die  Angabe  des  Maasses 
der  Schwerkraft  auf  der  Erde  bedienen  wollte.  Au  einem  solchen 
Beispiel  zeigt  sich,  was  die  für  constante  und  nicht  coustante 
Kräfte  gemeinsame  Schätzung  nach  der  Beschleuuiguugsgrösse  zu 
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bedeuten  habe.  Dipsp  Messiiiigsait  ist  mit  dpr  stillsphwoigenden 
Bedingung  behaftet,  dass  es  sich  gar  nicht  um  die  Messung  oder 
Bestimiming  der  allgemeinen  Kraft  in  ihrer  TotalitAt,  sondern  nur 
um  ihre  Grösse  in  einer  bestimmten  Position  handeln  solle.  Streng 
genommen  ist  es  daher  nicht  die  Naturkraft  überhaupt,  sondern 
die  Kraft  an  einem  bestimmten  Ort.  was  Gegenstand  der  gewöhn- 
lichen Schätzungsart  wird.  Nichtsdestoweniger  sind  diese  Be- 
stimmungen der  Kräfte  ganz  exact,  sobald  man  nur  immer  ein- 
gedenk bleibt,  dass  ihrer  Kennzeichnung  durch  die  in  der  Zeit- 
einheit ertheilte  Geschwindigkeit  der  Wirkungsort  in  seiner  räum- 
lichen Bestimmtheit  stillschweigend  als  nähere  Voraussetzung  zu 
Grunde  liegt.  Für  unbegrenzte  Approximationen  ist  dieser  Wirkungs- 
ort ein  unbegrenzt  kleiner  Kaum;  für  .\pproximationen  von  einem 
bestimmten  Grade  der  Genauigkeit  bestimmt  sich  auch  die  Weite 
der  Umgehung,  in  welcher  die  Constanz  angenommen  werden  kann, 
in  einer  entsprechend  begrenzten  Weise.  Streng  und  ohne  Approxi- 
mation würde  der  Wirkungsort  nur  als  ausdehnungsloser  Punkt 
gedacht  werden  können.  In  diesem  Falle  würde  aber  die  Vor- 
stellung von  einer  Entwicklung  verschwinden  und  nur  der  gleichsam 
diesseits  der  Grenze  der  Entwicklung  belegeiie  und  jeder  Bewegung 
vorangehende  Antrieb  der  Kraft  als  Gegenstand  der  gemeinsamen 
Messung  für  constante  und  veiAnderliche  Actionsursachen  ührig 
bleiben.  In  der  That  ist  es  auch  dieser  Antrieb,  für  den  die 
Constanz  oder  Veränderlichkeit  ganz  gleichgültig  ist,  und  auf  dessen 
Grössenbestimmung  es  streng  genommen  einzig  und  allein  ankommt. 
Dieser  Antrieb  heisst  z.  B.  aus  dem  einen  Gesichtspunkt  Gewicht, 
aus  dem  andern  bewegende  Kraft.  Die  schon  erwähnte  vis  motrix 
Newtons  ist  nichts  Anderes,  und  was  die  Mechanik  als  Kraft  be- 
zeichnet und  im  Dividendus  als  zweites  Differential  des  von  der 
Zeit  abhängigen  Raumes  ausdrückt,  repräsentirt  grade  diesen  An- 
trieb. Das  Differential  der  Geschwindigkeit  in  Beziehung  auf  die 
Zeit,  welches  ebenfalls  nur  ein  anderer  Ausdruck  für  dieselbe 
Sache  ist,  zeigt  dies  noch  deutlicher.  Im  ersteren  Fall  ist  das 
Quadrat  des  Zeitelemeuts,  im  letzteren  das  Zeitelement  selbst  die 
Dauer,  durch  welche  das  Raumelement  dividirt  werden  muss.  So 
entstehen  die  Differentialcoefficienten  oder  abgeleiteten  Functionen, 
welche  bei  strenger  Ablösung  von  jedem  infinitesimalen  Element 
jenen  Antrieb  selbst  messen  und  in  Beziehung  auf  bestimmte  Zeit- 
und  Raumeinheiten  diejenige  Wirksamkeit  ausdrücken,  die  er  haben 
würde,  wenn  er  in  der  strengsten  Unveränderlichkeit  zur  Be- 
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thätigung  gelangte.  Diese  strenge  Unveränderlichkeit  hat  aber 
nur  für  die  Ruhe  statt  und  ausserdem  noch  für  den  dauerlosen 
Moment,  in  welchem  man  eine  gegenseitige  Beziehung  verschiedener 
Kräfte  ähnlich  dem  Gleichgewicht  denken  mag,  einen  exact  zu- 
treffenden Sinn.  Mehr  ist  aber  für  die  Vergleichung  und  Messung 
auch  gar  nicht  erforderlich,  und  es  begreift  sich,  dass  die 
Newtonsche  Vorstellung  von  der  Wirkung  im  „Anfang“  einerseits 
eine  Approximation  und  andererseits  die  Veranschaulichung  eines 
in  aller  Strenge  bestehenden  Verhältnisses  punktueller  Art  sei. 

88.  Nicht  blos  in  der  Gravitationsmechauik,  sondern  auch 
überall  sonst  in  der  Natur  hat  mau  es  mit  Krütteu  zu  thuii,  deren 
Wesen  darin  besteht,  sich  mit  der  Entfernung  der  auf  einander 
wirkenden  Massen  zu  ändern.  Dieser  Umstand  berührt  aber  die 
Galileische  Entwicklungsform  insofern  nicht,  als  die  letztere  das 
Schema  ist,  die  unmittelbar  von  der  Zeitdauer  abhängigen  An- 
sammlungen der  Geschwindigkeiten  darzustellen.  Diese  Ansamm- 
lung beruht  aber  auf  dem  Beharrungsgesetz,  und  es  ist  daher  nur 
das  letztere  in  Verbindung  mit  den  aufeinanderfolgenden  als  gleich 
vorausgesetzten  Antrieben  der  Kraft  zur  Darstellung  gebracht. 
Aendern  sich  diese  Antriebe  mit  der  Entftu-nung.  so  wird  die  all- 
gemeine Form  der  von  der  Zeit  abhängigen  Entwicklung  nicht 
unbrauchbar,  sondern  ist  nur  durch  eiue  zweite  Variabilität,  welche 
den  sonst  constanten  Kraftfactor  selbst  betrifft,  zu  modificiren. 
Die  Vernachlässigung  dieser  zweiten  Variabilität  in  der  Galileischen 
Schwere  macht  die  Formeln  für  die  letztere  sehr  einfach,  während 
schon  der  Fall  aus  kosmischen  Höhen  eine  weniger  einfache  Ge- 
stalt ergiebt.  Die  Bewegungsveränderuugen  im  Planetensystem 
sind  aber  nur  besondere  Gestaltungen  des  Falles  aus  kosmischen 
Höhen,  verbunden  mit  einer  seitlichen  Geschwindigkeit,  welche 
diesem  Fallen  nur  einen  bestimmten  Spielraum  verstattet  und  eine 
gleichsam  peuduliieude  Keproduction  von  Fallen  und  Aufsteigon 
verursacht.  Innerhalb  dieses  Spielraums  variirt  nun  die  Kraft  mit 
dem  Quadrat  der  Entfernung,  und  man  sieht  hieraus  deutlich, 
dass  nur  die  einfachsten,  gleichsam  statischen  Probleme  der 
Gravitationsmechanik  mit  den  gewöhulichen  Vorstellungen  von 
verschiedenen  Kräften,  die  jede  für  ihren  Ort  coustant  ist,  aufzu- 
lösen waren.  Mit  solchen  discreten  Fixirungen  constanter  Kräfte, 
denen  zufolge  man  die  Schwere  je  nach  dem  Ort  als  eine  isolirte 
selbständige  Kraft  mit  einer  eigenthümlichen  Wirkungsgrösse  für 
die  Zeiteinheit  auffasst,  Hess  sich  aber  schon  Vielerlei  ausmachen 


Digilized  by  Google 


199 


lind  waren  z.  B.  schon  die  Schlüsse  auf  die  Massen  von  Körpern 
des  Sonnensystems  ausführbar.  Die  Gewichte  derselben  Menge 
von  Materie  konnten  nach  Verschiedenheit  der  Lage  mit  einander 
verglichen  werden,  und  der  durch  den  Hinblick  auf  die  gewöhn- 
liche nicht  weiter  unterschiedene  Erdschwere  beschränkte  Begriff 
des  Gewichts  erweiterte  sich  unter  Newtons  Händen  zu  einer  all- 
gemeinen kosmisch  gültigen  Idee  von  der  Ponderation  nach  Maass- 
gabe der  Masse  und  des  jedesmaligen  Kraftfactors.  Dieser  er- 
weiterte Begriff  ist  derjenige,  den  wir  heute  sehr  einfach  durch 
die  Formel  p = mj  ausdrücken  können,  wo  p das  Gewicht,  m die 
Masse  und  j die  Beschleunigung  bezeichnet.  Für  die  Verhält- 
nisse an  der  Oberfläche  der  Erde  verwandelt  sich  diese  Formel  in 
P = mg,  wo  P das  Gewicht  an  der  Oberfläche  und  g die  Be- 
schleunigung ebendaselbst,  d.  h.  die  während  der  Secunde  ertheil- 
bare  Geschwindigkeit  repräsentirt.  Ob  man  den  Fallraum  der 
ersten  Secunde  oder  die  stets  das  Doppelte  desselben  betragende 
Endgeschwindigkeit  nimmt,  ist  nicht  wesentlich.  Doch  entspricht 
es  einer  rationellen  üebereinstimmung  in  der  Vorstellungsart,  den 
Geschwindigkeitszuwachs  während  einer  Secunde  zu  wählen. 
Andernfalls  würde  man  in  eine  Gedankenreihe  eintreten,  die  der 
seit  Galilei  herrschenden  Vorstellungsart  nicht  entspricht,  und  die 
erst  vollständig  consequent  werden  kann,  wenn  man  überall  und 
durchgängig  statt  des  Geschwindigkeitszuwachses  die  Arbeit  der 
Kraft,  also  als  deren  Einheit  den  während  einer  Secunde  hervor- 
gebrachten Kaum  zum  Anknüpfungspunkt  der  Vergleichungen  und 
Messungen  macht. 

Die  Masse  oder,  mit  andern  Worten,  die  Menge  der  Materie 
ist  zwar  als  Begriff  ganz  selbständig,  aber  in  ihrer  kosmischen 
Bestimmung  etwas  zunächst  Unbekanntes,  worauf  aus  der  Grösse 
der  Kraft  geschlossen  wird.  In  der  wahrnehmbaren  Wirkung  kennt 
man  nur  den  einen  Factor,  indem  man  z.  B.  weiss,  welche  Fall- 
bewegung eine  relativ  nicht  grosse  Masse  in  einem  bestimmten 
Abstande  von  der  Sonne  oder  von  der  Erde  oder  von  einem  andern 
Planeten  annehmen  muss.  Man  weiss  dies  aus  der  Beobachtung 
der  Planeten  und  Trabanten  selbst,  und  man  kennt  auch  bis  jetzt 
keinen  andern  Weg,  diese  absoluten  Grössen  der  Antriebe  festzu- 
stellen. Hat  man  sie  einmal  für  die  bestimmten  Positionen  und 
Massenverhältnisse,  so  kann  man  sie  für  alle  möglichen  Lagen 
nach  dem  allgemeinen  Gesetz  berechnen.  Hierauf  beruhen  die 
Schlüsse,  welche  auf  Gruudlage  der  phorouomischen  Phänomene 
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eine  Bestimmung  der  Massen  ergeben,  in  welcher  irgend  eine  be- 
kannte Masseneinheit  auf  der  Erde  den  Ausgangspunkt  bildet. 
Auf  diese  Weise  hat  man  Planeten  und  Somie  so  zu  sagen  ge- 
wogen. Das  für  die  Principien  Interessante  ist  zunächst  nicht  die 
übrigens  sehr  einfache  Methode  selbst,  sondern  der  leitende  Grund- 
begriff des  Verhältnisses  von  Masse  und  Gewicht.  Die  Masse  hat 
ihr  besonderes  Gewicht  nur,  insofern  sie  einem  bestimmten  Be- 
wegungsfactor unterliegt. 

Setzt  man  nun  gleiche  Masseueiuheiten  mit  verschiedenen 
Kraftfactoreu,  Bewegungsantrieben,  Gewichten,  oder  wie  mau  sonst 
die  Aifection  bezeichnen  will,  bei  gleichen  Abständen  von  den 
Mittelpunkten-  der  anziehenden  Körper  voraus,  so  rührt  ihr  ver- 
schiedenes Gewicht  oder,  was  auf  dasselbe  hinauskommt,  die  ver- 
schiedene Beschleunigung,  die  sie  im  freien  Fall  erfahren  würden, 
nicht  von  ihnen  selbst  und  von  der  Distanz,  sondern  von  der 
Masseuverschiedeuheit  der  Körper  her,  gegen  welche  sie  gravitiren. 
Ihr  verschiedenes  Pouderireu  wird  aus  der  verschiedenen  Be- 
schleunigung erkannt,  welche  sie  erfahren  würden,  wenn  die  an- 
ziehende Kraft,  d.  h.  ihr  .\ntrieb,  coustaut  bliebe.  Dieser  Antrieb 
ist  ein  Product  zweier  Factoren  mj,  wenn  man  ihn  in  seiner 
Wirkling  auf  die  gleichen  Massen  betrachtet.  Fasst  man  ihn 
aber  in  seinen  Ursachen  auf,  .so  werden  mj  und  mj'  als  die  Er- 
gebnisse der  Ma.ssenverschiedenheit  der  anziehenden  Körper  er- 
scheinen, da  ja  die  Eutferuuiigeu,  in  denen  sie  wirken,  gleich  sind. 
Die  verschiedenen  Antriebe,  die  sie  auf  die  gleiche  Masseneinheit 
bei  gleicher  Entfernung  ertheilen,  müssen  sich  daher  wie  ihre 
eignen  Massen  verhalteu.  So  wird  die  Intensität  der  Kraftübung, 
d.  h.  die  Hervorbriugung  der  Beschleunigungen  in  gleicher  Ent- 
fernung, das  Maass  der  Massen  und  überhaupt  die  Form,  in 
welcher  sich  das  Dasein  der  Quantität  der  Materie  in  ihren  V'er- 
schiedeiiheiteu  offenbart  *).  So  kann  man  denn  sagen,  es  sei  der 
Begriff  des  Gewichts  einer  Masse  wesentlich  erst  durch  eine 
andere  anziehende  Masse  gegeben,  und  der  Körper  habe  das  Ge- 
wicht nicht  aus  sich  selbst,  sondern  durch  die  an  ihm  wirkende 
Kraft  eines  andern  Körpers.  Dies  klingt  paradox,  ist  es  aber  nur 
solange,  als  man  nicht  die  einseitige  Gewöhnung  der  Vorstellung 
überwindet,  vermöge  deren  man  die  Ursache  des  Gewichts  aus- 


•)  So  bei  Newton  Phil.  iiat.  priiir.  inath.  lib.  III  coroll.  1 und  2 zu 
prop.  VUl. 
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schliesslich  in  dem  betrachteten  Kflrpcr  selbst  sucht.  Jedes 
Theilchen  desselben  wiegt  nach  Maassgabe  der  Masse  des  an- 
ziehenden Körpers  und  im  Quadrat  der  Nähe  desselben.  Der 
ganze  betrachtete  Körper  wiegt  aber  nach  Proportion  seiner  eignen 
Materie.  Es  multipliciren  sich  also  die  beiderseitigen  Massen  und 
sind,  wenn  sie  durch  die  Quadrate  der  Entfernungen  dividirt 
werden,  für  die  jedesmaligen  Distanzen  der  Ausdruck  der  Ge- 
wichtsgrösse. 

89.  Die  Proportionalität  der  Kraft  mit  den  Mengen  der 
Materie,  welche  in  einer  Anziehung  im  Spiele  sind,  ist  eine  Vor- 
aussetzung, die  der  Analogie  der  gewöhnlichen  Mechanik  ent- 
spricht, für  jede  bewegende  Kraft  gültig  ist  und  sich  für  das 
kosmische  Gebiet  auch  durch  die  speciellen  Consequenzen,  nament- 
lich aber  durch  die  Störungsrechmingen  bewahrheitet.  Der  tiefere 
und  zwingendere  Gnmd  liegt  jedoch  in  der  Ableitung  der  gewöhn- 
lichen mechanischen  Grundsätze  selbst,  indem  die  Materie  als 
Träger  von  Geschwindigkeiten  oder  Kräften  die  bewegenden 
Factoren  unter  übrigens  gleichen  Umständen  nach  Maassgabe  ihrer 
Menge  enthalten  und  repräsentireu  muss.  Der  Begriff  der 
Quantität  der  Materie  ist  aber  von  der  V^orstellung  ganz  unab- 
hängig, die  man  sich  von  der  Materie  selbst  machen  möge;  denn 
man  kann  dasselbe  Etwas,  noch  einmal  und  überhaupt  verviel- 
fältigt oder  gehäuft  denken  und  auf  diese  Weise  es  selbst  sammt 
seinen  Consequenzen  multipliciren,  ohne  sich  um  die  genauere 
Verfassung  dieses  Etwas  zu  kümmern.  Letzteres  ist  ganz  im 
Sinne  Newtons  gedacht,  der  nach  irgend  welchen  Merkmalen  die 
völlige  Einerleiheit  der  Hinzufügung  bestimmt  und  z.  B.  zwei  in 
allen  Beziehungen  gleiche  Körper,  sobald  er  sie  in  irgend  einer 
Form  vereinigt  vorstellt,  auch  als  die  doppelte  Masse  ansieht. 
Hiedurch  ist  klar,  dass  der  Begriff  der  Masse  oder  der  Quantität 
der  Materie  etwas  durchaus  Selbständiges  ist  und  nicht  etwa 
erst  aus  der  Mechanik  selbst  als  correlativ  zu  den  Kraft- 
erscheiuungen  concipirt  wird.  Bestimmt  werden  die  Massen  aller- 
dings aus  den  Kräften  oder  vielmehr  aus  deren  Erscheinungen, 
wo  kein  anderer  unmittelbarer  Schluss  möglich  ist;  gefasst  wird 
aber  der  Begriff  der  Masse  schon  vorher,  und  es  würde  auch 
ohne  diese  vorgängige  Conception  jene  Bestimmung  gar  uicht 
denkbar  sein. 

Auf  die  Erörterung  des  Begriffs  der  Masse  müssen  wir  die 
Newtonsche  Vorstellung  von  einer  Trägheitskraft  (vis  inertiae) 
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folgen  lassen,  indem  wir  dabei  an  das  erinnern,  was  über  das  unzweifel- 
hafte Gesetz  der  Beharrung  oder,  mit  andern  Worten,  über  die 
Galileische  Trägheit  unzweifelhaft  feststeht.  In  der  dritten  Definition 
und  deren  Erläuterung  wird  gesagt,  dass  eine  gewisse  Auffassung 
der  eigentlichen  Trägheit  eine  in  der  Masse  befindliche  Kraft 
(vis  iusita)  ergebe,  die  mit  dem  „höchst  bezeichnenden  Namen“ 
Trägheitskraft  belegt  werden  könne.  Sie  bestehe  in  der  Macht 
zum  Widerstaude  oder  zur  üeberwindung  eines  Widerstandes,  je 
nachdem  mau  den  Gesichtspunkt  wähle  und  au  eine  ruhende  oder 
bewegte  Masse  denke.  In  beiden  Fällen  ist  sie  die  Gewalt,  mit 
welcher  der  Zustand  des  Körpers  gegen  eine  Hemmung  behauptet 
wird.  Man  sieht  deutlich,  dass  hier  Newton  keineswegs  eine 
falsche  Trägheitskraft  einföhrt;  denn  obwohl  er  die  Trägheitskraft 
von  der  Trägheit  unterscheidet,  so  ist  doch  erstere  nur  die  Keactiou, 
welche  entsteht,  wenn  der  bisherige  beharrende  und  sich  selbst 
gleiche  Zustand  der  Kühe  oder  Bewegung  durch  eine  fremde 
Action  unterbrochen  wird.  Pas  blosse  Sichgleicbbleiben  des  Zu- 
standes ist  natürlich  keine  Kraft;  denn  nur  die  Veränderung  als 
solche  erfordert  eine  Ursache.  Dagegen  ist  aber  das,  was  sich 
gleich  bleibt,  nämlich  die  Fixirung  einer  Masse  an  einem 
Ort  oder  die  Existenz  einer  gewissen  Geschwindigkeit  derselben 
ein  Grund  für  die  eventuelle  Kraftentwicklung  in  Folge  derReaction 
gegen  eine  fremde  Einwirkung.  Auch  eine  ruhende  Masse,  die 
von  gar  keinen  ihr  fremden  Kräften  affieirt  gedacht  wird,  setzt 
der  Fortbewegung  oder  überhaupt  der  Ertheilung  einer  Geschwindig- 
keit einen  mit  der  Menge  der  Materie  zunehmenden  Widerstand 
entgegen.  Immerhin  mag  es  aber  überflüssig  sein,  noch  einen 
besondern  Kunstausdriick  da  beizubehalten  und  Missverständnisse 
zu  erzeugen,  wo  man  einerseits  mit  der  Vorstellung  der  Be- 
harrung und  andererseits  mit  dem  Gesetz  von  Action  und  Reaction 
vollkommen  auskommt.  In  dem  einen  Fall  ist  die  von  New'ton 
gemeinte  innere  Kraft  sogar  sichtbar  genug  der  punktuelle  Antrieb 
zu  dem,  was  als  lebendige  Kraft  und  als  gleichsam  in  dem  Körper 
aufgehäuft  nach  und  nach  zur  Entwicklung  gegen  den  Widerstand 
gelangt  und  sich  so  in  Arbeit  umsetzt.  Doch  wollen  wir  hier 
die  fremden  für  Newton  noch  gar  nicht  vorhandenen  Begriffe  der 
lebendigen  Kraft  und  der  Arbeit  nur  zur  Erläuterung  berührt 
haben.  Die  Sachen  kannte  er  allerdings;  aber  die  unterschiedenen 
und  priucipiell  hervorgehobeuen  Vorstellungsarten  nebst  den  zu- 
gehörigen Namen  fehlten  ihm. 
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Das  dritte  Bewegungsaxiom  spricht  die  Gleichheit  und  Ent- 
,;pgengesetztheit  von  Action  niid  Ueactiou  aus.  Diese  grund- 
sätzliche Voraussetzung  ist  für  den  Fall  des  Gleichgewichts  ohne 
Weiteres  klar;  Druck’  und  Gegendruck,  Zug  und  Gegenzug  ent- 
-precheii  sich  hier  in  allen  Beziehungen.  Es  gilt  das  axioraatische 
Bewegungsgesetz  aber  auch  für  den  viel  weiter  reichenden  Hauptfall 
der  Veränderung  in  den  gegenseitigen  Beziehungen  der  Köi'per. 
Die  Zustandsänderung  ist  nach  beiden  Bichtungen  gleich;  der 
Wirkung  entspricht  eine  gleich  grosse  Gegenwirkung,  und  dies  wird 
auch  sofort  deutlich,  wenn  man  nur  den  Gesichtspunkt  der  Auf- 
fassung des  Vorgangs  richtig  wählt.  Indem  sich  die  Action  ent- 
wickelt, erwächst  auch  gleicher  Weise  die  Keaction  in  ihren 
einzelnen  Elementen.  Der  Einwirkung  entspricht  als  Correlat  der 
Widerstand,  und  es  sind  bei  der  gegenseitigen  Action  von  zwei 
Massen,  auch  wenn  die  eine  ruht,  zwei  Thätigkeiten  zu  sondern. 
Durch  die  eine  ändert  der  Kfirper  A den  Bewegungszustand  des 
Körpers  B und  durch  die  andere  ändert  der  Körper  B den  Zustand 
von  A.  Diese  beiden  Zustandsänderungen  müssen  nach  dem  Princip 
•'inander  gleich  sein,  und  es  ist  nicht  blos  das  momentane  und 
gleichsam  statische  Verhältniss,  welches  hiebei  in  Betracht  kommt. 
Newton  versteht  den  Grundsatz  in  diesem  weiteren  Sinne  und 
bemerkt  zur  Vermeidung  von  Missverständnissen,  dass  natürlich 
nicht  die  Veränderungen  in  den  blossen  Geschwindigkeiten,  sondern 
nur  die  sogenannten  Bewegungsmengen,  d.  h.  die  Producte  der 
Massen  und  Geschwindigkeiten  gleich  sein  können,  ln  der  Thal 
ist  ja  auch  der  Bewegungszustand  nur  im  Hinblick  auf  die  zwei 
Factoreu,  Masse  und  Geschwindigkeit,  zu  denken,  und  für  die 
Allgemeinheit  der  Auffassung  muss  hierunter  auch  der  Zustand 
•ler  Ruhe  subsumirt  werden,  wo  der  eine  Factor,  die  Geschwindig- 
iseit,  gleich  Null  ist,  dennoch  aber  der  andere  Factor,  die  Masse, 
in  der  Reaction  zur  Geltung  kommt.  Per  ruhende  Körper  ändert 
den  Bewegimgszustand  des  andern  um  soviel,  als  der  seinige  ge- 
ändert wird.  Er  subtrahirt  ihm  soviel  Bewegungsmenge,  als  er 
selbst  addirt  erhält.  Die  heiderseitigen  Zustände  müssen  sich 
hienach  in  jedem  Punkt  des  Wirkungsstadiums  bestimmen  lassen. 
Nimmt  man  mit  Newton  die  Gleichheit  der  .Action  und  Keaction 
nicht  blos  für  den  Moment  und  den  gleichsam  statischen  Wider- 
stand, .sondern  für  eine  endliche  Dauer  oder  für  eine  ganze  Ent- 
wicklung der  Wirkungen,  und  bedenkt  man,  dass  hiebei  still- 
schweigend das  Gesetz  der  Beharrung  und  Ansammlung  der  einmal 
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ertheilt<*n  Geschwindigkeiten  zu  Gnmde  liegt,  so  zeigt  sich  die 
Tragweite  des  Axioms.  In  diesem  Sinne  ist  es  nämlich,  genauer 
betrachtet,  nichts  Geringeres,  als  ein  allgemeines  Gesetz  der 
Uebertragiing  der  Bewegungsmenge  oder  Kraft,  und  es  schliesst 
bereits  eine  Vorstellung  von  der  Art  ein,  uie  sich  die  Bewegungs- 
grösse, d.  h.  das  IVoduct  von  Masse  und  Geschwindigkeit  in  dem 
Kräftespiel  erhält.  Diese  Erhaltung  findet  mit  Rücksicht  auf  das 
V'orzeichen,  d.  h.  als  algebraische  Summe  statt.  Aber  dieser 
Satz  ist  auch  nur  eine  Folge  der  principielleren  Vorstellung,  wonach, 
absolut  genommen,  die  reactive  Bewegungsmenge  der  activen 
gleich  ist,  und  wonach  man  die  letztere  auch  im  Sinne  und  Vor- 
zeichen als  auf  (len  reagirendeu  Körper  übertragen  denken  muss. 
Im  Funkte  des  Vorzeichens  hatte  der  Irrthum  des  Cartesius  von 
der  Erhaltung  derselben  Bewegungsgrösse  in  dem  Gesammtvorgaug 
gelegen.  Im  Newtonschen  Axiom  liegt  dagegen  das  Fundament 
zutreffender  Vorstellungen  von  der  Erhaltung  der  Kräfte. 

Um  keine  zu  specielle  Vorstellung  von  dem  Axiom  zu  hegen, 
muss  man  bei  ihm  nicht  blos  an  das  BeispieF  des  Zuges  oder 
Stosses  irgendwie  verbundener  Köi-per  denken,  sondern  auch  mit 
Newton  die  freie  .\ttractiou  ins  .4uge  fassen.  In  diesem  letztem 
Fall  ist  die  reactive  .\nziehung  der  activen  gleich  und  entgegen- 
gesetzt. Betrachtet  mau  also  nur  zwei  Körper,  so  wiegt  der 
kleinste  gegen  den  grössten  ebensoviel,  als  dieser  gegen  jenen. 
Was  von  dem  Gewicht  oder  dem  bewegenden  .\ntrieb  gilt,  trifft 
uothweudigerweise,  wie  es  dem  Axiom  gemäss  ist,  auch  für  die 
Bewegungsentwicklung  zu.  Die  kleine  Masse  bewegt  sich  schnell, 
die  grosse  langsam  und  vielleicht  kaum  bemerkbar;  aber  jeder 
Bewegungsgrösse  auf  der  einen  Seite  entspricht  eine  gleiche  und 
entgegengesetzte  auf  der  andern. 

90.  An  der  Spitze  des  dritten,  über  das  Weltsystem 
handelnden  Buchs  stellt  Newton  einige  Forschungsregelu  (regulae 
philosojihandi)  auf,  die  für  uns  jedoch  weiter  kein  Interesse 
haben,  als  dass  sie  uns  das  grundsätzlich  iuductive  V'erhalten 
seiner  Denkweise  uoch  besonders  aussprecheii.  So  wird  z.  B.  bei 
der  Verallgemeinerung  der  Eigenschaften  der  Naturdinge  Behut- 
samkeit empfohlen.  Die  erste  Regel  fordert,  dass  nur  die  zur 
Erklänmg  nöthigen  Ursachen  zugelasseu  werden.  Bei  der  dritten 
Regel  wird  z.  B.  die  Trägheitskraft  als  etwas  erwähnt,  worauf 
mau  ebenso  wie  auf  die  durchgängige  Beweglichkeit  der  Körper 
schliesse. 
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' Hienach  kann  man  annehmen,  dass  Newton  die  meehanischen 
Axiome  als  allgemeine  Erfahrungsthatsacheii  angesehen  habe. 
Die  Art.  wie  er  in  seinen  Präliminarien  die  von  uns  bei  ihm  noch 
nicht  erörterten  älteren  Principieu  behandelt,  bekundet  überhaupt 
uieht  die  Absicht,  zwischen  Erfahrung  und  blosser  Deuknothweudig- 
keit  principiell  zu  unterscheiden.  Coustatiren  wir  jedoch  sein 
Verhältniss  zu  den  älteren  Principieu.  Uas  Parallelogramm  der 
Kräfte  wird  im  ereteii  Corollar  zum  dritten  Gesetz  veranschaulicht 
lind  im  zweiten  Corollar  die  Zerlegung  und  Zusammensetzung  der 
Kräfte  als  Basis  der  ganzen  Mechanik  bezeichnet.  .ledoch  erinnern 
»ir  au  das,  was  wir  (Nr.  64)  bei  der  Behandlung  Varignons.  der 
in  demselben  Jahre  1687  auf  das  Priucip  und  dessen  Anwendungen 
weit  mehr  Nachdruck  legte,  auseinandergesetzt  haben.  Newton 
behandelte  das  Priucip  fast  wie  etwas  Herkömmliches,  und  trotz 
seiner  Aeusserung  über  die  Basis  der  Mechanik  als  etwas  Neben- 
4chliches.  Dies  erklärt  sich  wohl  daraus,  dass  er  mehr  die 
Dynamik  als  die  Statik  im  Auge  hatte  und  das  Gesetz  noch  vor- 
herrschend im  Hinblick  auf  die  Zusammeusetzung  der  Bewegungen 
anffasste.  Uebrigens  beruft  er  sich  bei  der  Erläuterung  desselben 
dennoch  auf  sein  zweites  Gesetz,  demzufolge  die  Veränderung  der 
Bewegung  proportional  und  nach  Kichtung  der  bewegenden  Kraft 
erfolgt.  Auf  diese  Weise  erscheint  das  Zusammensetzungsprincip 
als  eine  Combination  der  Beharrung  und  der  hinzutretendeu  Ab- 
änderung des  Bewegungszustandes,  die  sich  beide  mit  einander 
rereinigen,  ohne  dass  die  eine  Afifection  die  andere  behinderte. 
Die  Stellung  in  einem  Corollar  spricht  auch  schon  äusserlich  hin- 
reichend deutlich. 

Newton  kennt  überhaupt  nur  drei  einfache  Bewegungsgesetze 
öder  Bewegungsaiiome,  nämlich  das  der  Beharrung  des  Be- 
wegungszustandes, daun  das  der  Veränderung  dieses  Zustande.s 
nach  Proportion  der  vis  motrix,  und  endlich  das  von  uns  aus- 
fiihrlich  behandelte  über  die  Gleichheit  von  Actiou  und  Ueaction. 
Im  Schlussscholium  der  Einleitung  bemerkt  er,  die  bisherigen 
Principieu  seien  von  allen  Mechanikern  angenommen.  Durch  die 
zwei  ersten  Axiome  (Beharrung  und  die  Veränderung  nach  Pro- 
portion der  bewegenden  Kraft)  nebst  deu  zwei  ersten  Corollarieu 
(Zusammensetzung  und  Zerlegung  der  Kräfte)  habe  Galilei  fest- 
Koatellt,  dass  sieh  die  Räume  wie  die  Quadrate  der  Zeiten  ver- 
lialteu,  sowie  dass  die  Wurfbewegung  eine  Parabel  sei.  Das  dritte 
Axiom  von  der  Gleichheit  der  Wirkung  und  Gegenwirkung  sei 
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bei  der  Darleguug  der  Stossgesetze  erforderlich  gewesen.  Bei  den 
Anziehungen  erläutere  es  sich,  wenn  mau  einen  die  Bewegung 
hindernden  Gegenstand  eingeschohen  denke,  indem  alsdann  bei 
einer  Mehranziehung  nach  der  einen  Seite  das  ganze  S}'stem  seinen 
Bewegungszustand  ändern  müsste,  was  gegen  das  erste  Axiom 
verstosseu  würde.  Diese  Newtousche  Berufung  greift  aber  offen- 
bar zu  weit  aus,  indem  sie  das  Beharrungsgesetz  bereits  im  Sinne 
des  bekannten  Satzes  der  Erhaltung  der  Schwerpuuktsbewegung 
gebraucht  und  stillschweigend  den  Unterschied  der  iniieru  und  der 
äussern  Kräfte  zu  Grunde  legt. 

Wir  werden  daher  nicht  überrascht  sein,  wenn  wir  auch 
sonst  manchen  Satz  uuter  der  Form  vou  elementaren  Bestimmungen 
eingeführt  findeu,  der  eine  andere  Stelle  und  eiuea  besondern 
Beweis  erfordert  hätte.  Ein  Zeugiiiss  hiefür  ist  sogar  schon  die 
Fassung  eines  Theils  der  den  Beweguugsaxiomen  vorausgeschickten 
acht  Definitionen.  Sie  beziehen  sich  der  Reihe  nach  auf  die 
Masse,  die  Bewegnngsgrüsse,  die  Trägheitskraft,  die  imprimirte 
Kraft  (als  Gegensatz  der  Trägheitskraft)  und  die  Centripetalkraft. 
Grade  aber  bei  der  letztem  wird  die  Messung  derselben  nach  der 
erzeugten  Geschwindigkeit  und  specieller  nach  der  erzeugten  Be- 
wegungsgrösse in  Gestalt  von  Definitionen  eingeführt,  während  die 
Berechtigung  zu  solchen  Maassvorstelluugen  eine  besondere  Nach- 
weisung erfordert  hätte.  Ausserdem  ist  da,  wo  es  sich  um  die 
allgemeine  Art  der  Krafteutwicklung  handelte,  und  zwar  innerhalb 
der  Darleguug  der  ersten  Principieu  die  Species  der  Ceutripetal- 
kraft  zum  Ausgangspunkt  genommen.  Der  Satz  von  der  Be- 
schleunigung als  dem  Maass  der  Kräfte  hätte  in  seiner  allgemeinen 
Gültigkeit  und  nicht  in  der  Form  einer  Definition  für  das  Maass 
der  Centripetalkraft  hervortreteu  müssen. 

Trotz  der  sonst  durchdachten  systematischen  Haltung  der 
Newtonscheu  Präliminarien  mit  ihrer  Einschränkung  auf  drei  eigent- 
liche Bewegungsaxiome  fehlt  dennoch  viel  au  einer  streng  logischen 
Verfassung  der  ersten  Elemente,  deren  Mangel  ja  auch  noch  vou 
Lagrauge  empfunden  wurde  und  noch  gegenwärtig  nicht  völlig  ge- 
hoben ist.  Bezeichnend  ist  bei  Newton  die  beiläufige  Anführung 
und  Erläuterung,  welche  gegen  Ende  des  vorher  erwähnten  Schluss- 
seholium  der  Einleitung  das  Princip  der  virtuellen  Geschwindig- 
keiten ertährt.  Wie  beim  Zusammentreffen  im  Stoss  die  Körper 
gleich  viel  ausrichteten,  wenn  ihre  Geschwindigkeiten  sich  um- 
gekehrt wie  die  vires  iusitae  (Trägheitskräfte)  verhielten,  so  hielten 
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einander  bei  der  Bewegung  der  Maschinen  diejenigen  Agentien  die 
Waage  (sustinent),  deren  Geschwindigkeiten,  nach  der  Bestimmung 
der  Kräfte  geschätzt,  den  letztem  umgekehrt  proportional  wären. 
Es  folgen  alsdann  Hinweisungen  auf  das  Hebelbeispiel  u.  dgl. 
Nach  der  Newtonschen  Auffassung  des  virtuellen  Princips  erscheint 
es  also  hier  durch  die  Analogie  der  Kräfteverhältnisse  im  Stoss 
erläutert  und  führt  sich  hienach  auf  den  Gnmdsatz  der  Gleichheit 
von  Action  und  Reaction  zurück.  Zerlegt  man  nämlich  sowohl 
die  Action  als  die  Reaction  in  die  Factoren  der  Masse  und  Ge- 
schwindigkeit, so  ergiebt  sich,  dass  die  Gleichheit  entgcgeugerichteter 
Bestrebungen  ein  umgekehrtes  \"erhältuiss  zwischen  den  Massen  und 
Geschwindigkeiten  erfordert.  .Jedoch  ist  hiebei  das  eminent  Eigen- 
thümliche  des  virtuellen  Princips  nicht  zu  seinem  Recht  gelangt, 
indem  der  Satz  von  den  virtuellen  Geschwindigkeiten  specifisch 
für  die  aus  der  Systemverfassung  und  den  äii.sseru  Beweguugs- 
einschränkungeu  hervorgehendeu  Möglichkeiten  der  relativen  Ge- 
schwindigkeitsentwicklungen  gelten  soll.  .\ns  dem  allgemeinem 
Gesichtspunkt  aber,  aus  welchem  sich  das  virtuelle  Princip  in  den 
allgemeinem  Satz  verwandelt,  dass  gleiche  Kräfte  einander  die 
Waage  halten,  und  dass  über  die  Gleichheit  der  Kräfte  überall 
durch  die  virtuellen  Momente  entschieden  werde,  — aus  diesem 
ahstracteren  Gesichtspunkt  ist  allerdings  das  Zusammenfallen  des 
virtuellen  Princips  mit  der  fundamentalen  Kräftemessung,  die 
auch  dem  Grandsatz  über  die  Action  und  Reaction  erst  seinen 
Sinn  giebt,  etwas  sehr  Natürliches,  und  wir  werden  später  sehen,  dass 
es  nur  aus  diesem  Grunde  einem  Lagrauge  möglich  gewesen  ist, 
den  Satz  von  den  virtuellen  Geschwindigkeiten  zum  Ausgangspunkt 
der  ganzen  Mechanik  zu  nehmen. 

91.  Nachdem  wir  die  Hauptidee  der  Gravitationsmechanik 
und  das  Verhalten  zu  den  elementaren  I'rincipien  betrachtet  haben, 
müssen  wir  noch  Einiges  über  die  mathematische  Methode  der 
Behandlung  hiuzufügen.  Die  Theorie  der  krummlinigen  Bewegung 
wurde  wesentlich  Sache  der  blossen  Mathematik,  sobald  einmal 
die  Voraussetzung  der  quadratischen  Anziehung  in  Frage  gekommen 
war.  Newton  hat  nun  in  seinem  Hauptwerk  wesentlich  die 
geometrische  oder  synthetische  Methode  gewählt  und  auf  eine 
mehr  analytische  Entwicklung,  die  ihm  vermöge  seines  Fluxions- 
calcüls  möglich  gewesen  wäre,  absichtlich  verzichtet.  Natürlich 
konnte  er  das  infinitesimale  Element  der  in  dieser  Richtung  er- 
heblichen Schlüsse  uii'geud  umgehen;  denn  die  geometrische  Eiu- 
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kleidung  uud  Veraa.schaulichuug  ändert  au  der  Hauptsache  gar 
nichts.  Der  erste  Absclinitt  des  ersten  Buchs  handelt  denn  auch 
von  den  ersten  uud  letzten  Verhältnissen,  d.  h.  analytisch  geredet, 
von  den  Grenzen  oder  Greuzverhältuissen,  die  zwischen  veränder- 
lichen Grössen  im  Anfänge  ihrer  Erzeugung  oder  hei  einem  be- 
stimmten Zielpunkt  ihres  Laufs  betrachtet  werden  können.  Es 
ist  dies  also,  wie  wir  sagen  würden,  eine  in  geometrischer  Dar- 
stellung zu  Hülfe  genommene  Methode  der  Grenzen,  welche  den 
flnxionistischeu  oder  differentiellen  Operationen  entspricht  und  als 
Surrogat  derselben  dient.  Ausserdem  sind  aber  im  zweiten  Buch  im 
zweiten  Lemma  die  Grundsätze  der  Fluxiouenuiethode  kurz  dar- 
gelegt. An  dieser  Stelle  werden  die  Grössen  wie  durch  Bewegung 
oder  Fliessen  erzeugt  angesehen.  Die  ausdrücklich  nicht  als  end- 
lich zu  setzenden  Anwachsungen  heissen  Momente,  und  die  Eut- 
stehuugsprincipieu  der  Verhältnisse  dieser  Momente,  nicht  aber 
die  letzteren  selbst,  werden  als  der  eigentliche  Gegenstand  der 
Untersuchung  bezeichnet.  An  Stelle  der  Momente,  welche  die 
augenblicklichen  Zunahmen  repräseutireu,  könne  mau  daher  auch 
die  Geschwindigkeiten  des  Anwachsens  setzen  und  dieselben  mit 
dem  Namen  der  Bewegungsänderungen  oder  Fluiionen  bezeichnen. 
Mau  sieht  hieraus,  welchen  innigen  Zusammenhang  der  Fluxious- 
begriff  mit  den  leitenden  mechanischen  Vorstellungen  uud  Be- 
dürfnissen aufzuweisen  und  wie  natürlich  er  sich  an  diese  ange- 
schlossen hat.  Die  Fluxion  ist  die  Geschwindigkeit  der  Veränderung 
einer  stetig  veränderlichen  Grösse.  Die  gleichmässige  Veränderung 
einer  unabhängigen  Variablen  mit  der  Zeit  oder,  wenn  man  will, 
diejenige  der  Zeit  selbst  ist  als  gleichförmig  zu  Grunde  gelegt. 
Der  berühmte  Begriff  der  Fluxion  ist  hienach  der  erste  Differential- 
coefficient,  bezogen  auf  die  Zeit,  die  bei  jeder  Grössenveränderung, 
auch  abgesehen  von  Bewegungserscheinungen,  zur  Messung  der 
Schnelligkeit  oder  Langsamkeit  dieser  Veränderung  eingeführt 
werden  kann.  Es  ist  dieser  abstractere  Geschwindigkeitsbegiiff, 
der  mit  der  Bewegung  gar  nicht  nothweudig  zusammengehört,  keine 
fremdartige  Idee,  w'elche  aus  der  Analysis  fern  gehalten  werden 
müsste.  Um  die  Art  der  Grössenveränderung  zu  denken,  ist  diese 
Geschwindigkeitsvorstcllung  sogar  mientbehrlich.  Sie  gehört  zu 
dem  Begriff  der  Grössenveränderung  überhaupt  und  nicht  erst  zu 
dem  von  verschieden  grossen  Bäumen,  die  in  denselben  auf- 
einanderfolgenden Zeittheilen  durchlaufen  werden. 

Newton  giebt  nun  die  Begeln  an,  nach  welchen  sich  die 
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zusammengesetzten  Moment«  der  als  Factoren  in  Producten,  Po- 
tenzen u.  dgl.  verbundenen  ßesauimtgrösaeii  aus  den  Momenten 
der  Bestandtheile  bestimmen  lassen.  Kr  redet  an  dieser  Stelle 
vorangsweise  von  Momenten:  aber  der  Sache  nach  verzeichnet  er 
die  Grundlinien  von  dem.  was  man  bei  ihm  Fluxionscalcül  nennt, 
und  was  er  in  andern  Schriften  ausführlicher  dargelegt  hat. 
Bemerkenswerth  ist  jedoch  noch,  dass  er  die  Verbindung  einfacher 
Grossen  zn  einer  zusammengesetzten  eine  Erzeugung  nennt,  so 
dass  sich  also  die  lebendige  und  der  Natur  zugekehrt«  Vorstellung 
vou  der  Hervorbringung  der  Grössen  nicht  blos  auf  die  Ent- 
stehung der  einzelnen  Grösse,  sondern  auch  auf  die  Rechnungs- 
operationen bezieht.  Dies  ist  übrigens  consequent  und  natürlich; 
denn  die  Entstehung  der  Einzelgrösse  wird  als  stetige  Addition 
vou  Elementeu  gedacht:  das  .\ddireu  ist  aber  die  Grundform  aller 
Operationen  und  mithin  jede  Kechuungsoperation  nur  eine  Specifi- 
ciruug  dieser  Erzeugnngs-  oder  Veränderungsart. 

Diese  letztere  Bemerkung  ist  einem  Werk  gegenüber  nicht 
überflüssig,  welches  sich  als  die  mathematischen  Principien  der 
Natnrphilo.sophie  betitelt.  Newtons  mathematische  Anschauungen 
und  Naturvorstellungen  sind  einander  in  der  Fonn  verwandt.  Mau 
sieht  deutlich,  «lass  die  erstem  dazu  ausgebildet  worden  sind,  um 
den  Bedürfnissen  der  letztem  zu  entsprechen.  Diese  IJeberein- 
stiramung  ist  ein  grosser  Vorzug,  indem  sie  Stoff  und  h'orm 
einander  unterstützeti  lässt.  Noch  viel  deutlicher  wäre  diese 
Zusammengehörigkeit  hervorgetreten,  wenn  nicht  die  Gewohnheiten 
der  geometrischen  und  logisch  synthetischen  Darstellungsart  die 
innere  natürliche  Entwicklung  der  Wahrheiten  eiaigermaassen  ver- 
deckt hätten.  Galilei  liebte  die  genetische  entwickelnde  Methode 
als  solche.  Newton  hat  sein  .System  mehr  in  starrer  Form  hingestellt 
und  sich  kaum  in  den  Scholien  gelegentlich  zu  einigen  eigentlich 
eiitwickeludeu  Wendungen  herheigelassen.  Dies  ist  kein  Vortheil 
für  die  Zugänglichkeit  seines  Werks.  Es  sind  gleichsam  Rück- 
constmctionen  des  Ganges  der  .\uffindung  und  Entwicklung  nöthig, 
die  erst  nach  einem  tiefem  Stndium  gelingen  können.  Eine  Probe 
von  iliesPT  Nothweudigkeit  haben  wir  schon  in  den  Präliminarien 
angetroffen,  wo  doch  die  fragliche  Nöthigung  die  verhältnissmässig 
geringste  ist.  Im  weitern  Verlauf  des  Buches  wird  das  an  sich  fast 
unvermeidlich  schwerfällige  Gerüst  geometrischer  Beweisführungeu 
zur  Hemmung  des  leichtern  Eindringens.  Man  sieht,  dass  die 
Vermeidung  der  letzten  Stufe  der  Abstraction,  nämlich  der  m^r 
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analytischen  Behandlung,  die  Darstellung  wohl  anscheinend  zugäng- 
licher, aber  in  Wahrheit  weniger  einfach  gei-athen  lässt.  Huyghens 
hatte  noch  keine  analytischen  Hülfsmittel  zur  Verfügung  und  hat 
in  der  geometrischen  Eleganz  das  Aeusserste  geleistet;  Newton 
bewegte  sich  auf  der  Scheidelinie,  bei  welcher  die  Geometrie  der 
Analysis,  zum  grössten  Theil  in  Folge  seiner  eignen  Verdienst« 
um  die  letztere,  Platz  machen  sollte,  und  dennoch  hat  er  selbst 
für  sein  fundamentales  Werk  der  möglichsten  Annäherung  au  die 
ältere  Darstellungsform  den  Vorzug  gegeben.  Fast  genau  ein 
Jahrhundert  nach  dem  ersten  Erscheinen  derNewtonschen  Principieu 
konnte  eine  analytische  Durcharbeitung  der  Mechanik  erscheinen, 
in  welcher  geometrische  Figuren  grundsätzlich  ausgeschlossen 
waren.  Diese  reine  Formularmechanik  von  Lagrange,  die  alle 
mechanischen  Sätze  aus  einer  einzigen  Formel  herausspann,  ist 
nur  die  einfache  Folge  der  Entwicklungen  gewesen,  die  sich  schon 
unmittelbar  nach  Newton,  ja  zu  einem  grossen  Theil  schon  während 
seines  Lebens  zu  vollziehen  anfingen.  Um  so  contrastirender  steht 
hienach  die  Thatsache  da,  dass  die  erste  Gesammtbearbeitung  der 
durch  die  Gravitationsmechanik  erweiterten  Wissenschaft  eine 
geometrische  und  im  Sinne  der  Alten  synthetische  Form  er- 
halten hat. 

92.  Die  Naturphilosophie  oder,  wie  man  zur  Unterscheidung 
von  einem  neuern  engem  Sprachgebrauch  sagen  könnte,  die  Natural - 
Philosophie  Newtons  ist  eine  auch  speciell  auf  das  Weltsystem 
angewendete,  durch  die  mathematische  Handhabung  der  Gravitations- 
idee bereicherte  Mechanik.  Sieht  man  von  dem  Gravitations- 
gedanken an  sich  selbst  ab,  so  besteht  das  Auszeichnende  dieser 
Naturalphilosophie  nicht  in  neuen  Erfahmngsthatsachen,  ja  auch 
nicht  einmal  in  einem  erheblichen  neuen  Princip  der  allgemeinen, 
nicht  specifisch  kosmischen  Mechanik,  sondern  in  der  mathematischen 
Durchführung  der  alten  Principien  im  Bereich  der  durch  die  neue 
Idee  angeregten  Aufgaben.  Mit  diesem  vorherrschenden  Charakter- 
zug ist  auch  zugleich  das  Gepräge  der  spätem  Entwicklung  der 
Mechanik  gegeben.  Diese  Entwicklung  gelangt  schliesslich  bei 
einem  Punkt  an,  wo  es  in  der  mechanischen  Wissenschaft  nur 
Zweierlei  giebt,  nämlich  auf  der  einen  Seite  die  einfachen  Principien 
und  auf  der  andern  die  Bearbeitung  derselben  durch  den  Calcül. 
Auf  dieser  letzten  Stufe  sind  die  erörterten  Probleme  wesentlich 
Fragen  der  Analysis,  und  der  ganze  Fortschritt  der  rationellen 
Mechanik  dreht  sich  in  diesem  Stadium  fast  nur  um  die  Form 
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der  Gleichungen,  um  die  Ermöglichung  von  Integrationen  u.  dgl. 
Dies  wenigstens  ist  die  Eigenthftmlichkeit  der  Bestrebungen  seit 
Lagrange,  wenn  auch  mit  der  zweiten  Hälfte  des  19.  Jahrhunderts 
die  neue  Idee  der  Wärmemechanik  für  die  allgemeine  Wissenschaft 
ein  neues  Feld  von  Auregungen  und  Aussichten  eröffnet  hat. 

Bilden  wir  uns,  um  das  Princip  und  die  mathematische  Be- 
arbeitung bei  Newton  zu  unterscheiden,  noch  schliesslich  einen 
coücentriileu  Begriff  von  der  Gestalt  der  entscheidenden  Ausgangs- 
punkte. Zwei  Masseneinheiten  in  einem  der  Längeneinheit  gleichen 
.\bstande  gegen  einander  gi-avitirend  bilden  so  zu  sagen  die 
Gravitationseiuheit.  Zwei  beliebige  andere  Massen  in  einer  be- 
liebigen andern  Entfernung  stellen  ein  allgemeines  Beispiel  vor, 
wie  man  den  Gravitationseffect  auf  die  Gravitationseinheit  bezieht. 
Die  Producte  dieser  .Massen,  in  den  Einheiten  der  erst  erwähnten 
ausgedrückt,  dividirt  durch  das  Quadrat  des  Abstandes,  dessen 
Zahl  ebenfalls  nach  jener  Distanzeinheit  bestimmt  wird,  — dieser 
Quotient  des  Massenprodncts  durch  das  Quadrat  des  Abstandes  ist 
das  Maass  der  Gravitation,  als  V'ielfaches  jener  ursprünglichen 
Gravitationseiuheit  ansgedriickt.  Denkt  mau  sich  sowohl  die  Körper, 
welche  die  Einheit  bilden,  als  auch  die  beliebige  Combination, 
welche  gemessen  werden  soll,  im  \' erlauf  der  ungehemmten 
Attractionsbewegnng,  so  muss  sieb  das  V'erliältniss  zur  Gravitations- 
einheit auch  als  Beschleunigung  bekunden.  Wenn  also  die  Be- 
schleunigung in  der  Gravitationseinheit  als  absolute  Grösse  bekannt 
ist.  so  ist  hiemit  auch  für  jeden  andern  Fall  die  Beschleunigung 
gegeben.  Selbstverständlich  muss  man  bei  ungleichen  Massen  die 
Bewegung  jeder  einzelnen  tur  sich  betrachten,  da  die  Zusammen- 
werfung  in  eine  einheitliche  nuunterschiedene  Annäherung  den 
Gedanken  unklar  machen  würde.  Man  thut  daher  auch  gut. 
schon  in  der  Gravitatiouseinheit  selbst  jede  Masse  für  sich  ins 
Auge  zu  fassen. 

Nach  dem  eben  Gesagten  begreift  es  sich,  dass  man  aus 
den  iu  der  Natur  gegebenen  Verhältnissen  eine  Gravitationseinheit 
mit  der  zugehörigen  Beschlennigungsgrösse  ermitteln  kann.  Als- 
dann besitzt  man  in  der  typischen  Einheit  ein  fundamentales  Ver- 
hältniss  zwischen  Masse,  Abstand  und  zugehöriger  Bewegung.  Die 
Mengen  der  Materie  und  deren  Abstände  entscheiden  also,  wo  sie 
sich  auch  im  Weltall  finden  mögen,  principiell  über  die  zugehörigen 
Anziehungsbewegungen.  Alles  Weitere  ist  Sache  der  Mathematik 
und  der  Geltendmachung  der  einfachsten  mechanischen  Principien. 
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wie  der  Zusammensetzung  der  Kräfte,  der  Gleichgewichts- 
bedingungen u.  dgl.  Sind  z.  ß.,  wie  im  Erdkörper  selbst,  die  gegen 
einander  gravitirenden  Elemente  als  in  einer  gewissen  Glelch- 
mftssigkeit  concentrischer  Schichten  gehäuft  zu  denken,  so  ist  für 
einen  innern  Punkt  die  Uesultante  der  allseitigen  Attraction  eben 
nur  mathematisch  zu  entwickeln.  Das  scheinbar  neue  Gesetz, 
dass  die  Schwere  im  Innern  der  Erde  proportional  mit  der  Ent- 
fernung abnimmt  (Satz  IX  Buch  III)  ist  nur  eine  mathematische 
Folgerung  aus  dem  allgemeinen  Gravitationsgesetz.  Ebenso  ist 
es  nur  eine  gleiche  Folgenuig,  wenn  (in  einer  Bemerkung  zu 
Satz  XIV  Buch  III)  daran  erinnert  wird,  dass  die  Fixsterne  ihre 
schon  der  Entfernung  wegeu  schwache  Anziehung  auf  unser  Sonnen- 
system zu  einem  grossen  Theil  gegenseitig  aufheben  mflssen. 
Soweit  sich  nämlich  unser  .Sonnensystem  zu  den  Gruppirungen  der 
Fix.sterne  wie  ein  Punkt  im  Innern  einer  Kugelschaale  verhielte, 
müssten  sich  (nach  Satz  70  Buch  1)  die  Anziehungen  auf  diesen 
Punkt  zu  Null  iieutralisireu.  Die  Voraussetzung  im  2.  Coroll. 
Buch  III  Satz  XIV,  dass  die  Fixsterne  gleich  vertheilt  seien,  ist 
zwar  nicht  im  Mindesten  der  Fall  der  Wirklichkeit;  aber  analoge 
Schlüsse  sind  dennoch  möglich. 

Diese  Beispiele  zeigen,  wie  verschiedener  Wendungen  der 
einfache  Typus  einer  Gravitationsbeziehung  durch  blos  mathematische 
Bearbeitung  fähig  sei.  In  der  That  sind  die  Lösungen  der  ver- 
scbieden.steu  Probleme  bei  Newton  nichts  als  solche  quantitative 
Bearbeitungen  des  Fuudamentalprincips.  Die  Theorie  von  Ebbe 
und  Fluth,  die  Veranschlagung  der  gegenseitigen  Störungen  der 
Planeten  und  überhaupt  die  ganze  kosmische  Physik,  soweit  sie 
irgend  eine  Gestalt  von  Gravitationswirkungen  zum  Gegenstand 
hat,  — dieser  ganze  lubegrifiF  von  Aufgaben  ist  nur  eine  Rechnung 
nach  Maassgabe  der  Gravitatiousidee  und  der  besonderu  Masseii- 
und  Distanzgrössen,  welche  uns  die  unmittelbare  oder  mittelbare 
Erfahrung  liefert. 

In  der  Gravitationsmechanik  tritt  zu  den  ihr  eigenthümlichen 
Factoreu,  nämlich  zu  der  Einheit  und  dem  Gesetz  der  quadratischen 
Abnahme  noch  eine  Thatsache  hinzu,  die  noch  heute  in  ihrer  Zu- 
fälligkeit und  ebenso  unerklärt  wie  bei  Newton  dasteht.  Es  ist 
dies  jener  Bestandtheil  der  seitlichen  oder  translatorischen  Be- 
harrungsbewegung, der  die  Gravitation  mehr  oder  minder  aufwiegt 
und  sich  zu  derselben  in  allen  Fällen  antagonistisch  verhält.  Diese 
Beharruugsgeschwindigkeit,  welche  das  Fallen  auf  die  Centml- 
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körper  verhindert,  kann  wie  jede  endliche  Geschwindigkeit  als 
irgend  einmal  erzeugt  gedacht  werden.  Die  Erzeugungsart  ist 
ans  aber  völlig  unbekannt,  und  selbst  der  Schluss  auf  ein  Erzeugt- 
sein beruht  nur  auf  der  Analogie,  vermöge  deren  wir  bei  jeder 
Geschwindigkeitsgrösse,  welche  nach  dem  Trägheitsgesetz  beharrt, 
nach  ihrer  Aufhäufung  durch  eine  Kraft  zu  fragen  genöthigt 
werden.  Newton  hat  in  dem  Scholium  am  Ende  seines  Werks 
ausdrücklich  erklärt,  da.“s  die  Abstände  und  Bahnen  selbst  gegeben 
sein  müssten  und  sich  nicht  aus  den  Principien  der  Gravitation 
ableiten  Hessen.  Dies  heisst  wesentlich  soviel,  dass  die  Be- 
harrungen ein  der  Gravitation  fremdes  und  ungleichartiges  Element 
bilden. 

Diese  Beharrungen  sind  der  Grund  der  Möglichkeit  krumm- 
liniger Bahnen.  Die  blosse  Gravitation  au  sich  selbst  würde 
zwischen  zwei  Körpern  nur  eine  gradlinige  Annäherung  verur- 
sachen. Sind  aber  eimual  jene  Beharrungen  thatsächUch  gegeben 
uud  der  Ort  bestimmt,  wo  der  Körper  ihnen  unterliegt,  so  ist  das  . 
weitere  Spiel  der  Bewegung  in  Combination  mit  der  Schwere  nur 
eine  mathematische  Frage.  Die  Veranlassung,  durch  welche 
Newton  auf  die  innern  Bedingungen  der  Entstehung  der  Ellipse 
geführt  wurde,  zeigt  dies  ebenfalls.  lu  eiuem  Brief’)  an  Halley 
vom  27.  JuU  1686  giebt  er  zu,  dass  er  durch  die  Hookesche  Er- 
örterung der  Rotationsabweichung  eines  fallenden  Körpers  bewogen 
worden  sei,  seine  Aufmerksamkeit  auf  die  Vorbedingungen  der 
Entstehung  einer  elliptischen  Bahn  des  Körpers  zu  richten.  Hier 
ist  also  der  Keim  zu  seiner  tiefem  Einsicht  in  die  nach  Gesetzen 
der  Mechanik  mögliche  Entstehuugsart  der  planetarischen  Bahnen 
zu  suchen.  Erinnert  man  sich,  dass  er  selbst  die  Ableitung  der 
quadratischen  Veränderung  der  Anziehung  aus  dem  letzten 
Keplerschen  Gesetz  berichtet  (vgl.  Nr.  83),  und  dass  er  ausserdem 
diese  selbständige  Ableitung  auch  Hooke,  Wreii  und  Halley  (im 
Scholium  zu  Satz  IV  Coroll.  6 Buch  I)  zugesteht,  so  bleibt  offenbar 
die  mathematische  Durchführung  als  das  Charakteristische  seines 
Systems  übrig,  und  wir  müssen  schHesslich  darauf  zurückkommen, 
dass  die  Gravitation  von  Element  zu  Element  und  deren  mathe- 
matische Bearbeitung,  verbunden  mit  den  Erw  eiterungen  der  Theorie 
der  krummlinigen  Bewegungen  über  die  Huyghensschen  Fundamente 


*)  Abgedruckt  bei  Brewstcr,  Meinuirs  of  the  life  of  Newton,  London 
1855,  Bd.  1 S.  452. 
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hinaus,  die  eigenthQmlichen  Grundzüge  der  neuen  Gravitations- 
mechanik  gebildet  habe.  An  elementaren  Grundsätzen,  die  als 
letzte  Principieu  der  allgemeinen  Mechanik  gelten  küuiien,  haben 
wir  jedoch  keinen  von  Grund  aus  neuen,  sondern  nur  eine  er- 
weiterte Auffassung  älterer  Vorstellungsarten  angetrofifen.  Die  an- 
fängliche Wirkungsform  nicht  constanter  Kräfte,  sowie  das  deut- 
liche Hervortreten  des  Factors  der  Masse  in  der  Intensität  der 
Kraft  waren  hier  die  zwei  Hauptpunkte.  Formal  trat  erst  durch 
Newton  das  Axiom  von  der  Gleichheit  der  Wirkung  und  Gegen- 
wirkung als  abgesonderte  Idee  in  den  Vordergrund.  Jedoch  sind 
grade  die  Präliminarien  bei  ihm  nicht  das  Bedeutsamste  gewesen, 
und  es  blieb  der  weitem  Entwicklung  überlassen,  die  axiomatischen 
Grundlagen  der  allgemeinen  Mechanik  principiell  als  solche  zu 
erörtern.  Auf  diese  Weise  bildeten  sich  auch  mehrere,  zunächst 
gehr  streitige  Vorstellungsarten  aus,  die  wie  die  Erhaltung  der 
lebendigen  Kräfte  und  das  Princip  der  geringsten  Wirkung  die 
Aufmerksamkeit  der  nächsten  Entwicklungsperiode  zu  einem 
grossen  Theil  in  Anspruch  nahmen.  Die  Behandlung  dieser  nicht 
sowohl  axiomatischen  als  schematischen  Sätze  geht  ’ neben  der 
steigenden  Bethätigung  der  Analysis  einher,  und  der  nächste  Ab- 
schnitt, der  die  Ausbildung  der  Wissenschaft  bis  auf  Lagrange 
einschliesslich  repräsentirt,  wird  sich  im  Hinblick  auf  unsere 
eigentliche  Aufgabe  vornehmlich  mit  jenen  Schematen  und  mit 
den  Vortheilen  zu  beschäftigen  haben,  welche  aus  der  Einführung 
der  reinen  Analysis  in  unser  Gebiet  für  die  bestimmtere  Auflassung 
der  Principien  und  ihres  inneren  Zusammenhangs  gewonnen 
worden  sind. 
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Dritter  Abschnitt. 

Die  Zeit  der  ailgemeinen  Formulirungen 
und  der  anaiytiechen  Entwickiung  bis  auf  Lagrange.' 

Erstes  Capitel. 

Hauptpunkte  des  Fortsohritta. 

93.  Von  Galilei  bis  auf  Huyghens  iiud  Newton  waren  alle 
wesentlichen  Grnndeinsichten  der  allgemeinen  Mechanik  in  der 
einfachsten  und  ursprflnglichsten  Form  erfasst  worden,  und  es 
blieb  dem  folgenden  Zeitalter  zunächst  nur  übrig,  sich  einerseits 
durch  weitere  Reflexion  und  Discussion  über  das  Wesen  jener 
Gnindvorstellungen  aufzuklären,  dieselben  gelegentlich  auch  meta- 
physisch zu  erörtern,  und  ausserdem  zuzusehen,  wie  sich  durch 
Anwendung  der  Analysis  die  mathematisch  coniplicirteren  Aufgaben 
bewältigen  Hessen.  Der  vorherrschende  Charakterzug  dieser  Periode 
wird  denn  auch  mehr  und  mehr  nach  der  analytischen  Seite  aus- 
geprägt. Ziemlich  gleichzeitig  mit  dem  ersten  Erscheinen  des 
Newtonschen  Hauptwerks  wird  auf  dem  Festlande  der  Anstoss  zu 
einer  abstracteren,  vornehmlich  analytischen  Bearbeitung  aller 
Probleme  sichtbar.  Mit  der  Veröffentlichung  des  Leibnizschen 
Aufsatzes  über  „eine  neue  Methode  für  die  Maiima  und  Minima 
n.  s.  w.“  (Nova  methodus  pro  maiimis  et  minimis  etc.)  in  den 
Acta  Eruditorum  1684  gelangte  die  Newtonsche  Fluxionsrechmmg 
zur  Publicität ')  und  zu  einer  bequemeren  Notation,  und  die  fest- 


‘)  Eine  vollständige,  znm  Gcständniss  der  Entlehnnng  zwingende  Ueber- 
f&hrrng  Leibnizens  ist  nicht  möglich  gewesen.  Trotzdem  lässt  sich  znr  Er- 
gänzung ans  dem  Charakter  desselben  entnehmen,  welche  Handlangsweise  hei 
ihm  eine  an  Gewissheit  grenzende  Wahrscheinlichkeit  f&r  sich  habe.  Für 
diesen  Charakter  ist  auch  eine  briefliche  Aeusserung  von  Huyghens  an  l'Hopital 
V.  9.  April  1693  kennzeichnend;  „Herr  Leibniz  ist  sicherlich  sehr  gewandt, 
Aber  er  hat  zugleich  eine  unmässige  Begier  zu  scheinen  ^une  envie  immoderö« 
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ländischen  Mathematiker,  uameutlich  die  vei-schiedenen  Bernoullis 
bildeten  den  neuen  Calcül  und  Algorithmus  nach  und  nach  zu 
einer  vollständigen  Differential-  und  Integralrechnung  aus.  während 
die  Eugländer  mehr  an  den  äus.serlichen  Formen  der  unmittelbaren 
Newtonschen  Ueherlieferung  festhielteu.  Die  Förderung  der  In- 
tegrationen ist  zunächst  vornehmlich  den  Brüdern  Jacob  und  Jo- 
hann Bernoulli  zugefällen.  Diese  beiden  sind  es  auch  vorzüglich 
gewesen,  welche  die  analytischen  Methoden  an  den  wichtigsten 
mechanischen  Problemen  bethätigten  und  sich  z.  B.  mit  der  ana- 
lytischen Durchdringung  der  Huygbensscheu  Auffinduugsart  des 
Oscillationsoentnmis  beschäftigten.  Für  das  Interesse  unserer  Auf- 
gabe wird  ausser  den  beiden  genannten  Zeitgenossen  von  Leibuiz 
noch  ein  Sohn  des  Jüngern  Binders  .Johann,  nämlich  Daniel  Ber- 
uoulli  (1700 — 1782)  besonders  wegen  seiner  Auffassung  des  Priu- 
cips  der  lebendigen  Kräfte  zu  berücksichtigen  sein. 

Die  erste  sich  in  umfassender  Breite  ergehende  Gesammt- 
darstellung,  verbunden  mit  sehr  erheblichen  Bereicherungen,  er- 
fuhren die  neuen  analytischen  Methoden  bekanntlich  in  Eulers 
grossen  Arbeiten,  und  dieser  Deutsche  Mathematiker  des  18.  Jahr- 
hunderts ist  es  auch  gewesen,  der  zuerst  eine  analytische  Be- 


de paraitre)  wie  sich  zeigt  ....  wo  er  rou  seiner  Analysis  des  Unendlichen 
spricht  ....  und  bei  den  harmonischen  Gesetzen  der  Planetenbewegung.  wo 
er  der  Erfindung  von  Herrn  Newton  gefolgt  ist,  aber  unter  Einmischung 
seiner  Gedanken,  die  sie  verderben  ....  Uebrigens  bin  ich  sehr  in  Zweifel 
aus  Gründen,  die  ich  aufführen  könnte,  ob  er  nicht  seine  Construction  (der 
Kettenlinie)  aus  deijenigen  des  Herrn  Bemoulli  gezogen.“  (Diese  Correspondenz 
in  Hugenii  Exercitationes  Mathematieac , ed.  Uylenbroek,  Hagae  Com.  18.H:’,. 
Fase.  I p.  266).  — Euler  schreibt  in  der  V'orrede  zu  seinen  Institutionen  des 
UilTerentialoalcüls  (1756)  Leibniz  iin  Hinblick  auf  das  schon  vorher  bei  Newton 
Vorhandene  nichts  weiter  zu  als  doctrinoUe  Formgebung  und  eine  Art  eyste- 
inatischer  Zusammenfassung  (in  fonnam  disciplinao  redegerit  ejusque  praecepta 
tanqnani  in  systema  collegcrit).  — I.agrange.  der  den  Keim  der  Differential- 
rechnung bei  Fermat  sucht,  verfehlt  nicht  in  seinen  l.e\'ons  sur  le  calcul  des 
fonctions  (1806)  S.  .S24  darauf  aufmerksam  zu  machen,  da.ss  sich  in  dem  Leib- 
nizschen  Aufsatz  von  1684  sogar  eine  äusserlicho  Uobereinstimmnng  mit  Be- 
standthcilen  der  Fermatseben  Darstellung  ünde.  - Gauss  - ausserte  sich  in 
Beziehung  auf  Leibniz,  «’ie  ans  der  Schrift  von  Sartorius  r.  Waltershausen 
'Gauss  zum  Gcdächtniss,  Leipz.  1866.  S.  85)  hervorgeht,  dahin,  dass  jener 
nicht  ira  Entferntesten  mit  Newton  zu  vergleichen  sei.  — Uober  den  Charakter, 
der  uns  ans  Leibniz  Leben  und  wissenschaftlichem  Verhalten  bei  genauerer 
l.lntersuchung  entgegentritt,  siehe  meine  Kritische  Geschichte  der  Philosophie, 
Berlin  1869,  2.  .Aufl.  1878. 
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arbeitung  der  Mechanik  mit  seinem  Werk  „Mechaniea  sive  motus 
scientia  analytice  exposita“  (Petersburg  1736)  unternommen  hat. 
Dieses  Werk  schliesst  die  eigentliche  Statik  aus,  behandelt  die 
Bewegung  freier  Punkte  in  Bd.  1,  unfreier  in  Bd.  II,  und  wurde 
durch  Eulers,  übrigens  selbständig  gehaltene  und  für  die  Dar- 
legung der  Hauptträgheitsaxen  entscheidende  „Theoria  motus  cor- 
porum  solidorum“  (1765)  ergänzt,  aber  hiedurch  noch  nicht  vollendet. 
Einige  Jahre  nach  jener  Eulerscheu  Arbeit  erschien  d'Alemberts 
„Trait6  de  dynamique“  (Paris  1743),  in  welchem  das  bekannte 
noch  jetzt  nach  dem  Namen  des  V'erfassers  benannte  Princip,  die 
Gleichungen  der  Bewegung  nach  den  Bedingungen  des  Gleich- 
gewichts anzusetzen,  seinen  Ausdnick  fand.  Der  nächste  wichtige 
analytische  Schritt,  der  zugleich  für  die  mathematische  Form- 
gebung Epoche  machte,  geschah  durch  Lagrauge's  „M^canique  ana- 
lytiqne,“  welche  zuerst  1788  und  in  einer  zweiten  zu  drei  Vierteln 
vollendeten  Hevisiou  und  Umarbeitung  1811 — 15  erschien. 

Um  die  weniger  entscheidenden,  aber  grade  in  der  Mechanik 
durch  den  Gegensatz  der  Auffassiiugsart  charakteristischen  Arbeiten 
der  Engländer  nicht  ganz  zur  Seite  zu  la.sseu,  so  sei  an  Maclaurin's 
Werk  „A  complete  system  of  üu.xions“  (Edinburg  1742)  erinnert, 
worin  die  neue  Infinitesimalrechnung  nebst  mechanischen  Anwen- 
dungen im  Anschluss  an  die  Newtonsche  Anschauungsweise  dar- 
gestellt wird.  W'äre  es  hier  unsere  Aufgabe,  die  Geschichte  der 
Analysis  um  ihrer  selbst  und  nicht  blos  um  der  Mechanik  willen 
zu  berühren,  so  würden  wir  nicht  unterlassen  dürfen,  hervorzu- 
heben, woher  die  Taylorsche  Keihe  stammt,  und  dass  seit  Newtons 
eignem  Vorgang  die  .Methode  der  Reihen  bei  den  Engländern  der 
Ausgangspunkt  für  das  analytische  Denken  gewesen  ist.  Lagrange 
kam  in  seiner  Theorie  der  analytischen  Functionen  (zuerst  1797, 
2.  .\ufl.  1813)  ebenfalls  auf  die  Methode  der  Reihen,  als  auf  die 
Grundform,  von  der  für  die  Entwicklung  der  Differential-  und  In- 
tegrahechnuiig  sowie  aller  davon  abhängigen  geometrischen  und 
mechanischen  Begriffe  auszugeheu  sei.  Dagegen  behielt  er  in  der 
Analytischen  Mechanik  auch  in  der  zweiten  Bearbeitung  die  her- 
kömmlichen Vorstellungsarten  infinitesimaler  Natur  ohne  Ein- 
mischung der  Reihen  bei. 

94.  M'enu  man  sich  eine  Skizze  von  den  Anwendungen  der 
.\ualysis  auf  die  Mechanik  machen  will,  so  muss  man  sich  surück- 
rufen,  dass  Descartes  die  analytische  Geometrie  in  Gang  gebracht 
uad  so  die  Vorbedingungen  geschaffen  hatte,  vermöge  deren  später 
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die  mit  dem  letzten  Viertel  des  17.  Jahrhnnderts  anftretende 
Analjsis  des  Unendlichen  oder,  wie  man  auch  sagen  könnte,  des 
stetig  Veränderlichen  eine  fruchtbare  und  schliesslich  rein  schema- 
tische Anwendung  erfahren  konnte.  Eines  der  Haupterfordemisse 
zur  Verallgemeinerung  der  analytischen  Behandlung  mechanischer 
Probleme  musste  der  Gebrauch  von  drei  rechtwinkligen  Coordinatenaien 
sein.  Merkwürdigerweise  hat  sich  die  Regel,  die  Bewegungen  in 
dieser  Weise  auszudrücken,  erst  verhältnissmässig  spät  und  zuerst 
von  einer  Seite  eingeführt,  wo  man  die  Neigung  zum  abstracten 
Schematismus  und  zu  durchgreifenden  Vei-allgemeinerungen  am 
wenigsten  vermuthet,  nämlich  bei  Maclaurin.  Obwohl  sich  z.  B. 
Euler  noch  mit  der  jedesmaligen  besondem  Lage  der  dem  Problem 
eigenthümlichen  Richtungen,  also  etwa  mit  den  tangentialen  und 
normalen  Projectioneu  der  Kräfte  beschäftigt,  so  ist  doch  schwer 
anzugeben,  durch  w'elchen  Schritt  es  in  der  stetigen  Entwicklung 
zu  der  grundsätzlichen  Beziehung  aller  Bewegungen  auf  ein  be- 
liebiges rechtwinkliges  Coordinatensystem  gekommen  sei.  Es  ist 
sehr  begreiflich,  dass  sich  ausser  der  Wendung  bei  Maclaurin 
Spuren  für  die  Annähening  an  einen  solchen  allgemeinen  Gesichts- 
punkt verschiedentlich  vorfinden.  Es  ist  aber  auch  ebenso  natürlich, 
dass  man  bei  der  anfänglichen  Behandlung  der  Probleme  auf  die 
gleichsam  natürlichen,  durch  das  Bedürfniss  sich  von  selbst  er- 
gebenden Coordinaten  verfiel  und  in  den  analytischen  Formu- 
lirungen  hiebei  noch  eine  Zeit  lang  festgehalten  wurde.  Die 
Bewegung  in  dem  Punkt  einer  krummlinigen  Bahn  darauf  ansehen, 
wie  sie  sich  zur  Tangente  und  Normale  dieses  Punkts  stelle,  oder 
wie  so  zu  sagen  ihre  Projectionen  auf  diesen  beiden  Richtungen 
beschaffen  seien,  heisst  ebenfalls  den  Vorgang  nach  Maassgabe 
von  Coordinatenaxen  untersuchen.  Die  letztem  sind  in  diesem  Fall 
nur  so  gewählt,  dass  sie  mit  der  Tangente  und  der  Normale 
zusammenfallen,  und  dass  eine  dritte  Axe  stillschweigend  ebenso 
als  überflüssig  erscheint,  wie  wenn  man  allein  in  der  Ebene  und 
nicht  im  Raume  operirt.  Die  naturwüchsigen  Gesichtspunkte  ent- 
halten immer  derartige  Vereinfachungen,  wo  die  Sache  es  erlaubt, 
und  man  hat  in  neuster  Zeit  eine  solche  Betrachtuugsart  bisweilen 
mit  einem  gewissen  Recht  sogar  als  diejenige  gerühmt,  die  den 
Gegenstand  an  sich  selbst  ins  Auge  fasse,  ohne  die  Imagination 
mit  unwesentlichen  Hülfsgrössen  zu  belästigen. 

Dennoch  müssen  wir  es  in  einer  andern  Hinsicht  als  ent- 
schiedenen Fortschritt  betrachten,  dass  sich  die  allgemeine  Auf- 
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fusung  der  Bewegungen  nach  den  drei  auf  einander  rechtwinklig 
genommenen  Dimeneionen  > des  Raumes  eingefflhii  hat.  Das  still- 
schweigende Coordinatensystem,  welches  der  Vorstellung  jeglicher 
Bewegung  unwillkürlich  zu  Grunde  liegen  muss,  hat  hiedurch 
einen  bewussten  rationellen  Ausdruck  erhalten.  Der  Begriff  der 
Bewegung  selbst  ist  erst  durch  die  Beziehung  auf  drei  als  absolut 
fest  gedachte  Aien  ausser  Zweifel  gestellt,  d.  h.  er  kann  für  die 
Mathematik  und  Mechanik  nicht  mehr  zweideutig  sein,  sobald  die 
Lageveränderung  gegen  diese  in  Gedanken  fixirten  Axen  sein 
Merkmal  und  auch  seinen  Inhalt  bildet.  Ausserdem  ist  aber  der 
Gebrauch  der  Axen  auch  zugleich  die  allgemeinste  Form  der 
Eräftezerlegung  und  Kräftezusammensetzung  oder,  mit  andern 
Worten,  der  Ersetzung  der  wirklichen  Kräfte  durch  äquivalente 
Gruppen  solcher  Kräfte,  die  nach  Richtung  der  Axen  wirken. 
Endlich  hat  der  Gebrauch  dieser  festen  Beziehungslinien  fast  un- 
willkürlich dazu  geführt,  das  im  Parallelogramm  der  Kräfte  ent- 
haltene Princip  oder  das,  was  wir  die  Richtungsreduction  einer 
Kraft  genannt  haben,  in  seiner  ganzen  Tragweite  zu  zeigen  und 
namentlich  bemerklich  zu  machen,  wie  sich  die  verschiedenen 
mechanischen  Begriffe  (Beschleunigung,  Geschwindigkeit,  durch- 
laufener Raum,  Beschleunigungskraft,  Bewegungsgrösse,  lebendige 
Kraft,  ja  schliesslich  die  moderne  Vorstellungsart  der  mechanischen 
Arbeit)  in  der  Uebertragung  der  zugehörigen  Elementar-  und 
Gesammtgrössen  auf  die  Axen  verhalten  müssen.  lu  dieser  Hin- 
sicht sind  sogar  wichtigere  allgemeine  Sätze,  wie  derjenige 
von  der  Projection  der  Bewegungsgrössen,  die  während  einer  be- 
stimmten Zeit  erzeugt  werden,  solche  Einsichten,  wie  sie  sich  bei 
der  durchgängigen  Betrachtungsart  nach  Coordinatenaxen  auch 
ohne  andere  Veranlassung  hätten  ergeben  müssen. 

Es  versteht  sich  von  selbst,  dass  jede  genügende  Combination 
fest  gedachter  Beziehungsörter  ein  in  der  Mechanik  mögliches 
Coordinatensystem  ergiebt,  und  dass  ausserdem  die  relative  Be- 
wegung nur  eine  solche  ist,  bei  welcher  man  das  System  der 
Coordinatenaxen,  auf  welches  man  sie  bezieht,  selbst  wiederum 
auf  ein  anderes  als  fest  gedachtes  System  bezogen  und  gegen 
dasselbe  in  Bewegung  begriffen  denkt.  Beide  Punkte,  sowohl 
die  Mannichfaltigkeit  der  Coordinatensysteme  als  auch  die  Com- 
binationen  beweglicher  mit  unbeweglichen  Systemen,  kümmern  uns 
nicht  an  sich  selbst,  sondern  nur  insoweit,  als  sie  mit  der  Fest- 
stellung gewisser  Haupteigenschaften  des  Gleichgewichts  und  der 
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Bewegung  in  Zusammenhang  gebracht  worden  sind.  Die  reeht- 
winkligen  Coordinaten  sind  die  allernatürlichsten  Mittel,  jede 
translatorische  Bewegung  nach  Maassgabe  der  drei  Dimensionen 
des  Baumes  aufzufassen.  Auch  reichen  sie  in  allen  Fällen  ans, 
und  nur  für  die  Vorstellung  der  Rotationen  ist  es  natürlicher, 
statt  der  Abstände  die  Winkel  zu  messen  und  die  sogenannten 
Polarcoordinaten  zur  Anwendung  zu  bringen. 

Mit  dieser  eingehenderen  Hinweisung  auf  die  festen  Be- 
/.iehungsörter,  gegen  welche  man  die  Oerter  und  Ortsverändernngen 
der  Massen  bestimmt,  glauben  wir  ein  für  alle  Mal  an  einen 
Funkt  erinnert  zu  haben,  dessen  Bedeutung  für  die  geschichtliche 
Kntwicklung  und  schliessliche  Verfassung  der  analytisch  gestalteten 
Mechanik  nicht  unterschätzt  werden  darf. 

95.  Der  Zeitabschnitt,  mit  welchem  wir  es  jetzt  zu  thuu 
haben,*  ist  von  vornherein  mit  Erörterungen  und  Streitigkeiten 
über  gewisse  allgemeine  Vorstellung8ai*ten  der  Principien  oder 
vielmehr  bestimmter  umfassender  Sätze  erfüllt.  Der  berühmteste 
.Streitpunkt  dieser  Art  ist  in  seiner  vornehmlich  metaphysischen 
Seite  von  Leibniz  ansgegangen  und  hat  auch  mehrfach  diejenigen 
interessirt,  welchen  die  Angelegenheiten  der  wissenschaftlichen 
Mechanik  übrigens  keine  .Sorge  machten.  Es  ist  dies  bekanntlich 
der  Streit  um  die  Messung  der  Kräfte  oder  nm  die  Art,  wie  die 
Erhaltung  der  Kraft  zu  denken  sei.  Die  Einführung  des  Sprach- 
gebrauchs, demzufolge  Leibniz  die  blossen  Druckgrössen  oder 
Spannungen  als  todte  Kräfte,  die  sich  in  der  Bewegung  ent- 
wickelnden Grössen  aber  als  lebendige  Kräfte  bezeichnete,  hat 
viel  dazu  beigetragen,  der  Coutroverse  über  die  Schätzung  der 
lebendigen  Kräfte  eine  metaphysisch  vage  und  daher  populäre 
Beimischung  zu  ertheilen.  Auf  diese  Art  ist  der  eigentliche  Kern 
lind  das  wahre  zuerst  von  Huyghens,  wenn  auch  noch  ohne  seinen 
späteren  Namen  aufgestellte  Princip  der  Erhaltung  der  lebendigen 
Kräfte,  in  seinem  für  die  Mechanik  wesentlichen  Inhalt  oft  zu 
Gunsten  der  Erörterung  unbestimmt  schweifender  Vorstellungsarten 
in  den  Hintergrund  gedrängt  worden.  Obwohl  die  entscheidende 
Idee  schon  in  Galileis  Vorstellung  von  der  W’irkungsart  einer 
Kraft  wurzelte,  so  hat  doch  die  Hereinziehnng  des  Gegensatzes 
metaphysischer  Schulen  dem  Streit  einen  Umfang  gegeben,  der 
seinem  wirklichen  Gehalt  und  schliesslichen  Ergebniss  oder,  wenn 
inan  lieber  will,  dem  von  ihm  hinterlasseneu  Niederschlag  nicht 
entsprach. 
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Eine  ähnliche  Neigung,  wie  sie  der  eben  erwähnten  Streit- 
frage zu  Grunde  lag,  hat  auch  zur  Aufstelluug  eines  Princips  der 
geringsten  Wirkung  geführt,  indem  Maupertuis  einen  Gesichts- 
punkt Ferniats  erneuerte  uud  verallgemeinerte.  Ja  sogar  das 
Priucip  der  Erhaltung  der  Flächen  ist  nicht  ohne  eine  Seite  ge- 
blieben, welche  ebenfalls  als  metaphysisch  bezeichnet  werden  muss. 
Die  Auffindung  verborgener  Naturgesetze  im  Hinblick  auf  leitende 
Zwecke,  denen  die  Natur  folge,  war  häufig  der  Beweggrund,  den 
rein  mechanischeu  Verhältnissen  und  Schematen  eine  über  ihren 
wahren  Gehalt  hinausgehende  Bedeutung  zu  geben.  Nur  der  Satz 
von  der  Bewegung  des  Schwerpunkts,,  der  nebst  dem  Priucip  der 
Flächen  seine  Wurzeln  schon  in  Newtons  Aufstellungen  hat.  ist 
nicht  in  den  Kreis  der  streitigen  metaphysischen  Vorstellungsarten 
gezogen  worden.  Uebrigens  sind  aber  die  schematischen  Haupt- 
sätze, die  mau  gegenwärtig  in  der  Dynamik  als  eine  Art  Principien 
der  Bearbeitung  der  besonJeru  .^.ufgabeii  vorauzuschicken  pflegt, 
sämmtlich  eine  Zeit  lang  der  Gegenstand  naturphilosophiscber 
Erörterungen  und  Fassungen  der  angedeuteteu  .\rt  gewesen.  Von 
uud  seit  Lagrange  sind  sie  fast  nur  als  abgeleitete  Sätze  und  als 
Nothwendigkeiten  in  Frage  gekommen,  die  sich  auf  die  ersten 
Axiome  der  Mechanik  zurückführeu  lassen.  Jedoch  hat  man  nach 
dem  Vorgänge  Lagranges  vorzugsweise  ihre  analytische  Form  ins 
Auge  gefasst  uud  sich  um  die  rein  logischen  Beziehungen  wenig 
gekümmert.  So  ist  z.  B.  die  Bezeichnung  lebendige  Kraft  allgemein 
eingebürgert;  aber  sie  ist  dem  heutigen  Mathematiker  nichts 
weiter  als  ein  Wort,  um  das  Product  der  Masse  mit  dem  Quadrat 
der  Geschwindigkeit  zu  bezeichnen.  Er  braucht  gar  keinen  andern 
Gedanken  dabei  zu  hegen  und  wird  im  Bereich  der  aualvtischen 
Mechanik  dennoch  nie  in  Verlegenheit  geratheu. 

Bei  dieser  Bewandtniss  der  Sache  ist  es  nicht  nur  für  die 
geschichtliche  Darstellung  sondern  auch  für  das  gegenwärtige 
tiefere  Verständuiss  des  heutigen  Inhalts  der  Mechanik  nothwendig. 
die  allgemeinen  Formulinmgen,  die  sich  bis  auf  Lagrange  aus- 
bildeten,  von  drei  Seiten  zu  untersuchen.  Erstens  müssen  ihre 
metaphysischen  Beziehungen,  dann  ihre  Eigenschaften  als  rein 
mechanische  Sätze  uud  endlich  noch  besonders  ihre  Leistungen 
analytischer  Art,  also  die  Gleichungen,  zu  deneu  sie  führen, 
erwogen  werden.  Das  Schlussergebniss  dieser  streng  unter- 
scheidenden Untersuchung  wird  dann  noch  uachzuweisen  haben, 
wo  sich  das  einfach  Principielle  au  ihnen  mit  den  sonstigen 
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Axiomen  der  Mechanik  berührt,  und  inwieweit  gewisse  Bestand- 
theile  der  allgemeiiieii  Fomuilirungeii  jener  Art  darauf  Anspruch 
haben,  gleich  urspriinglich  an  den  gewöhnlichsten  Axiomen  als 
begleitende  Umstände  oder  wesentliche  Eigenschaften  der  einfachsten 
Fundamentalverhältnisse  der  Kräfte  dargelegt  zu  werden.  Dieser 
letztere  .Schritt  wird  über  die  historische  Auffassung  hinausgeheu, 
aber  zur  kritischen  Beleuchtung  derselben  unentbehrlich  sein.  Er 
wird  z.  B.  zu  zeigen  haben,  wie  das  Princip  der  geringsten  Action 
schon  in  der  gewöhiilichsteii  Kräftezusammensetzung,  also  im 
Parallelogramm  der  Kräfte  gefunden  werden  könne,  und  wie 
mithin  der  Auspnich  desselben  darauf  beschränkt  werden  müsse, 
ein  Gesichtspunkt  zu  sein,  aus  welchem  die  mechanische  Causalität 
bereits  in  den  axiomatischen  Wurzeln  ihrer  mannichfaltigen  Ge- 
staltungen aufgefasst  werden  kann. 

96.  Wie  schon  aus  dem  Angeführten  zu  ersehen  ist,  be- 
rührt sich  in  der  jetzt  fraglichen  Periode  die  Mechanik  mit  der 
metaphysischen  Philosophie  weit  näher,  als  jemals  zuvor.  Es  ist 
nicht  etwa  nur  Leibniz,  der  dadurch,  dass  er  in  seiner  Person  die 
Einlassung  auf  Mathematik  mit  derjenigen  auf  Philosophie  vereinigte, 
aus  einem  doppelten  Gesichtspunkt  zur  Behandlung  mechanischer 
Grundbegriffe  und  Fragen  gelangte,  sondern  es  ist  auch  im  Verlauf 
des  18.  .Jahrhunderts  die  reine,  nicht  speciell  auf  mathematische 
Probleme  gerichtete  Philosophie  und  zwar  namentlich  in  der  Person 
Kants  veranlasst  worden,  sich  mit  der  Verwandlnng  der  Ausgangs- 
punkte der  Newtouschen  Naturalphilosophie  in  Principien  einer  meta- 
physisch gearteten  Naturphilosophie  zu  beschäftigen.  Bezeichnend 
ist  es  in  dieser  Beziehung,  dass  sich  Kants  allerdings  kaum 
zurechnungsfähiges  Erstlingsbuch  „Gedanken  von  der  wahren 
.Schätzung  der  lebendigen  Kräfte“  (1746)  um  das  damals  zu  einer 
populären  Berühmtheit  ausgebreitete  Problem  von  der  Krätle- 
messung  drehte,  während  seine  erst  ernstlicher  in  Betracht  kommende 
und  wissenschaftlich  erträglichere  Natui'philosophie  40  .Jahre  später 
datirt  und  unter  dem  ausdrucksvollen  Titel  „Metaphysische  .Anfangs- 
gründe der  Naturwissenschaft"  (1786)  sich  an  einer  logischen  Be- 
gründung und  so  zu  sagen  Formgebung  der  mechanischen  Principien 
versuchte.  Die  besondere  Kücksicht  auf  das  Newtonsche  Gruud- 
werk.  welche  in  dieser  letzteren  Arbeit  vorwaltet,  ist  ein  Zeugniss 
dafür,  wie  das  allmälige  Wurzelschlagen  der  Newtonscheu  Natural- 
philosophie auf  dem  Festlande  auch  für  die  Metaphysik  nicht  ohne 
Folgen  geblieben  war. 
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Diese  Erinnerungen  werden  bereits  absehen  lassen,  dass  wir 
uns  in  dieser  Periode  noch  besonders  auf  die  speciell  philosophische 
Thätigkeit  in  der  Auffassung  der  mechanischen  Fundameiital- 
principien  eiuzulassen  haben.  Im  Allgemeinen  kann  jedoch  schon 
von  vornherein  darauf  hiugewiesen  werden,  dass  sich  die  uns  schon 
von  Descartes  her  bekannte  hemmende  Wirkung  der  irregehenden 
metaphysischen  Aufifassuugsarten  auch  diesmal  bestätigen  werde. 
Abgesehen  von  der  Unfruchtbarkeit,  welcher  eine  ganze  Gruppe 
von  Erörterungen  zunächst  anheimfiel,  ist  auch  die  positive  Ab- 
lenkung, welche  die  rein  causale,  in  der  Mechanik  für  jeden  Fort- 
schritt entscheidende  Betrachtungsart  gelegentlich  durch  die  Selbst- 
täuschungen metaphysischer  Natur  erfahren  hat,  um  so  sichtbarer 
geworden,  je  weniger  sich  die  betreffenden  Aufstellungen  im  engem 
Gebiet  der  mathematischen  Gestaltungen  der  Mechanik  bewegten. 
Nur  in  sehr  wenigen  Hichtungen  hat  die  eigentliche  Philosophie 
zur  Aufklärung  der  mechanischen  Grundbegriffe  beigetrageu.  und 
wir  werden  derartige  wirklich  fördernde  Gesichtspunkte  sogar  noch 
besonders  da  aufsuchen  müssen,  wo  sie  gar  nicht  direct  im  Interesse 
der  Mechanik  selbst  erfasst  wurden  und  wo  mau  sie  am  wenigsten 
vorauszusetzen  pflegt.  Dennoch  ist  aber  die  rein  philosophische 
Discussion  der  mechanischen  Priucipieu  insofern  nicht  überflüssig 
gewesen,  als  sie  durch  den  Gegensatz  ihres  Verfahrens  die  wahren 
logischen  Bedürfnisse  einer  streng  wissenschaftlichen  Constitution 
der  Mechanik  immer  fühlbarer  gemacht  hat. 

97.  Ein  wichtiger  Fortschritt,  dessen  Abschluss  sich  jedoch 
erst  in  Lagrauges  analytischer  Mechanik  zeigt,  ist  die  grund- 
sätzliche Ausdehnung  der  allgemeinen  mechanischen  Principien  auf 
die  Hydrostatik  und  Hydrodynamik,  .\llerdings  hatte  schon  Galilei, 
wie  wir  (Nr.  46)  gesehen  haben,  das  Princip  der  virtuellen  Ge- 
schwindigkeiten auch  bei  dem  Gleichgewicht  der  Flüssigkeiten 
erkannt  und  zur  Anwendung  gebracht;  aber  später  war  der  all- 
gemeine Gang  in  der  Behandlung  der  Mechanik  der  Flüssigkeiten 
wieder  mehr  darauf  gerichtet  gewesen,  die  Gesetze  des  betreffen- 
den Gebiets  aus  specifischen,  für  den  Fall  der  Flüssigkeiten  be- 
sonders vorausgesetzten  Principien  abzuleiteu.  Allermindestens 
nahm  man  noch  zuletzt  die  Gleichheit  der  Fortpflanzung  des 
Drucks  in  allen  Uichtungen  als  axiomatischen  Ausgangspunkt  au. 
Nun  ist  es  sichtbar  genug  die  Entwicklung  der  analytischen  Form 
der  Flüssigkeitsmechauik  gewesen,  was  schliesslich  zur  Einreihung 
der  besoudern  Sätze  unter  die  allgemeinsten  Principien  hingeleitet 
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hat.  Nachdem  von  Clairaut,  d’Alembert  und  Euler  im  Anschluss 
oder  wenigstens  ira  Sinne  der  schon  auf  sehr  allgemeine  Principieu, 
uaraentlich  auf  das  der  lebendigen  Kräfte  zurückgreifenden  Hydro- 
dynamik Daniel  Bernoullis  (1738)  schliesslich  die  Gleichungen 
des  Gleichgewichts  und  der  Bewegung  der  Flüssigkeiten  in  ihrer 
differentiellen  Form  aufgefunden  worden  waren,  konnte  auch  die 
Ableitung  derselben  aus  den  ganz  allgemeinen  Principieu  mechanischer 
Kräftewirkung  nicht  mehr  lauge  auf  sich  warteu  lassen.  Die 
Flüssigkeit  musste  als  ein  materielles  System  angesehen  werdeu, 
in  welchem  das  Verhältniss  der  Theilchen  gegen  einander,  d.  Ii. 
die  völlig  freie  Variabilität  dei-  gegenseitigen  Verschiebungen,  als 
die  Grundeigenschaft  in  den  Calcül  und  in  die  gewöhnliche 
mechanische  Deduction  aufgenommen  wurde.  Indem  dies  durch 
Lagrange  geschah,  wurde  die  Trennung,  welche  zwischen  der 
Mechanik  der  tropfbar  und  der  gasförmig  flüssigen  Materie  einer- 
seits und  der  festen  Körper  andererseits  bestanden  hatte,  vollständig 
aufgehoben.  Die  drei  Aggregatzustände  fanden  sich  hieinit  rein 
mechanisch  und  derartig  definirt.  dass  man  auf  dieselben  die  all- 
gemeinen Principieu  ohne  Weiteres  anwenden  konnte,  wenn  mau 
nur  jene  definirten  und  dem  Calcül  zugänglich  gemachten  Ver- 
schiedenheiten gleich  allen  andern  Mannichfaltigkeiten  und  Vor- 
bedingungen, deren  die  Anordnung  und  Einrichtung  mechanischer 
.Systeme  fähig  ist,  zur  Geltung  brachte. 

Der  Zug  zur  Verallgemeinerung,  der  sich  in  der  eben  be- 
rührten Thatsache  bekundete,  hat  in  der  jetzt  in  Frage  stehenden 
Periode  auch  fast  in  allen  andern  Richtungen  gewirkt.  Er  hat 
die  Mechanik  zu  einer  abgesonderten,  sehr  abstracten  Wissenschaft 
werden  lassen,  in  welcher  die  technischen  oder  kosmischen  An- 
wendungen, die  mau  friiher  noch  unmittelbarer  vor  Augen  hatte, 
immer  mehr  als  Bethätigungsstoff  und  immer  weniger  als  eigent- 
licher' Inhalt  des  Gebiets  erscheinen.  Dieser  Entwicklungsgang 
hat  einige  Aehnlichkeit  mit  der  ursprünglichen  Ausbildung  einer 
reinen  Mathematik.  Die  abstracte  Mechanik  kennt  schliesslich 
nichts  als’ örtlich  verschieden  arraugirte  Massen,  au  denen  Kräfte, 
d.  h.  Ursachen  von  Bewegungserscheiuuugeu  oder  Bewegungs- 
hemmungen in  bestimmten  einfachen  Eutwicklungsformeii  wirken. 
Ihre  Aufgaben  bestehen  alsdann  darin,  zwischen  den  Massen,  den 
Zeiten  und  den  Räumen  in  dem  manuichfaltigen  Spiel  der  mög- 
lichen Phänomene  gewisse  Grundbeziehungen  und  Eigenschaften 
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abzuleiten,  welche  es  erlauben,  aus  gegebeiieu  Vorbedingungen  auf 
die  entsprechenden  Wirkungen  rechnend  zu  schliessen. 

Die  Vereinigung  der  Statik  und  der  Dynamik,  deren  Noth- 
wendigkeit  wir  schon  früher  bei  verschiedenen  Gelegenheiten,  be- 
sonders aber  im  Hinblick  auf  das  virtuelle  Princip  bemerkt  haben, 
kommt  mit  dem  d’Alembertschen  Grundsatz  in  einem  gewissen 
Sinne  zn  Stande.  Die  Wendung,  mit  welcher  Lagrange  das 
d’Alembertsche  Princip  dazu  benutzte,  aus  der  allgemeinen  ana- 
lytischen Formel  der  Statik  einen  gleich  allgemeinen  Ausdruck 
für  die  gesammte  Dynamik  zn  bilden,  machte  es  vollends  sicht- 
bar, dass  die  Dynamik  nunmehr  nur  als  eine  Fortsetzung  und 
Entwicklung  der  statischen  Grundlagen  erscheinen  sollte.  Auch 
handelte  Lagrange  zuerst  die  Statik  ab  uud  liess  dann  die  Dynamik 
folgen.  Indessen  ist  dieses  Maass  von  Vereinigung,  für  welches 
allein  das  d’Alembertsche  Princip  das  Bindeglied  abgiebt,  keines- 
wegs genügend.  Schon  die  üebereinstimmung  der  allgemeinsten 
analytischen  Ausdriicke  weist  auf  eine  weit  innigere  Verbindung 
der  beiden  früheren  Abzweigungen  eines  und  desselben  Wissens- 
stammes  hin.  Auch  fehlt  es  gegenwärtig  nicht  an  Spuren,  dass 
die  vollständige  Vereinigung  der  Statik  und  Dynamik  immer 
mehr  eine  Forderung  der  Angemessenheit  der  wissenschaftlichen 
Form  werde. 

98.  Den  Hauptanknüpfungspunkt  für  die  wichtigsten  Fort- 
schritte der  neuen  Periode  bildet  aus  der  frühem  Ueberliefening 
der  Huyghenssche  Satz  von  der  Gleichheit  des  Aufsteigens  der 
Körper  im  statisch  verbundenen  oder  im  freien  Zustande  bis  zur 
Fallhöhe.  Dieser  Satz,  der  nach  Einführung  des  Leibnizschen 
Sprachgebrauchs  den  Namen  eines  Princips  der  Erhaltung  der 
lebendigen  Kräfte  erhielt,  uud  der  an  dem  Problem  des  Oscillatioiis- 
centmms  seine  Entstehung  gefunden  hatte,  wurde  in  unserer 
Periode  theils  ein  Gegenstand  der  weitern  Zergliederung,  theils 
ein  ohne  Weiteres  verwendetes  Mittel,  um  neue  Aufgaben  zu 
lösen.  In  der  letztem  Verrichtung  erscheint  er  besonders  in  der 
Hydrodynamik  Daniel  Bemoullis  und  spielt  bei  der  Bestimmung 
der  Bewegung  der  Flüssigkeiten  in  canalartigen  Wandungen  über- 
haupt eine  ähnliche  Rolle,  wie  ursprünglich  bei  der  Aufgabe,  den 
Schwingungsmittelpunkt  eines  zusammengesetzten  Pendels  zu  be- 
stimmen. Wie  in  dem  einen,  so  gelangt  man  auch  in  dem  andern 
Fall  erst  allmälig  zu  Lösnngen,  die  unmittelbar  ans  den  ersten 
Principien  der  Mechanik  herrühren  und  den  Satz  von  der  Erhaltung 
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der  lebendigen  Kräfte  niclit  ziiiii  unbewiesenen  Ausgangspunkt 
nehmen.  Diese  zergliedenide  Arbeit  bezog  sich  nun  aber  weit 
weniger  auf  den  Begriff  der  lebendigen  Kraft  und  der  allgemeinen 
Art,  wie  sie  in  einem  einfachen  Falle  wirkt  und  sich  erhält,  als 
vielmehr  auf  die  Einmischung  der  statischen  Beziehungen  in  die 
dynamischen  Verhältnisse.  Wir  haben  früher  gesehen,  wie  das 
Problem  des  einfachen  Pendels  sich  noch  nicht  weit  von  dem  ein- 
fachsten Fall  der  Bewegung  auf  der  schiefen  Ebene  entfernt, 
wie  aber  schon  in  dem  aus  zwei  schweren  Punkten  zusammen- 
gesetzten Pendel  eine  Aufgabe  höherer  Art  erwächst,  indem 
zwischen  den  beiden  Punkten  eine  gegenseitige,  durch  die  feste 
statische  Beziehung  vermittelte  Vertheiluug  der  Antriebe  der 
Schwerkraft  eintritt.  Es  handelt  sich  also  im  Allgemeinen  um 
die  Beantwortung  der  Frage,  wie  sich  dynamische  Kräfte  bei  der 
Dazwischeukuuft  von  statischen  Beziehungen  jener  zusammen- 
gesetzten Art  verhalten  müssen.  Die  Beantwortung  dieser  Frage 
hat  schon  bei  .Jacob  Bernoulli  zur  Bestimmung  derjenigen  Kräfle- 
theile  geführt,  welche  für  sich  allein,  ganz  abgesehen  von  der 
Bewegung,  im  Gleichgewicht  sein  müssen.  Es  sind  dies  bekannt- 
lich die  bei  der  gegenseitigen  Vertheilung  sogenannten  verlorenen 
oder  gewonnenen  Kräfte,  die  im  Vergleich  zu  einer  etwaigen  ganz 
freien  Bewegung  als  abändernde  Hemmungen  oder  Beförderungen 
der  letztem  erscheinen,  ln  dieser  Zergliederung  der  statisch  sich 
aufhebenden  Kraftelemente  und  in  der  Erfassung  des  Gegensatzes 
der  wirklichen  Bewegung  und  der  unter  Voraussetzung  statischer 
Ungebmidenheit  erfolgenden  Bewegung  war  aber  schon  bei  .Jacob 
Bernoulli  der  Kern  von  dem  gegeben,  was  später  verschiedentlich 
gewendet  und  ausgeführt,  schliesslich  aber  als  d'Alembertsches 
Priucip  zur  allgemeinen  Methode  der  liösung  dynamischer  Auf- 
gaben mit  Hülfe  der  Gesetze  der  statischen  Beziehungen  geworden 
ist.  Erinnern  wir  uns  hiebei  unserer  ursprünglichen  Wahrnehmung, 
dass,  rein  mechanisch  und  ohne  Rücksicht  auf  die  Grösse  und  den 
Umfang  der  Anwendungen  betrachtet,  von  vornherein  derjenige 
Stamm  von  dynamischen  .Aufgaben  die  grössten  Schwierigkeiten 
bot,  in  welchem  sich  die  freie  Bewegung  mit  statischen  Gebunden- 
heiten conibinirte.  ln  dieser  Hinsicht  ist  der  Weg  der  Geschichte 
von  Galilei  durch  die  Huyghensschen  Leistungen  gegangen,  und 
die  freie  Gravitationsmechanik  als  die  Fortsetzung  der  Dynamik 
ganz  freier  Bewegungen  ist  mehr  zur  Seite  und  ohne  entscheiden- 
den Einfluss  auf  die  wichtigsten  Probleme  der  combinirten  Art 
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geblieben.  Auf  diese  Weise  ist  es  völlig  sichtbar,  dass  die  Be- 
ziehungen der  Statik  und  Dynamik  die  intimste  Seite  der  fort- 
schreitenden Erkenntniss  darstellen,  und  wir  werden  daher  auch 
vornehmlich  aus  diesem  Gesichtspunkt  gleich  denjenigen  Satz  auf- 
znfassen  haben,  an  den  sich  auch  übrigens  das  wesentlichste 
Stück  der  Principiengeschichte  dieser  Periode  knüpft.  Das  Gesetz 
von  derPlrhaltung  der  lebendigen  Kräfte  wird  aus  sehr  verschiedenen 
Gesichtspunkten  die  Grundlage  unserer  weiteren  Darstellung  bilden 
müssen. 


Zweites  Capitel. 

Princip  der  Erhaltung  der  lebendigen  Kräfte. 

99.  Die  Erhaltung  der  lebendigen  Kräfte  ist  eine  Vor- 
stellung, die  sich  in  einen  allgemeineren  und  einen  specielleren 
Bestandtheil  zerlegen  lässt.  Der  erstere  bezieht  sich  auf  das 
Verhältniss  von  Entstehung  und  Ausgabe  einer  Kraftgrösse  über- 
haupt und  gilt  zunächst  für  den  sehr  einfachen  Fall  eines  frei 
bewegten,  ohne  Rücksicht  auf  seine  Dimensionen  und  seine  Form 
oder  Massenvertheilung,  also  gewissermaassen  als  Punkt  betrachteten 
Körpers.  Der  andere  Bestandtheil  der  Vorstellung  betrifft  eine 
Verbindung  von  Körpern,  welche  nur  durch  einfachen  Druck  auf 
einander  wirken,  also  etwa,  wie  im  Fall  des  zusammengesetzten 
Pendels,  eine  unveränderliche  Stange  bilden  oder  durch  eine  starre 
Linie  verknüpft  gedacht  werden.  Sowohl  für  die  allgemeinere  als 
die  speciellere  Gestaltung  der  Vorstellung  hat  Huyghens  das 
Fundament  gelegt.  Er  hat.  wie  wir  früher  (Nr.  62 — 63)  aus- 
geführt  haben,  bei  der  Lösung  der  Aufgabe  vom  Schwingungs- 
mittelpunkt das  Princip  des  Aufsteigens  zur  Fallhöhe  von  vorn- 
herein darauf  zurückgeführt,  dass  aus  Nichts  keine  Erhebungs- 
kraft entstehen  könne,  und  dass  daher  unter  allen  Umständen  ein 
Ueberschnss  des  Aufsteigens  über  die  der  anfänglichen  Geschwindig- 
keit entsprechende  Fallhöhe  ein  Widersinn  sein  würde.  Huyghens 
hatte  dieses  Princip  im  unmittelbarsten  Anschluss  an  Galileis 
Schema  der  Entstehungs-  und  Wirkuugsart  einer  Geschwindigkeit 
im  besondern  Hinblick  auf  das  Aufsteigen  auf  schiefen  Ebenen 
erfasst  und  Angesichts  seines  Problems  vom  Oscillafiouscentrnm 
dahin  erweitert,  dass  ancli  die  statische  Verbindung  au  dem  Inbalt 
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desselben  nichts  ändern  könne.  Ira  verbundenen  wie  iin  freien 
Zustande,  bei  der  Drehung  um  eine  horizontale  Axe  wie  ohnedies, 
könnte  die  Schwere  keine  verticale  Erhebung  bewirken,  die  nicht 
der  Quantität  nach  in  der  durch  ein  gleiches  Fallen  erzeugten 
Geschwindigkeit  ihren  Urspning  hätte.  Uebrigens  bemerkte  Huyghens 
auch  die  allgemeine  Tragweite  seines  Princips,  indem  er,  wie  wir 
ebenfalls  schon  angeführt  haben,  daran  erinnerte,  dass  es  sich 
auch  auf  Flüssigkeiten  anwenden  lasse,  — ein  Wink,  den  später 
Daniel  Rernoulli  nicht  unbenutzt  gelassen  hat. 

Nach  dieser  Erinnerung  an  die  Ausgangspunkte  von  Huyghens 
können  wir  behaupten,  dass  dieser  geniale  Förderer  der  Mechanik 
und  Mathematik  nicht  etwa  blos  den  besondern  mechanischen 
Satz,  den  er  bei  der  Auffindung  des  Oscillationscentrums  benntzte, 
sondern  auch  die  so  'zu  sagen  philosophische  Grundanschauung 
von  allgemeinerer  Natur  und  Tragweite  erkannt  und  formnlirt 
habe.  Die  Folgezeit  hat  bis  auf  den  heutigen  Tag  für  die  allge- 
meine, gleichsam  logische  Wahrheit,  die  dem  Princip  inwohnt, 
ebenfalls  keinen  andern  Gruud  auzugebeu  vermocht,  als  dass  eine 
Kraft  nicht  aus  Nichts  zu  entstehen  vermöge.  Alle  Erhaltungsideen, 
die  iu  der  neusten  Zeit  nach  der  Entdeckung  der  mechanischen 
Aequivalenzen  der  Wärmewirkungen  hervorgetreten  sind,  enthalten 
in  ihrem  innersten  Kern  nur  jenes  Urprincip,  auf  welches  sich  schon 
Huyghens  berief,  und  dessen  Tragweite  er  schon  in  einem  erheb- 
lichen Umfang  abzusehen  vermocht  hatte.  .Jedoch  hat  er  sich  mit 
der  principielleu  Erörterung  der  metaphysischen  Seite  nicht  weiter 
abgegeben.  Ihm  genügte  die  gleichsam  logische  Beglaubigung  der 
Vorstellung,  und  bei  der  besondern  Anwendung  sah  er  iu  der  Be- 
ziehung der  Quadrate  der  Geschwindigkeiten  zu  den  Fallhöhen, 
d.  h.  in  deren  Gleichheit  mit  der  doppelten  Fallhöhe,  natür- 
licherweise nichts  weiter  als  die  von  Galilei  festgestellte  Wirkungsart 
der  Schwere.  Obwohl  er  die  Products  der  Massen  mit  den  Qua- 
draten der  Geschwindigkeiten  zu  summiren  hatte  und  die  Unab- 
hängigkeit dieser  Summe  von  der  Gebundenheit  oder  Freiheit  der 
Bewegung  für  jeden  Zeitpunkt  erkannte,  so  hatte  er  doch  keine 
Veranlassung,  jene  Art  von  Producten  mit  einem  besondern  Kunst- 
ausdruck zu  bezeichnen. 

100.  Durch  Leibuiz  (1646 — 1716)  ist  einerseits  ein  neuer 
Name  der  bereits  vorhandenen  Sache  current  geworden  und  an- 
dererseits die  Versetzung  des  Gegenstandes  mit  dem  Beiwerk  me- 
taphysischer Reflexionen  eine  Zeit  lang  in  den  Vordei'grund  ge- 
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treten.  Es  war  nur  das  Echo  eines  Galileischen  Nebengedankens, 
wenn  Leibuiz  den  blossen  Druck  oder  Zug,  wie  er  im  statischen 
Verhalten  statthat,  als  „todte  Kraft“  bezeiohuete  und  der  letzteren 
die  „lebendige  Kraft“  als  Vertreterin  der  eigentlichen  Kraftent- 
wicklung gegenfiberstellte.  ln  Nr.  71  haben  wir  die  Galileische 
Idee  dargelegt.  Uebrigens  ist  aber  die  Keflexion  über  den  Unter- 
schied der  blossen  Pressung  durch  ein  grosses  Gewicht  und  der 
Wirkungsgrösse,  die  durch  einen  kleinen  Stoss  entsteht,  schon 
vom  Alterthum  her  überliefert  und  an  sich  selbst  von  sehr  ge- 
ringer Bedeutung.  Erst  Galileis  Vorstellung  von  der  stetigen 
Häufung  der  Impulse  im  Stoss  hatte  dem  Gedanken  eine  erheb- 
lichere Wendung  gegeben,  und  Leibuiz  bezog  sich  auch  ausdrück- 
lich *)  auf  den  Aussprach  Galileis,  dass  sich  die  Stosswirkung  zum 
blossen  Druck  wie  Unendliches  zu  Endlichem  verhalte.  Die 
„todte  Kraft“  Leibnizens,  welche  sich  nur  von  dem  bei  Galilei 
vorkoouuenden  peso  morto  herschrieb,  hat  vor  der  Geschichte  keine 
Anerkennung  gefunden;  denn  der  Sprachgebrauch  ist  ohne  diesen 
Ausdruck  weit  besser  ausgekommen,  indem  schon  das  Sprachgefühl 
eine  Bezeichnuugsart  abgewehrt  hat,  die  ausser  ihrer  Ueberflüssig- 
keit  auch  noch  den  Nachtheil  hatte,  einer  falschen  Metaphysik 
Vorschub  zu  leisten.  Dagegen  ist  die  Wortcombiuatiou  „lebendige 
Kraft“,  jedoch  unter  Entkleidung  von  jedem  realen  Sinn,  zu  einem 
rein  analytischen  Kunstausdruck  geworden,  um  das  Product  der 
Masse  mit  dem  Geschwindigkeitsquadrat  zu  bezeichnen.  Diese 
vüllige  Bntblössong  von  einer  sachlichen  und  anschaulichen  Vor- 
stellung ist  dadurch  zu  erklären,  dass  man  nicht  umhin  gekonnt 
hat,  mit  der  nur  Verwirrung  stiftenden  und  stets  streitigen  meta- 
physischen Interpretation,  bei  welcher  Leibniz  sogar  die  Entelechie 
des  Aristoteles  zu  Hülfe  gerufen  hatte,  überhaupt  jegliche  mehr 
als  analytische  Vorstellungsart  zu  verwerfen. 

Der  Streit  über  die  sogenannte  Kräftemessung,  der  sich  stets 
nur  in  den  Kegionen  der  metaphysischen  Umhüllung  der  Wissen- 
schaft bewegt  und  die  bereits  vorhandenen  sachlichen  Hauptbe- 
ziehnngen,  wie  die  Huyghensschen  und  Newtouschen  Ergebnisse, 
niemals  berührt  hat,  lässt  sich  nnr  aus  dem  Umstande  erklären, 
dass  Cartesianische  Naturphilosophen,  die  den  sachlichen  Inhalt 


')  Ini  Spocimen  ilynamicmii  etc.  zuerst  in  den  .-tcta  Erudit.  KiO.V  Pertz- 
Oerhardtsche  Aasg.  von  Leibniz  mathematischen  Werken,  Bd.  VI  Halle  IhbU, 
8.  238. 
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des  bereits  gewonnenen  Wissens  nicht  kannten  oder  nicht  zu 
würdigen  vermochten,  eine  bequeme  Gelegenheit  zur  Producirung 
des  Scheins  einer  neuen  Kritik  und  der  Widerlegung  eines 
Descartesschen  Philosophemsboten,  über  welches  schon  Huyghens 
hinweggeschritten  war.  Der  letztere  grosse  Denker  hatte  es  nicht 
der  Mühe  werth  gehalten,  die  Unzulänglichkeiten,  Irrthümer  oder 
Zweideutigkeiten  der  Descartesschen  Vorstellungen  und  Ausdrucks- 
arten besonders  zu  beleuchten.  Leibniz  liess  sich  diese  Gelegen- 
heit nicht  entgehen  und  veröffentlichte  ungefähr  zwei  Jahre  nach 
dem  Aufsatz  über  die  Differentialrechnung  eine  Art  Berichtigung 
des  Cartesius’),  derzufolge  das,  was  sich  in  der  Natur  erhalte, 
nicht  die  Bewegungsquantität,  d.  h.  nicht  das  Product  von  Masse 
und  Geschwindigkeit  sei,  so  dass  die  Kräfte  nicht  nach  der  von 
ihnen  hervorgebrachten  Geschwindigkeit  sondern  nach  den  Quadraten 
der  Geschwindigkeiten  zu  messen  wären.  Cartesius  hatte  die 
vage,  aber  zufällig  richtige  Idee  gehabt,  dass  die  Grösse  der  Kraft 
im  Sinne  der  Actionsmenge  durch  das  Product  von  Gewicht  und 
Erhebungsraum  vorgestellt  werde.  Er  selbst  hatte  sich  aber  nur 
mit  virtuellen,  in  statischen  Fragen  vorkommenden  Bewegungen 
beschäftigt  und  überdies  von  der  Galileischen  Dynamik  nichts  be- 
griffen. Indem  nun  Leibniz  den  eignen  Satz  des  Cartesius  im 
Hinblick  auf  die  Galileischen  Fallgesetze  interpretirte , erhielt  er 
die  Gnmdvorstellung  Descartes’  in  einer  neuen  Form.  Er  sub- 
stituirte  dem  Cartesischen  Product  aus  Gewicht  und  Erhebung, 
unter  ausdrücklicher  Berufung  auf  Galilei,  dasjenige,  welches  sich 
sofort  ergiebt,  wenn  man  bedenkt,  dass  die  Wege  den  Quadraten 
der  bei  dem  Anfänge  des  Aufsteigens  vorhandenen  Geschwindig- 
keiten proportional  sind.  Wenn  es,  wie  Cartesius  vorausgesetzt 
hatte,  dasselbe  ist,  das  einfache  Gewicht  zur  vierfachen  Höhe, 
oder  das  vierfache  Gewicht  zur  einfachen  Höhe  zu  befördern,  so 
folgt  hieraus,  dass  es  auch  dasselbe  ist,  das  einfache  Gewicht  mit 
der  doppelten  und  das  vierfache  Gewicht  mit  der  einfachen  Ge- 
schwindigkeit aufsteigen  zu  lassen.  Es  verhalten  sich  also  die 
Wirkungsgrössen,  insofern  sie  in  der  Aufbrauchuug  und  Bethätigung 
gegebener  Geschwindigkeiten  bestehen  und  nach  dem  Weg  des 
Gewichts  veranschlagt  werden,  wie  die  Geschwindigkeitsquadrate. 
Warum  aber  die  adoptirte  Cartesische  Voraussetzung,  dass  das 


')  Breria  demonstratio  etc.  in  den  Acta  Emdit.  1686.  Angef.  Anag. 
der  Werke,  Bd.  V'I  S.  IH. 
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Product  von  Weg  und  Gewicht,  d.  h.  im  heutigen  Sinne  die  Ar- 
beit, auch  für  die  Kräfteschätzung  maassgebend  sein  solle,  wusste 
Leibniz,  wie  mau  auch  noch  speciell  aus  seinen  nachgelassenen 
Piecen  sehen  kann,  nicht  weiter  als  Cartesius  selbst  aufzuklären. 
Kr  nahm  sogar  seine  Zuflucht  zu  den  ganz  ungeeigneten  rein 
statischen  V'erhältnissen  au  den  einfachen  Maschinen.  Durch  ein 
Missverständniss  dieser  statischen  Verhältnisse  war  Descartes  dazu 
gelaugt,  das  viituelle  Priucip  so  auszudrückeu,  dass  der  Werth 
der  Kraft  in  dem  Product  von  Gewicht  und  Erhebung  bestände. 
Der  dynamische  Sinn,  der  in  dieses  Product  gelegt  werden  musste, 
war  dem  Urheber  der  allgemeinen  Vorstellung  fremd  geblieben, 
und  der  spätere  Ausleger,  der  es  in  diesem  neuen  Sinne  nahm, 
wusste  wiederum  nicht,  wie  er  es  nach  dieser  Sinuesveränderung 
mit  tieferen  Gründen  unterstützen  sollte. 

Wenn  mau  die  Kraft  als  vermittelnden  Begriff  ausmerzt,  so 
verschwindet  die  metaphysisch  scholastische  Seite  der  Messuugs- 
frage,  und  es  handelt  sich  um  nichts  weiter  als  mu  die  Be- 
stimmung des  Quantitativen  in  den  verschiedenen  Arten  der 
Wirkungen.  Die  Actiousmenge  im  Sinne  der  stetigen  Summation 
der  elementaren  Wirkirngsgiösseu  entspricht  dem  halben  Product 
aus  Masse  und  Geschwindigkeitsquadrat;  aber  die  Autliäufung 
einer  Geschwindigkeit  im  Galileischen  Sinne  bleibt  die  einfachste 
Wirkuugsgattuug,  nach  welcher  man  zunächst  bei  allen  Phänomenen 
zu  fragen  hat.  Merkwürdigerweise  hat  eine  gewisse  Bizarrerie 
der  Geschichte  nicht  die  wirkliche  Actionsgrösse,  welche  dem 
halben  Quadrat  der  Geschwindigkeit  entspricht,  sondern  in  Folge 
des  Hinblicks  auf  blosse  Proportionalitäten  das  Product  aus  dem 
ganzen  Quadrat  und  der  Masse,  also  die  doppelte  Actiousgrösse 
zum  Kraftrepräsentanten  gestempelt.  Es  würde  eine  sehr  natur- 
gemässe  Kückgängigmachung  dieses  von  Leibniz  veraiilassten  Miss- 
griffes sein,  wenn  es  den  Schriftstellern,  die  gegenwärtig  das  halbe 
Product  als  Selbständigkeit  hervorhebeu,  gelingen  sollte,  auch  eine 
Vertauschung  des  Sprachgebrauchs  einzuleiten.  Der  Ausdruck 
lebendige  Kraft  bedeutet  so  zu  sagen  nur  Massengeschwiudigkeits- 
quadrat,  und  sollen  sich  richtige  reale  Vorstellungen  einbürgeru, 
so  wird  man  von  Actionsmenge,  Arbeit,  Energie  u.  dgl.  und 
diesen  Begriffen  entsprechend  von  dem  halben  Product  zu  reden 
haben. 

Dieselbe  Ungenauigkeit,  welche  der  Leibuizscheu  Metaphysik 
des  Infinitesimalen  anhaftet,  hat  auch  in  seinen  Vorstellungen 
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über  die  Aufbrauchuag  der  Geschwindigkeiten  einen  Mangel  an 
Strenge  und  eine  Zweideutigkeit  veranlasst,  deren  Folgen  sich 
zwar  nicht  in  gleicher  Weise,  wie  die  falsche  Äletaphysik  de« 
Differentialcalcüls,  bis  heute  vererbt,  aber  doch  vielfach  dazu  bei- 
getragen haben,  die  naturgemüsse  Fassung  der  mechanischen  Grund- 
begriffe zu  erschweren.  Leibniz  wollte  in  der  That  aus  einer  un- 
endlichen Wiederholung  von  dem,  was  er  todte  Kraft  nannte,  mithin 
aus  einer  unbegieuzten  Vielheit  von  statischen  Verhältnissen  die 
Wirkuugsreihe,  also  in  seinem  Siune  die  Entwicklung  der 
lebendigen  Kraft  hervorgehen  lassen.  Dies  ist  nun  ungefähr 
dasselbe,  wie  wenn  Jemand  eine  Linie  aus  der  Häufung  unendlich 
vieler  ausdehuungsloser  Punkte  begreifen  wollte.  Das  Element 
der  Actionsgrösse  oder  lebendigen  Kraft  ist  selbst  eine  während 
des  Zeitelements  dauernde  Action  und  entspricht  dem  Product  aus 
der  Bewegungsquautität  mit  dem  Differential  der  Geschwindigkeit. 
Leibniz  hat  niemals  streng  und  unzweideutig  den  Satz  berück- 
sichtigt, dass  auch  im  Unendlichkiemen  eine  die  Kräfteverhältnisse 
ändernde  Actiouseutwicklung  stattfiudet.  Seine  unbestimmten  und 
doppelseitig  schwankenden  Wendungen  haben  ihn  bald  das  Eine, 
bald  das  Andere  aussprecheu  lassen,  ohne  dass  hiebei  jemals  eine 
entschiedene,  auf  dem  Bewusstsein  der  auszuschliessenden  Wider- 
sprüche beruhende  Vorstellungsart  zu  Tage  getreten  wäre. 

Neben  der  eigentlichen  Kräftemessung  bilden  die  Erhaltungs- 
ideen einen  relativ  selbständigen  Gedankenkreis.  In  dieser  Be- 
ziehung ist  nun  Leibniz  dem  allgemeinsten  Motiv  von  Huyghens, 
nämlich  dem  Satze  gefolgt,  dass  eine  Action  nicht  aus  Nichts  ent- 
stehen könne.  Die  Benutzung  dieses  Grundes  lag  dem  Deutschen 
Pliilüsophirer  um  so  näher,  als  er  sich  Ja  speciell  mit  der  Um- 
arbeitung des  Spiuozischen  Causalitätsgesetzes  und  der  Formulirung 
desselben  als  eines  Satzes  vom  zureichenden  Grunde  beschäftigte. 
.Ausserdem  betonte  er  die  Stetigkeit,  deren  Begriff  in  der  strengen 
mathematischen  .Anschauung  der  Naturphänomene  unvermeidlich 
ist,  und  über  welche  schon  Galilei  sehr  zutreffeud  gedacht  hatte, 
ludern  Leibniz  die  Galileische  Zerlegung  des  Stosses  in  eine  Un- 
endlichkeit von  Elementarimpulseu  adoptirte  und  dieselbe  mit  den 
Feststellungen  der  Stossgesetze  durch  Huyghens  und  Andere 
combinirte,  gelangte  er  zu  der  Fkirung  der  naheliegenden  all- 
gemeinen Vorstellung,  dass  die  Entwicklung  der  lebendigen  Kraft 
immer  mit  einer  Aufzehrung  des  Wirkenden  au  einem  Wider- 
stande verbunden  sei.  Hieran  schloss  sich  für  den  Stoss  die 
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logische  CoBsequenz:  „Was  durch  die  kleinen  Theile  absorbirt 
wird,  gehe  keineswegs  absolut  für  das  Universum  verloren,  obwohl 
es  für  die  ßesammtkraft  der  zusammenstossenden  Kürper  verloren 
geht"  ‘).  Diese  Folgerung  ist  unter  denen,  die  auf  dem  Wege  der 
Leibnizschen  Metaphysik  lagen,  wirklich  die  beste  unter  den  mög- 
lichen gewesen;  denn  obwohl  sie  keineswegs  eine  Vorwegnahme 
der  heutigen  Anschauungsweise  war,  so  enthielt  sie  doch  znföllig 
eine  Wahrheit,  die  sich  gegenwärtig  aus  der  Mechanik  der  Wärme 
besser  uachweisen  lässt.  Auch  dürfen  wir  nicht  vergessen,  dass 
Leibuiz  die  Kräfte  für  Substanzen  im  metaphysischen  Sinne  dieses 
Worts  ausah,  und  dass  es  ihm  auf  diese  Weise  leicht  wurde,  die 
Unverlierbarkeit  derselben  zu  behaupten.  Die  unzutreffende  Meta- 
physik hatte  also  hier  mehr  Antheil  gehabt,  als  etwa  die  logische 
Consequenz  eines  in  quantitativer  Bestimmtheit  genommenen  Cansali- 
tätsgesetzes  oder,  mit  andern  Worten,  eines  Satzes  vom  zureichenden 
Grunde  der  (Quantitäten. 

101.  Johann  Bernoulli  (1667 — 1748)  ist  unter  den  be- 
rühmteren Mathematikern  derjenige,  dessen  Denkungsart  praktisch 
und  theoretisch  der  Leibnizschen  am  meisten  verwandt  war,  und 
der  es  sich  auch  besonders  angelegen  sein  liess,  die  fraglichen 
metaphysischen  Ideen  zur  Geltung  zu  bringen,  ln  seiner  bekannten 
Preisabhandlung  von  1723  über  die  Mittheilung  der  Bewegung 
definirt  er  die  lebendige  Kraft  als  „diejenige,  welche  in  einem 
Körper  residirt,  wenn  er  in  gleichförmiger  Bewegung  ist“  *).  Man 
sieht,  dass  zwar  nicht  gesagt  ist,  die  Bowegungsquantität  oder 
Trägheitsbewegung  einer  Masse  sei  die  lebendige  Krall,  wohl  aber, 
dass  sie  dieselbe  enthalte.  Die  Bewegungsquautität  ist  als  Ur- 
sache einer  Actionsmöglichkeit  gedacht,  die  sich  im  Falle  des 
Widerstandes  verschiedentlich  verwirklichen  kann;  aber  dieser  all- 
gemeine Gesichtspunkt  trifft  auch  bei  einem  ruhenden  Körper  zu, 
der  zur  Keaction  veranlasst  wird.  Dennoch  wird  man  im  letzteren 
Falle  keine  lebendige  Kraft  voraussetzen,  da  ja  die  Geschwindig- 
keit und  mit  ihr  das  fragliche  Product  Null  ist.  Ferner  sagt 
J.  Bernoulli  von  der  lebendigen  Kraft;  „Sie  ist  äquivalent  dem- 


SchluKBworte  des  erst  ncaerdiugii  gedruckten,  aus  der  Zeit  des  Streits 
mit  den  Csrtesianern  herrährenden  Aufsataes  Essai  de  d}naniii)ue  etc.  Angef. 
Ansg.  der  Werke.  Bd.  VI  S.  2St. 

*)  Disouurs  snr  les  lois  de  la  coiiimunieation  du  meuveinent,  Opera, 
4 Bde.,  Laosanne  1742,  Bd.  111,  Cap.  3 S.  23. 
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jenigen  Theil  der  Ursache,  welcher  sich  in  ihrer  Hervorbringung 
aiifzehrte  (s’est  consumöe  en  la  produisant)“  ').  Bei  der  allge- 
meinen Ursache  ist  hier  an  eine  Naturkraft  überhaupt  gedacht 
und  ihr  die  besondere,  quantitativ  begrenzte  Action  gegenüberge- 
stellt. Nachdem  davon  die  Rede  gewesen,  wie  jeder  elementare 
Verlust  einer  elementaren  Mittheilung  entspreche,  heisst  es*): 
„In  dieser  Gleichheit  besteht  die  Erhaltung  der  Kräfte  der  in 
Bewegung  befindlichen  Körper.“  Ueberhaupt  wird  die  Gleichheit 
von  Ursache  und  Wirkung  in  Bezug  genommen,  und  wir  dürfen 
uns  daher  nicht  überrascht  finden,  wenn  J.  Bernoulli  *)  gradezu 
erklärt:  Es  würde  das  Gesetz  der  Erhaltung  der  lebendigen  Kräfte 
verdunkeln  heissen,  wenn  man  es  zu  beweisen  versuchte. 

Die  Voraussetzung  von  Leibniz,  dass  es  in  der  Natur  keine 
strenge  Ruhe  gäbe,  führte  bei  J.  Bernoulli  auf  einen  bemerkens- 
werthen  Abweg.  Er  stellt  sich  nämlich  vor,  dass  der  ruhende 
Körper  fortwährend  im  Bestreben  (effort)  begriflfen  sei  zu  fallen, 
und  dass  er  unendlich  kleine  Geschwindigkeitsgrade  erhalte,  die 
aber  im  Entstehen  vergehen  und  im  Vergehen  wiederentstehen 
(p^rissant  en  naissaut  et  renaissent  en  p6rissant)  *).  Ein  solcher 
Process,  in  welchem  der  Begriff  des  Unendlichkleinen  eine  unzu- 
treffende Rolle  spielt,  ist  natürlich  kein  Antagonismus  wirklicher 
sehr  kleiner  Oscillationen,  sondern  nur  die  Formel  eines  unverein- 
baren Widerspruchs. 

Wählend  Johann  Bernoulli  die  innern  Vorgänge  und  meta- 
physischen Betrachtungsarten  nach  dem  Vorgänge  von  Leibniz  in 
den  Vordergrund  stellte,  begann  sein  .Sohn  Daniel  Bernoulli  damit, 
di«  allgemeinen  metaphysischen  Gesichtspunkte  für  sehr  gleich- 
gültig zu  erklären  und  sich  ausschliesslich  an  die  Huygheussche 
Fonii  des  Couservationsgesetzes,  also  au  die  Gleichheit  des  Fallens 
und  Aufsteigens  zu  halten,  die  ohne  Rücksicht  auf  die  Freiheit 
oder  Gebundenheit  stattfäiide.  Der  Vater  hatte  in  dem  Huygheiis- 
schen  Satze  nur  eine  Folge  des  allgemeinen  Princips  der  Erhal- 
tung der  lebendigen  Kräfte  gesehen,  welches  er  eines  eigentlichen 
Beweises  gar  nicht  für  bedürftig  oder  fähig  hielt.  Daniel  Bernoulli 
wollte  sieh  dagegen  des  Huyghensschen  Princips  ebenso  wie  der 
Urheber  desselben  bedienen,  um  seine  hydrodynamischen  Aufgaben 
zu  lösen,  und  es  kam  ihm  sogar  darauf  au,  den  Engländern  oder 


>)  Ibid.  Cap,  5 Nr.  .S  S.  36.  *)  Ibid.  Nr.  8 S.  38. 

*)  Ibid.  Cap.  10  Nr.  1 8.  Ö6.  *)  Ibid.  Cap.  5 Nr.  2 S.  35. 
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andern  Oegnem  der  Leibnizschen  Wendungen  und  Redeweisen 
gegenüber  auf  den  reinen  Huyghensschen  Gedanken  zurückzu- 
kommen. Er  war  der  Ansicht,  dass  man  in  der  Hauptsache 
überall  einig  sei,  und  dass  die  unpraktischen  Differenzpunkte  in 
der  Vorstellungsart  die  Mühe  des  Streits  nicht  lohnten. 

In  den  Präliminarien  seiner  Hydrodynamik,  welche  die  gemein- 
samen Principien  der  Hydrostatik  und  Hydraulik  beleuchten  sollen, 
erklärt  er,  das  vorzüglichste  der  von  ihm  gebrauchten  Principien 
sei  das  der  Erhaltung  der  lebendigen  Kräfte,  oder  wie  er  sage 
„der  Gleichheit  zwischen  dem  thatsächlichen  (actuellen)  Herab- 
steigen und  dem  möglichen  (potentiellen)  Aufsteigen.“  Er  wolle 
durch  diese  Ausdrucksart  den  Anstoss  bei  denen  vermeiden,  welche 
durch  das  Wort  lebendige  Kraft  aufgeregt  würden.  An  derselben 
Stelle  ‘)  giebt  er  kurz  und  treffend  die  geschichtlichen  Haupt- 
momente der  Entwicklung  des  Princips  an.  Er  kennt  den  Zu- 
sammenhang zwischen  Galilei  und  Huyghens  und  zeigt  in  den 
Worten  des  letztem  die  vollständige  Formulirung  des  Princips. 
Unter  Berafung  auf  seine  einschlagende  Petersburger  Akademie- 
abhandlung (Bd.  I dieser  Verhandlungen  S.  131  fg.)  behauptet  er 
resümirend,  dass  in  der  ganzen  Leibnizschen  Doctriu  eigentlich 
nichts  sei,  was  nicht  auch  Alle  thatsächlich  in  ihrer  eignen 
Sprechweise  hätten.  Hiemit  sieht  er  von  der  Vorstellungsart  ab 
nnd  hält  sich  nur  an  den  mechanischen  Satz  der  Gleichheit  des 
thatsächlichen  Fallens  und  des  möglichen  freien,  von  der  Ver- 
bindung gelösten  Aufsteigens  der  Körper,  wie  sie  von  Huyghens 
im  Hinblick  auf  das  zusammengesetzte  Pendel  vorausgesetzt 
worden  war. 

In  einem  zehn  Jahre  nach  der  Hydrodynamik  unter  den 
Abhandlungen  der  Berliner  Akademie  veröffentlichten  Aufsatz  mit 
der  Ueberschrift  „Bemerkungen  über  das,  in  einem  allgemeinen 
Sinne  genommene  Princip  der  Erhaltung  der  lebendigen  Kräfte“  ’) 
redet  D.  Bernoulli  von  einem  grossen  Princip  der  Natur,  be- 
schränkt sich  aber  auch  hier,  ohne  in  die  Gründe  desselben  ein- 
zugehen, auf  eine  Bewährung  desselben  in  erweiterten  Anwen- 
dungen. Er  behandelt  dort  ganz  allgemein  den  Fall  der  gegenseitigen 
Attractionskräfte,  die  sich  nach  einem  beliebigen  Gesetz  mit  der 
Entfernung  ändern.  Das  principiell  Wichtigste  ist  hiebei  der 


*)  D.  Bemonlli  Hydrodynamica,  1788,  Sect.  I § 18  fg. 

*)  Hiatoire  de  TAcademie  de  Berlin,  fdr  1748,  8.  356  fg. 


Digitized  by  Google 


236 


ÜPb«rgang  von  der  constanten  Kraft  zur  veränderlichen.  Die 
Proportionalität  der  Geschwindigkeitsquadrate  mit  den  Wirknnga- 
räumen  war  ja  von  dem  gewöhnlichen  Fallschema,  also  von  dem 
Beispiel  einer  constanten  Kraft  abstrahirt  worden,  und  es  musste 
mathematisch  gezeigt  werden,  dass  auch  die  Actionsmenge  der 
nicht  constanten  Kraft  dem  Quadrat  der  Geschwindigkeit  proportional 
sei  und  mit  dem  zurückgelegten  Weg,  d.  h.  der  gegenseitigen 
Annäherung  der  einander  anziehenden  Massen  in  Beziehung  stehe. 

Anwendungen  der  Principien  sind  keine  Analysen  derselben. 
Aus  diesem  Grunde  hat  der  vielfache  Gebrauch,  den  D.  Bernoulli 
in  seiner  Hydrodynamik  von  dem  Satz  der  Erhaltung  der  leben- 
digen Kräfte  macht,  für  uns  kein  besonderes  Interesse.  Von 
Wichtigkeit  ist  höchstens  die  Art  und  Weise,  in  welcher  das 
Princip  eingeführt  wird.  Es  bleibt  durch  das  ganze  Werk  hin- 
durch eingestandenerraaassen  eine  unmittelbare  Voraussetzung,  von 
deren  Berechtigung  keine  zergliedernde  Rechenschaft  gegeben 
wird.  Die  Form,  unter  der  es  erscheint,  ist  beständig  die  Vor- 
stellung, dass  die  potentielle  Erhebung  (ascensus  potentialis)  dem 
actuellen  Fall  einer  Flüssigkeitsmasse  gleich  sein  müsse.  In 
dieser  Gestalt  dient  es  dazu,  die  Gesetze  des  Ausfliessens  und  der 
Oscillationen  der  Flüssigkeiten  festzustellen.  Natürlich  bemerkt 
D.  Bernoulli,  dass  wie  bei  dem  Stoss  auch  in  diesen  Fällen  ein 
grösserer  oder  geringerer  Verlust  an  lebendiger  Kraft  physikalisch 
unvermeidlich  sei,  und  dass  die  experimentellen  Ungleichheiten 
zwischen  dem  Aufsteigen  und  dem  Fallen  zum  Theil  auf  diese 
Absorption  der  lebendigen  Kraft  durch  die  Tenacität  der  Theilchen 
zurückzuführen  seien.  Im  letzten  Abschnitt  seines  Werks  rechnet 
D.  Bernoulli  mit  den  auf  eine  gemeinsame  Richtung  bezogenen 
Bewegungsquantitäten  ganz  zutreffend,  ln  der  vorletzten  (zwölften) 
Section  war  er  überhaupt  zur  Erkenntniss  der  statischen  Be- 
ziehungen innerhalb  des  Gebi<*ts  hydraulischer  Verhältnisse  ge- 
langt und  hatte  diese,  ihm  beim  ersten  Niederschreiben  der  früheren 
Partien  des  Werks  noch  nicht  klar  gewesenen  Auffassungsarten 
als  eine  neue  Statik  und,  wie  er  sie  auch  nennt,  Hydrauliko- 
Statik  eingeführt.  Wir  erwähnen  diese  Umstände  nur  um  des 
Gegensatzes  willen,  in  welchem  sie  zu  der  durchgängigen  nnmittel- 
baren  Anwendung  des  Erhaltungsprincips  stehen.  Dieses  letztere, 
welches  namentlich  im  siebenten  und  achten  Abschnitt  seine  be- 
merkbarsten Dienste  leistet  und  dort  auf  die  verwickelteren  Be- 
wegungen aus  Gefässöffnungen  augewendet  wird,  hätte  in  seinen 
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innersten  Qrfinden  anfj^efasst  werden  können,  wenn  die  Aufhäufung 
und  Erschöpfung  von  Beweguugsquantitäteu,  also  die  auf  die 
Elemente  der  Vorgänge  bezüglichen,  sich  an  die  Statik  aulehnen- 
den  Verhältnisse  der  Pressungsveränderungen  von  vornherein  zum 
principiellen  Ausgangspunkt  gemacht  worden  wären.  Man  ver- 
gleiche in  beiden  Beziehungen,  d.  h.  für  das  Kaisonnement  aus 
den  Bewegungsgrössen  und  für  dasjenige  aus  den  lebendigen 
Kräften  besonders  § 17  der  letzten  und  § 3 (regula  II)  der  achten 
Section.  Ein  besonderes  Eingehen  auf  diese  Anwendungen  würde 
uns  des  speciellen,  hydrodynamischen  Gegenstandes  wegen  zu 
weit  auf  erläuternde  Uülfserörterungen  ablenken. 

102.  Das  Huyghenseche  Princip  der  Erhaltung  bezog  sich 
nicht  auf  ein  einzelnes  bevi^egtes  Object,  sondern  auf  ein  statisch 
verbundenes  System.  Es  enthielt  mithin  eine  Idee  mehr,  als  wir 
bis  jetzt  untersucht  und  besonders  in  der  Leibnizschen  Auffassung 
vertreten  gefunden  haben.  Es  schloss  den  Gedanken  ein,  dass 
die  blos  statischen  Pressungen  zwar  die  Vertheilung,  aber  nicht 
die  Gesammtsumme  der  Kräfte  zum  Aufsteigen  alteriren.  Der 
Schwerpunkt  der  z.  B.  im  zusammengesetzten  Pendel  vereinigten 
Körper,  die  in  Verbindung  gefallen  sind  und  unverbunden  nun 
wieder  vermöge  der  erlangten  Geschwindigkeit  in  die  Höhe  ge- 
trieben werden,  steigt  wieder  zur  ursprünglichen  Höhe  auf.  Die 
Möglichkeit  des  Aufsteigens  wird  von  Huyghens  nach  seinem 
Princip  auf  zweifache  Weise  gedacht.  Sie  drückt  sich  nämlich 
einerseits  durch  die  einzelnen  Producte  aus  Gewicht  und  Höhe 
oder  Masse  und  Geschwindigkoitsquadrat  aus,  und  andererseits 
wird  die  Summe  dieser  einzelnen  Producte  als  die  Gesammtkraft 
des  Aufsteigens  gefunden,  wenn  man  die  Bewegung  des  Schwer- 
punkts auf  die  gewöhnliche  Art  nach  der  Bewegung  der  einzelnen 
Massen  bestimmt.  Wird  nun  das  Princip  vorausgesetzt,  so  gilt 
die  nämliche  Productensumme  für  beide  Kraftvorstelluugen,  oder 
mit  andern  Worten,  es  ist  die  lebendige  Kraft  des  Systems  trotz 
der  statischen  Gebundenheit  für  jeden  beliebigen  Augenblick 
dieselbe,  als  die  Summe  der  lebendigen  Kräfte  seiner  einzelnen, 
als  frei  vorausgesetzten  Theile.  Sehr  häufig  wird  das  Princip 
der  Erhaltung  der  lebendigen  Kräfte  grade  im  Hinblick  auf  diese 
Gleichgültigkeit  einer  statischen  Wechselwirkung  der  Kräfte  ver- 
standen. Die  Intervention  dieser  statischen  Wechselbeziehung  hindert 
nicht  die  Erhaltung  derselben  Menge  lebendiger  Kraft,  — dies  ist 
die  zweite  Idee,  auf  welche  alle  diejenigen  den  Ton  legen,  welche 
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in  ihren  Vorstellungen  vomehnilicli  den  Huyghensschen  Grund- 
lagen folgten.  Man  muss  gestehen,  dass  für  die  Erweiterung  der 
mechanischen  Erkenntniss  dieser  zweite  Bestandtheil  des  Princips 
die  grössere  Dichtigkeit  hat,  und  eine  tiefere  Untersuchung  wird 
auch  zeigen,  dass  es  streng  genommen  gar  kein  Actionsverhältniss 
von  zwei  Kräften  geben  könne,  bei  welchem  nicht  schon  in  einem 
gewissen  Sinne  die  Frage  entstünde,  wie  die  statischen  Be- 
ziehungen, die  der  Entwicklung  der  Kräfte  als  gleichsam  voran- 
gehend gedacht  werden  können,  diese  Kräfteentwicklung  selbst  be- 
einflussen oder  für  dieselbe  gleichgültig  bleiben.  Selbstverständlich 
sind  diese  statischen  Beziehungen  in  jenem  allgemeineren  Sinne 
zu  verstehen,  in  welchem  die  innere  Spannung  oder  Pressung  für 
einen  dauerloseu  Zeitpunkt,  oder  wie  man  sonst  dieses  Verhältniss 
der  innern  Beziehung  nennen  möge,  vollkommen  genügt,  um  die 
der  Beweguugsentwicklung  vorangehenden  Kräfteverhältnisse  zu 
kennzeichnen.  Das  eigentliche  Gleichgewicht  besteht  dagegen  in 
der  dauernden  Gleichheit  solcher,  sonst  nur  als  streng  momentan 
betrachteten  innern  Spannungen  oder  Druckintensitäten. 

Die  Zergliederung,  welche  die  Huyghenssche  Anwendung  des 
Princips  auf  die  Aufgabe  vom  Schwingungsmittelpunkt  besonders 
durch  .Jacob  Bemoulli  erfahren  hat,  kann  für  dieses  Princip  selbst 
Zweierlei  lehren.  Erstens  hat  sie  gezeigt,  wie  schwierig  es  ge- 
wesen, die  tiefem  Gründe  der  Gleichgültigkeit  der  statischen  Be- 
ziehungen nach  den  gewöhnlichen  mechanischen  Gnmdsätzen  sicht- 
bar zu  machen,  und  zweitens  hat  sich  aus  ihr  ergeben,  dass,  sobald 
über  die  statische,  d.  h.  streng  momentane  Gestaltung  der  Kräfte- 
verhältnisse entschieden  ist,  die  sich  anschliessende  Entwicklung 
der  in  dieser  Art  geordneten  Kräftegmppe  zu  einer  Actionsmenge 
keine  andere  Idee  erfordert,  als  das  gewöhnliche  Galileische  Schema 
der  Kräftebethätigung.  Auf  diese  Weise  ist  so  zu  sagen  das 
Problem  der  Zusammensetzung  lebendiger  Kräfte  mit  Rücksicht 
auf  die  Massen  vermöge  beliebiger  Verbindungen  gelöst  und  so 
zugleich  die  Grundlage  für  ein  neues  Princip  der  vereinigten  Be- 
handlung der  Statik  und  Dynamik,  zunächst  aber  der  Auflösung 
dynamischer  Probleme  nach  dem  Schema  statischer  Beziehungen 
gewonnen  worden.  Was  d’Alembert  später  in  einer  besondern 
Kegel  formulirte,  ist  im  Wesentlichen  schon  in  Jacob  Bernoullis 
Zergliederung  vorgebildet  gewesen,  und  der  tiefere  Grand  dieser 
Fortschritte  hat  darin  gelegen,  dass  man  das  -statische  Bindeglied 
fand,  um  die  Actiousmengen  oder  lebendigen  Kräfte,  unbeirrt  durch 
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ihre  statische  Combinatiousart,  vereinigen  und  auf  diese  V/eise  die 
Gesammtbewegungeu  entwickeln  zu  können. 

103.  Schon  Nr.  62  haben  wir  die  Einwendungen  gegen  die 
Huyghenssche  Lösung  vom  Schwingungspunkt  berührt,  durchweiche 
Jacob  Bemoulli  zu  wiederholten  und  schliesslich  gelingenden  Zer- 
gliederungsversuchen veranlasst  wurde.  Er  ist  der  älteste  jener 
Familiengruppe,  die  an  der  Geschichte  der  Mathematik  uud 
Mechanik  einen  so  erheblichen  Antheil  genommen  hat.  Obwohl 
sein  Leben  (1654 — 1705)  schon  ein  Jahrzehnt  vor  demjenigen  von 
Leibniz  endigte,  so  hat  er  doch  in  der  Hauptfrage,  die  wir  hier 
behandeln,  die  sachlich  wichtigste  Wendung  durchgeführt.  Von 
seinem  jüngern  Bruder  Johann,  den  er  zuerst  in  den  Bahnen  der 
Mathematik  dirigirte,  unterschied  er  sich  im  Allgemeinen  und  be- 
züglich unserer  Frage  dadurch,  dass  er  sich  fast  gar  nicht  um  die 
Verschiedenheit  metaphysischer  Vorstellungsarten,  wohl  aber  um 
die  Zurückführung  der  Thatsachen  und  der  formal  noch  unvoll- 
ständigen Lösungen  auf  die  einfachen  Priucipien  der  gewöhnlichen 
Mechanik  bemühte.  In  diesem  Sinne  ist  grade  er  derjenige  ge- 
wesen, welcher  über  den  Huyghensschen  Satz  und  namentlich  über 
die  Erhaltung  der  lebendigen  Kräfte,  welche  trotz  der  statischen 
Verbindungen  stattfinde,  das  meiste  Licht  verbreitet  hat.  Die 
Aufgabe  vom  Schwingungspunkt  war  von  Huyghens  vermittelst  des 
Princips  des  gleichen  Aufsteigens  gelöst,  und  es  kam  nur  darauf 
an,  an  die  Stelle  dieser  noch  immer  dem  Zweifel  Kaum  gebenden 
Methode  eine  Ableitungsart  zu  setzen,  welche  an  die  ersten  und 
bekannten  Principien  der  Mechanik  unmittelbar  anknüpfte  und  des 
Erhaltungsprincips  in  der  statisch  complicirten  Form  gar  nicht 
bedürfte.  Gelang  eine  solche  Ableitung,  so  war  hiemit  still- 
schweigend auch  das  Huyghenssche  Priucip  selbst  bewiesen,  und 
es  hätte  demgemäss  der  Satz  von  der  Erhaltung  der  lebendigen 
Kräfte  auch  fortan  nicht  als  ein  Axiom,  sondern  als  ein  beweis- 
barer Lehrsatz  gelten  müssen.  Doch  wie  schon  gesagt,  hat  Jacob 
Bernoulli  selbst  sich  auf  solche  Bestimmungeu  und  methodische 
Erörterungen  gar  nicht  eingelassen,  und  es  ist,  wie  wir  aus  dem 
späteren  Verfahren  Daniel  Beruoullis  und  Anderer  wissen,  der 
Satz  von  der  Erhaltung  ohne  Weiteres  als  ein  unmittelbares 
Hülfsmittel  und  mithin  das  Princip  des  gleichen  Aufsteigens  auch 
ferner  vielfach  wie  ein  Axiom  gebraucht  worden.  Jacob  Bernoullis 
unmittelbare  Absicht  ging  auch  iu  der  That  gar  uicht  darauf  aus, 
in  erster  Linie  ein  neues  Princip  abzuleiten,  sondern  richtete  sich 
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ganz  einfach  auf  eine  directere  Lösung  der  Aufgabe  Tom  Os- 
cillatiouscentrum. 

Der  erste  Schritt  zu  dieser  directeren  Lösung  war  noch  mit 
einem  erheblichen  Irrthnm  verbunden,  und  es  ist  nur  der  allge- 
meine Gedanke,  der  hier  von  vornherein  einen  Werth  hat  und 
auch  später  der  leitende  Gesichtspunkt  blieb.  Die  verworrenen 
und  fehlerhaften  Einwendungen,  die  ein  Abt  Catelan  1681 — 82 
gegen  Huyghens  gemacht  hatte,  und  die  zu  einer  Art  Controverse 
führten,  veranlassten  Jacob  Bernoulli,  sich  zu  betheiligen  und 
sogar  zunäch.st  eine  Demonstration  vorzubringen,  die,  obwohl  in 
ihrer  Fassung  sehr  ungewiss  gehalten,  dennoch  gegen  die  Richtigkeit 
der  Uuyghensschen  Lösung  zu  sprechen  schien.  In  dem  betreffen- 
den Aufsatz  >),  welcher  über  den  Streit  berichtet,  giebt  Jacob 
Bernoulli  seine  im  Princip  richtige,  in  der  Anwendung  aber 
falsche  Ableitungsart  der  Geschwindigkeit  des  zusammengesetzten 
Pendels  aus  den  Geschwindigkeiten  seiner  Theile.  Er  denkt  sich 
in  der  einfachsten  Weise  an  der  starren,  um  die  Axe  rotirenden 
Linie  in  verschiedenen  Entfernungen  vom  Aufhängungspunkt  zwei 
gleiche  Körper  angebracht  und  geht  nun  davon  aus,  dass  die  Ge- 
schwindigkeit, welche  das  so  combinirte  Pendel  haben  werde, 
zwischen  denjenigen  Geschwindigkeiten  zu  suchen  sein  müsse, 
welche  die  einzelnen  Körper  anuehmen  würden,  wenn  sie  für  sich 
allein,  d.  h.  ohne  dass  der  eine  mit  dem  andern  verbunden  wäre, 
zu  schwingen  hätten.  Für  sich  allein  würde  der  dem  Aufhängungs- 
puukt  nähere  einen  schnelleren  Antrieb  erfahren,  der  entferntere 
aber  sich  für  sich  allein  langsamer  bewegen,  wie  dies  der  Schwere- 
wirkung bei  einfachen  Pendeln  gemäss  ist.  Nun  könne  aber  die 
Schwere  um  der  Combinatiou  willen  nicht  an  jedem  Körper  die 
sonst  entstehende  Geschwindigkeit  ohne  Abzug  oder  ohne  Zusatz 
ertheilen.  An  dem  näheren  Körper  könne  sie  nichts  ausrichten, 
ohne  zugleich  von  hier  aus  auch  auf  den  entfernteren  mitwirken 
zu  müssen.  An  dem  entfernteren  selbst  wirke  sie  aber  unmittel- 
bar nur  so,  dass  sie  eine  Geschwindigkeit  ertheile.  die  für  sich 
allein  dem  Gange  des  näheren  nicht  übereinstimmend  folge,  sondern 
eine  Verzögerung  entgegensetze,  und  daher  eines  ergänzenden  An- 
triebs durch  üebertragung  von  dem  näheren  Körper  her  bedürfe. 
Die  Antriebe  der  Schwere  setzten  sich  also  in  eine  Art  von 


')  J»o.  Bemonlli  Opera,  2 Bde.,  Oenf  1744;  Bd.  I Nr.  2H  S.  277  fg. 
(Auch  in  den  Acta  Emd.  Joli  lt>86.) 
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Gleichgewicht,  und  man  könne  diese  Mittheilung  wohl  so  be- 
trachten, wie  wenn  sich  Gewichte  an  einem  Hebel  balancirten. 
Der  feste  Punkt  an  der  Axe  und  die  beiden  Körper  an  der  unbieg- 
samen Linie  formirten  einen  Hebel.  Was  der  eine  Körper,  unver- 
bunden als  einfaches  Pendel  gedacht,  an  Geschwindigkeit  erlangen 
würde,  erleidet  durch  die  Verbindung  einen  Abzug  oder  Verlust, 
und  der  entferntere  Körper  erführt  einen  Zusatz  oder  Gewinn. 
Verlust  und  Gewinn  geschehen  aber  dadurch,  dass  sich  die  Kräfte 
am  Hebel  ins  Gleichgewicht  setzeu.  Sie  müssen  daher  einander 
aufwiegeu,  wenn  man  ihre  Wirkungsverhältnisse  am  Hebel,  d.  h. 
nach  Maassgabe  der  Histanzeu  vom  Aufhängungspunkt,  in  An- 
schlag bringt. 

Dieses  Raisonnemeut  war  im  Allgemeinen  nicht  nur  richtig, 
sondern  auch  höchst  aufklärend ; aber  es  enthielt  einen  fälschenden 
Gesichtspunkt,  den  wir  absichtlich  in  der  Allgemeinheit  der  Aus- 
drücke verdeckt  haben;  — es  hatte  nämlich  durchweg  die  während 
einer  bestimmten  Zeit  aufzuhäufenden  Geschwindigkeiten  vor  Augen, 
bei  denen  von  einem  uumittelbaren  statischen  Verhältniss  nicht  die 
Rede  sein  kann.  Was  sich  wirklich  ins  Gleichgewicht  setzt,  sind 
die  verschiedentlich  bestimmten  elementaren  Antriebe  der  .Schwere, 
nicht  aber  die  weiteren  Ergebnisse  ihrer  Geschwindigkeitsproductionen 
nach  einem  endlichen  Zeitverlauf.  Nicht  eigentlich  die  Geschwindig- 
keiten, sondern  die  bewegenden  Kräfte  oder,  was  dasselbe  ist,  ihre 
in  den  uuendlich  kleinen  Geschwindigkeiten,  die  sie  erzeugen 
würden,  euthalteuen  Maasse  treten  zu  einander  in  die  durch  den 
Hebel  bestimmte  statische  Beziehimg  und  Ausgleichung. 

104.  Die  eben  erwähnte  Verwechselung  der  endlichen  Ge- 
schwindigkeiten mit  den  Bestandtheilen  der  für  einen  Augenblick 
zu  untersuchenden  statischen  Verhältnisse  wurde  von  l'Hopital  in 
einem  Brief’)  an  Huyghens  aufgedeckt  und  hieran  eine  Lösungsart 
der  Aufgabe  geknüpft,  welche  das  Princip  Jacob  Beruoullis,  dass 
sich  die  Kräfte  wie  an  einem  Hebel  ins  Gleichgewicht  setzen,  an- 
erkannte und  zu  Grunde  legte.  L’Hopital  verfuhr  jedoch  noch 
nicht  ganz  direct,  indem  er  zunächst  zwischen  zwei  Körpern  den 
Schwingnngsmittelpunkt  ermittelte,  dann  dieselben  in  ihm  vereinigt 
dachte  und  nun  zu  einem  dritten  Körper  überging,  um  zwischen 
ihm  und  dem  bereits  gefundenen  Centrum  ein  neues  zu  bestimmen. 


')  Abgedmckt  in  den  angef.  Werken  Jacob  Bernonllia  Bd.  I Nr.  43 
'Lettre  etc.)  S.  454  fg.  (aus  Hlstoire  des  ourrages  des  savants,  Jnni  1690.) 

Ddhring,  Oei»chicht«  der  MMluknik.  16 
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Obwohl  dieses  Verfahren  richtig  ist,  so  enthält  es  doch  eine  Vor- 
aussetzung, die  nicht  ganz  einfach  ist,  und  hei  welcher  man  sich 
nach  weiteren  Gründen  unisieht.  Die  Strenge  der  Ableitung  er- 
fordert nämlich,  dass  man  nicht  als  zugestanden  aunehme,  es 
müsse  sich  der  Schwingungspunkt  des  gesammten  Systems  dadurch 
finden  lassen,  dass  mau,  wie  z.  B.  bei  der  Aufsuchung  des  Schwer- 
punkts, erst  zwei  Körper  oder  Systemtheile  für  sich  betrachte  und 
dann  dieselben  wie  einen  Körper  ansehe,  der  im  Oscillationscentrum 
seinen  Ort  habe,  um  dann  diese  so  vereinfachte  Combination  in 
Beziehung  zu  einem  dritten  Körper  oder  Systemtheil  auf  die  gleiche 
Weise  zu  behandeln.  Abgesehen  von  diesem  Umstande,  der  aller- 
dings nur  eine  Nebensache  ist,  war  mit  der  l’Hopitalschen  Ver- 
besserung des  Lösungsprincips  von  Jacob  BernouUi  der  Gegenstand 
im  Wesentlichen  erledigt.  Ueberdies  war  die  l’Hopitalsche  Aus- 
einandersetzung, die  sich  nicht  blos  im  Allgemeinen,  sondern  in 
einfachen  Zahlenbeispielen  bewegte,  recht  klar  ausgefallen.  Die 
„Bemerkungen“  *),  welche  Huyghens  selbst  an  den  ihm  zur  Ver- 
öffentlichung auheimgegebenen  Brief  l'Hopitals  knüpfte,  bekunden 
nur,  dass  er  trotz  der  Anerkennung  der  Richtigkeit  des  Resultats 
die  Methode  dennoch  für  dunkler  hielt,  als  seine  eigne  Berufung 
auf  die  Erhaltung  der  aufsteigendeu  Kraft  (force  ascensionelle). 
Jedoch  ist  interessant,  dass  er  in  diesen  Bemerkungen  das  Prineip 
der  Erhaltung  der  Kraft  zum  Aufsteigeu  auch  so  formulirt,  dass 
er  unmittelbar  die  aus  den  Geschwindigkeitsquadrateu  zusammen- 
gesetzten Summen  als  sich  gleichbleibend  hiustellt.  Uebrigens 
wollte  er  oftenbar  von  seinem  Prineip,  welches  sich  auf  endliche 
Grössen  bezog,  nicht  zu  Gnusten  eines  Raisounemeuts  ahlassen, 
welches  die  Zergliedening  seines  Gnmdsatzes  nur  um  den  Preis 
des  Zurückgreifens  auf  uueudlich  kleine,  dem  Entstehuugsmomeut 
atigehörige  Geschwindigkeiten  und  Beweguugsquantitäteu  bewerk- 
stelligte. Auch  die  Vorstelluug  von  dem  Verlust  und  Gewinn  in 
der  üebertragung  der  Antriebe  der  Schwere  nach  Maassgabe  des 
Hebels  erschien  ihm  nicht  deutlich  genug. 

Ungefähr  ein  Jahr  später  (Juli  1691)  veröflentlichte  Jacob 
Bernoulli  eine  neue  Darstellung  seiner  Lösungsmethode  *)  „aus  dem 


‘)  Ibid.  Nr.  44  S.  d.W  fg.  (ans  derselben  Quelle  und  von  demselben 
Datum). 

*)  Ibid.  Nr.  15  Demonstratio  eentri  oscillatiouis  ex  natura  rectis, 
S.  460  tg.  (aus  den  Acta  £rud.  Juli  1691). 
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Wesen  des  Hebels“  mit  Kücksicht  auf  die  l’Hopitalsche  Ver- 
besserung seines  Irrthums  und  in  einer  solchen  Allgemeinheit,  dass 
hiehei  die  Xothweudigkeit  fortfiel,  immer  je  zwei  Körper  zusaramen- 
zufassen.  Diese  Skizze  erhielt  aber  erst  nach  einer  Reihe  von 
Jahren  eine  Ausführung  in  der  Gestalt  umfassender  und  das 
Problem  in  seiner  grössten  Allgemeinheit  behandelnder  Aufsätze. 
Diese  ausführlicheren  Darlegungen  *)  von  1703  und  1704  be- 
schränken sich  nicht  auf  Körper,  die  an  einer  Pendellinie  vereinigt 
gedacht  werden,  sondern  fassen,  wie  es  auch  Huyghens  schon  ge- 
than  hatte,  einen  schwingenden  Körper  von  beliebiger  Gestalt,  d.  h. 
überhaupt  ein  oscillirendes  System  ins  Auge.  Auch  wird  die 
(zufällige)  Einerleiheit  des  Mittelpunkts  des  Stosses  mit  dem 
Schwingimgsinittelpunkt  in  der  letzten  Abhandlung  besonders  nach- 
gewiesen. Doch  gehen  uns  hier  die  ziemlich  leichten  Verallge- 
meinemngen  nicht  besonders  an.  da  der  Hauptpunkt  die  Einfühning 
der  statischen  Kräftevertheilung  aus  dem  Gesichtspunkt  des  Hebels 
in  das  dynamische  System  gewesen  war.  und  da  dieses  Princip. 
mit  dem  statischen  Gewinn  und  Verlust  an  Kraft  für  die  ver- 
schiedenen Punkte  zu  rechnen,  von  vornherein  trotz  der  Irrthümer 
als  wichtigstes  Fundament  zu  Grunde  gelegen  hatte.  Ausserdem 
darf  aber  nicht  unerwähnt  bleiben,  dass  der  Verfasser  hier  zum 
ersten  Mal  das  Huyghenssche  Princip  selbst,  nämlich  die  Gleichheit 
des  Aufsteigens  des  Schwerpunkts  mit  dem  Fallen  und  zwar  bei 
dem  isolirten  Aufsteigen  der  Körj)er  nach  Lösung  der  bei  dem 
Fallen  wirksam  gewesenen  Verbindung,  ausdriicklich  als  eine  Noth- 
wendigkeit  ableitete  und  auf  diese  Weise  aus  dem  friihereu  Postulat 
einen  mechanisch  erwiesenen  Satz  machte.  Eine  besondere  Schwierig- 
keit war  mit  dieser  Nachweisung  nicht  mehr  verbunden  gewesen, 
seit  die  Wirksamkeit  der  Kräfte  am  Hebet  den  leitenden  Gesichts- 
punkt gebildet,  und  seit  l'Hopital  die  elementaren  Antriebe  der 
Schwere  als  die  eigentlichen  Gegenstände  der  statischen  Aus- 
gleichung ins  Auge  gefasst  hatte.  Hiedurch  hatte  man  nämlich 
die  Beziehungen  der  Kräfte  für  den  Augenblick,  und  es  kam  nur 
darauf  au,  die  sich  häufende  Wirkung  dieser  Beziehungen  für  eine 
beliebige  endliche  Zeit  festzustellen.  Dies  war  aber  nur  Sache  der 
Kechnung  nach  Maassgabe  des  gewöhnlichen  Schema  der  Kiäfte- 
entwicklung.  Matheuiatiscli  geredet,  war  nichts  weiter  zu  thun. 


»)  Ibid.  Bd.  II  Nr.  98—100  S.  930  -.53 
Sciences  de  Paris,  fbr  1703  nnd  1704). 


(aus  Histoire  de  l'Acad.  des 
16* 
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als  lu  der  DiflFerentialgleicLuug  der  Bewegung,  die  man  durch  das 
Princip  der  statischen  Ausgleichung  gewonnen  hatte,  die  integrirte 
Form  anzugeben.  .lacob  Bernoulli  verfuhr  bei  halb  geometrischer 
Veranschaulichimg  wesentlich  analytisch,  und  auch  nur  auf  Grund- 
lage der  neuen  infinitesimalen  Vorstelluugsarten  wai'  es  überhaupt 
möglich  geworden,  die  Huyghenssche  Lösung,  die  einen  vor- 
herrschend synthetischen  Charakter  hatte  und  sich  an  die  endlichen 
Beziehungen  hielt,  gehörig  zu  zergliedern  und  so  gleichsam  die 
constitutiven  Elemente  des  Huyghensschen  Princips  zu  ermitteln. 
Es  ist  daher  auch  nicht  aullalleud,  dass  grade  l'Hopital,  also  der 
Verfasser  der  „Analyse  des  intiuiment  petita“,  der  seine  Aufmerk- 
samkeit und  sein  Geschick  besonders  in  der  Handhabung  der  un- 
endlich kleinen  Grössen  ausbildete,  den  betreffenden  Fehlgriff  Jacob 
Bernoullis  zuerst  bemerkte  und  durch  eine  haltbare  Betrachtungsart 
verbesserte.  Dieser  Schritt  war  ein  ausserordentlich  wichtiger:  denn 
er  lehrte  erst  den  Gegenstand  kennen,  auf  dessen  Gleichgewicht 
man  zu  achten  hätte.  Trotzdem  kann  er  in  seiner  Bedeutung  nicht 
mit  der  Tragweite  des  ursprünglichen  Gedankens  verglichen  werden, 
durch  welchen  Jacob  Bernoulli  das  gewöhnliche  Gleichgewicht  am 
Hebel  als  dasjenige  in  Frage  brachte,  welches  auch  in  der  Ent- 
wicklung der  bewegenden  Kräfte  den  Schlüssel  zum  Veratändniss 
der  Erscheinungen  liefern  müsste. 

105.  Wir  wollen  daher  noch  schliesslich  die  bestimmtere 
Gestaltung  angeben,  in  welcher  sich  Jacob  Bernoulli  den  Vorgang 
der  statischen  Ausgleichung  zuletzt  zu  denken  vermochte.  Halten 
wir  hiebei  der  Einfachheit  wegen  an  den  zwei  gleichen  Körpern 
fest,  wie  sie  auch  l’Hopital  vor  Augen  hatte,  und  nehmen  wir 
sogar  das  bestimmte  Zahlenbeispiel  des  letzteren  zu  Hülfe.  Der 
entferntere  Körper  hat  von  dem  Aufhänguugspunkt  einen  viermal 
so  grossen  Abstaud,  als  der  nähere,  aber  ebenfalls  auf  derselben 
Seite  befestigte.  Die  starre  Linie  werde  in  einer  beliebigen  Lage, 
und  zwar  am  einfachsten,  wie  l’Hopital  thut,  im  Anfang  der  Be- 
wegung betrachtet.  Die  Antriebe  der  Schwere,  auf  die  möglichen 
und  gleichen  Richtungen  der  zu  der  Position  gehörigen  Lage  der 
Tangenten  an  die  Punkte  und  deren  Bahnen  reducirt,  sind  an  sich 
vollkommen  gleich  und  können  daher  als  Einheit  der  Geschwindig- 
keiten gelten.  Der  Abzug,  den  diese  elementare  Wirkung  der 
Schwere  auf  den  näheren  Körper  erleidet,  und  der  von  der  Hemmung 
durch  den  weniger  schnell  bewegbaren  entfernteren  Körper  herrührt, 
kann  als  ein  Rest  1 — x ausgedrückt  werden,  wenn  man  unter  x 
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die  unbekannte  nyirkliche  Geschwindigkeit,  welche  die  Schwere  in 
dem  Augenblick  trotz  der  Hemmung  erzeugen  muss,  und  unter  1 
den  schon  erwähnten  vollständigen  und  nur  nach  der  Richtung 
reducirten,  als  Geschwindigkeit  ausgedrückten  Impuls  der  Schwere 
versteht.  Dieser  Verlust  1 — ,r  wird  aber  in  der  viermal  grösseren 
Entfernung  durch  einen  Gewinn  aufgewogen,  der  nur  ein  Viertel 
sein  kann.  Eine  Hemmung  von  1 — x an  dem  näheren  Körper 


bedeutet  daher  nur  eine  Beschleunigung  von 


l—x 

4 


au  dem  vier- 


mal entfernteren,  oder  mit  andern  Worten,  die  beiden  Krafttheile 
1— 

1 — X und  — ^ — , die  an  der  Hebellinie  nach  entgegengesetzten 


Richtungen  angebracht  gedacht  werden,  sind  im  Gleichgewicht. 
Verlust  und  Gewinn  äquilibrireu  sich  nach  Maassgabe  des  Verhält- 
nisses am  Hebel.  Addirt  man  nun  den  Gewinn  des  entfernteren 
Körpers  zu  der  Einheit,  die  er  ohnedies  au  Geschwindigkeit  erhält. 


80  ergiebt  sich  1 -f 


als  Ausdruck  für  die  Geschwindigkeit, 


die  ihm  mit  Rücksicht  auf  den  andern  Körper  wirklich  ertheilt 
werden  muss.  Die  entsprechende  Geschwindigkeit  des  andern 
Körpers  ist  x,  und  beide  müssen  sich  nach  den  Abständen  vom 
Anfhängungspunkt  verhalten,  d.  h.  der  Ausdnick  für  den  entfernteren 
Körper  muss  viermal  grösser  sein,  als  derjenige  für  den  näheren. 


Man  hat  also  aus  diesem  Verhältniss  die  Gleichung  4x 


woraus  X =-^-  Wenn  also  die  dem  elementaren  Antrieb  der 
Schwere  zu  verdankende  Geschwindigkeit  mit  Rücksicht  auf  die 
Hemmung  für  den  einen  Körper  und  für  den  andern  mit  Rück- 
sicht auf  die  Beschleunigung-^  wird,  so  sind  der  entsprechende 
Verlust  und  Gewinn  gegen  die  unverminderte  Einheit  des  auf  die 
Richtung  reducirten  Schwereantriebs  bezüglich  und  • Diese 
Grössen  sind  die  Gestaltungen  nach  dem  höchst  einfachen 
l’Hopitalschen  Beispiel,  in  welchem  eine  Massenverschiedenheit 
zunächst  nicht  vorliegt.  Auch  die  Vorstellungsart  vom  gegen- 
seitigen Aufwiegen  des  Verlustes  imd  Gewinnes  ist  diejenige,  wie 
sie  sich  l’Hopital  auf  Grundlage  der  ersten  Idee  Jacob  Bernoullis 
gebildet  hatte.  Man  sieht  aus  dem  Beispiel  recht  anschaulich,  wie 
von  den  zwei  Einheiten,  die  au  Beweguugsantrieb  vorhanden  sind, 
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nur  als  wirkliche  Geschwindigkeiten  hervortreten,  wahrend  die 
fehlenden  mit  Eücksicht  auf  den  Aufhängung:^-  und  Unter- 
stützungspunkt als  gleichsam  statisch  gebunden,  d.  h.  als  in  einem 
Gleichgewichtsverhältniss  für  die  Bewegung  indiflerent  betrachtet 
werden  müssen.  In  Wahrheit  haben  sich  nämlich  die  verlornen 
^ in  eine  gewonnene  Wirkung  von  am  entfernteren  Punkt 
des  Hebels  verwandelt.  Von  einem  eigentlichen  Gleichgewicht  kann 
man  daher  nur  insofern  reden,  als  man  Verlust  und  Gewinn  oder 
Abzug  und  Zusatz  in  entgegengesetzten  Kichtungen  für  sich  allein 
als  besonders  angebrachte  Kräfte  wirksam  denkt.  Uebrigens  sind 
es  aber  grade  die  - welche,  anstatt  an  dem  näheren  Körper  zu  wirken, 
die  am  entfernteren  Körper  in  gleichem  Sinne  hervorbringen. 

Um  das  l’Hopitalsche  Beispiel,  welches  wir  nur  der  statischen 
Vorstellungsart  wegen  ins  Auge  gefasst  haben,  auch  nach  Seiten 
der  Hauptaufgabe  nicht  unvollständig  zu  lassen,  so  sei  bemerkt, 
dass  nach  Feststellung  der  elementaren  Geschwindigkeit  für  einen 
Punkt  mit  die  Angabe  der  Entfernung  des  Schwiugungsceutrums 
nur  die  allereinfachste  Ueberlegung  erfordert.  Mit  der  wirklichen 
elementaren  Geschwindigkeit  des  einen  Körpers  kennt  man  auch 
diejenigen  aller  Punkte  der  Linie,  indem  Ja  die  ganze  Linie  zu- 
sammen bewegt  wird  und  bei  gleicher  Winkelgeschwindigkeit  dem- 
nach jeder  Punkt  nach  Maassgabe  seines  Abstandes  eine  grössere 
oder  geringere  lineare  Geschwindigkeit  haben  muss.  Der  Scbwinguiigs- 
mittelpuiikt  ist  nun  derjenige,  welcher  eine  Ge.schwindigkeit  hat, 
wie  wenn  er  frei  dem  auf  die  Kichtung  reducirteu  Antrieb  der 
Schwere  ausgesetzt  wäre,  oder  mit  andern  Worten,  ein  einfaches 
Pendel  vorstellte.  Bei  ihm  muss  also  die  unverkürzte  und  unver- 
mehrte  Einheit,  von  der  wir  bei  den  beiden  Köiperu  ausgegangen 
sind,  zur  Erscheinung  gelangen.  In  ihm  daif  kein  V'erlust  und 
kein  Gewinn  statttiudeu.  In  ihm  müssen  daher  nach  unserm  Bei- 
spiel volle  anzutrefteu  sein.  Kechnet  man  nun  der  Einfachheit 
und  Symmetrie  wegen  die  Pendelläuge  als  Einheit  und  nach 
Zwanzigsteln,  da  j®  die  grösste  Geschwindigkeit  rejiräsentireii.  so 
ist  klar,  dass  die  Entfernung  des  Schwiiigungsmittelpunkts  oder 
die  Länge  des  einfachen  Pendels  von  gleicher  Geschwindigkeit 
ausdrücken  werden.  Hienach  hat  man  bezüglich  als  Entfernungen 
der  drei  Punkte  und  während  die  zugehörigen  Ge- 
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sohwindigkeiten  und  sind.  Man  bemerkt  hieraus  leicht, 

dass  die  Abstände  des  Schwingungsmittelpunkts  sich  wie  12  : 3, 
also  direct  wie  die  Differenzen  seiner  Geschwindigkeit  gegen  die 
beiden  Körper,  oder  mit  andern  Worten  wie  die  gewonnenen  und 
verlornen  Krafttheile  verhalten.  Will  mau  daher  etwa  die  alte, 
noch  unbestimmte  Idee  des  Cartesius  in  Erinnerung  bringen,  wo- 
nach das  Agitationscentrum  dasjenige  ist.  um  welches  die  ver- 
schiedenen Agitationen  der  Kräfte  gleichsam  iin  Gleichgewicht  sind, 
so  darf  man  nicht  vergessen,  dass  es  sich  um  eiu  ganz  anderartiges 
Verhältniss  als  das  des  Schwerpunkts  handelt,  und  dass  die  jetzt 
fragliche  Art  von  Balancirung  nur  das  partielle  Gleichgewicht  in 
einem  dynamischen  Verhältniss  betreffen  kann. 

106.  Die  Schwierigkeit,  das  eigentliche  Lösuugsprincip  Jacob 
Bernoullis,  nämlich  die  Zurückführung  der  Geschwindigkeitsver- 
theil ung  auf  das  Verhältniss  am  Hebel,  in  völlig  evidenten  Vor- 
stellungen darzulegen,  war  schon  einem  Huyghens  nicht  entgangen. 
Auch  hat  die  spätere  Zeit  grade  an  den  hier  einschlagenden  Vor- 
stellungsarten bis  zum  d’Aleuibertschen  Prineip  hin  allerlei  Varia- 
tionen versucht,  und  Jacob  Bernoulli  selbst  bat  den  von  ihm  ent- 
deckten Gesichtspunkt  immer  bestimmter  und  klarer  zu  machen 
gestrebt.  Zuletzt  kam  er  zu  der  Weudung,  die  wirklichen  elemen- 
taren Ge.schwiudigkeiten  oder  Kräfte  aus  zwei  Bestandtheilen 
zusammengesetzt  zu  denken,  nämlich  aus  denjenigen,  welche  die 
Körper  im  unverbundenen  Zustande  annehmen  würden,  und  aus 
denjenigen,  welche  in  Folge  der  Verbindung  verloren  oder  gewonnen 
werden.  Das  Wichtige  in  dieser  Vorstellungsart  besteht  darin, 
dass  eine  eigentliche  Zusammensetzung  oder  Zerlegung  von  Kräften 
eingeführt,  und  dass  hieinit  zugleich  die  Richtung  der  Wirkung 
der  Bestandtheile  durch  die  Subtraction  der  verlorneu  oder  Addition 
der  gewonnenen  Elemente  angezeigt  wird.  Diese  additiven  oder 
subtractiven  Elemente  müssen  als  solche,  d.  h.  mit  Rücksicht  auf 
ihre  Vorzeichen,  an  der  Vt*rbindung  stets  ein  wahres  und  eigent- 
liches Gleichgewicht  formiren.  Dies  ist  ein  vollkommen  unzwei- 
deutiger Ausdruck  der  in  Frage  stehenden  statischen  Nothwendig- 
keit  eines  partiellen,  d.  h.  sich  auf  gewisse  Bestandtheile  der  die 
Bewegung  bestimmenden  Ursachen  erstreckenden  Gleichgewichts. 
So  sind  in  dem  vorher  ausgeführten  FHopitalschen  Beispiel 
nicht  die  der  Krafteinheit  nach  ihrer  eignen  Richtung  mit  den 
uach  derselben  Richtung  am  andern  Körper  hervorgebrachteu 
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im  Gleichgewicht,  sondern  es  ist  der  Verlust,  d.  h.  eine  Gegen- 
kraft oder  Hemmung  von  welche  mit  dem  Gewinn  von 
verglichen  werden  muss.  Zur  Veranschaulichung  kann  man  sich 
auch  vorstelleu,  wie  der  entferntere  Körper  in  Vergleichung  mit 
dem  Antrieb,  den  der  nähere  erfahren  soll,  zum  Theil  verhältniss- 
mässig  nihe,  d.  h.  sich  vermöge  seiner  Trägheitsreaction  einer  um 
schnelleren  Bewegung  um  ebensoviel  widersetze.  .Jedenfalls 
muss,  um  auf  ihn  die  Zusatzgeschwindigkeit  zu  übertragen, 
nach  dem  Gesetz  der  Gleichheit  von  Action  und  Keaction  eine  ent- 
gegengesetzte Erhaltungsbestrebung  des  Bewegungszustandes  als 
aufgewogen  angesehen  werden.  Hierin  liegt,  wie  wir  später  sehen 
werden,  der  Grund,  dass  neuere  Formulirungen  das  d’Alembertsche 
Princip,  oder  mit  andern  Worten  das  verallgemeinerte  Princip 
.Jacob  Beraoullis,  unmittelbar  dadurch  ausgedrückt  haben,  dass  sie 
die  Anbringung  der  Trägheitskräfte  als  das  Mittel  bezeichneten. 
jedes  bewegte  System  auf  ein  Qieichgewichtssystem  zurückzuführeu. 

Wir  wollen  uns  jedoch  hier  nur  au  die  Bemerkung  halten, 
dass  .Jacob  Bemoulli  auf  eine  sehr  natürliche  Art  die  wirklichen 
Bewegungen  oder  Geschwindigkeiten  als  die  Resultanten,  die 
Kräftewirkungen  auf  die  unverbunden  gedachten  Köiper  einerseits 
und  die  rein  statischen  Modificatioiieu  andererseits  aber  als  die 
Componenten  betrachtet.  Dies  ist  die  der  Sache  entsprechende 
Vorstellungsart;  denn  die  noch  nicht  in  Wechselwirkung  befind- 
lichen Kräfte  erfahran  eine  Abänderung  ihrer  Wirkungsart  durch 
die  Gegenseitigkeiten  ihrer  statischen  Verbindung  und  so  erst  ent- 
stehen die  wirklichen  Geschwindigkeitseleraente  jedes  Körpers.  Nun 
kann  man  aber  in  ganz  abstracter  Betrachtung  jede  Kräftezusammen- 
setzung in  jeder  beliebigen  Combination  vornehmen  und  jede  Kraft 
zur  Resultante  der  beiden  andern  machen,  wenn  man  nur  die 
Wirkungsrichtung  bei  der  einen  Kraft  dergestalt  umkehrt,  dass 
man  es  nicht  mehr  mit  einer  resultirenden  Bewegimg,  sondeni 
mit  dem  Fall  des  Gleichgewichts  zu  thun  hat.  Für  diesen  letz- 
teren Fall  hört  jeder  Unterschied  zwischen  Componente  und  Re- 
sultante auf,  auch  einen  realen  Unterschied  zu  bedeuten,  und  er 
beruht  nur  auf  der  willkürlichen  Auffassungsart.  Hebt  man  daher, 
wie  später  in  der  Fassung  des  d’Alembertschen  Princips  geschah, 
die  Bewegung  des  Systems  dadurch  auf,  dass  mau  die  resultirenden 
Geschwindigkeiten  in  entgegengesetzter  Richtung  anbringt,  so  muss 
zwischen  diesen  entgegengesetzt  genommenen  Kräften  und  den 
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fraglichen  Componenten  der  Kräfte,  deren  Gegentheile  sie  sind, 
Gleichgewicht  bestehen.  In  diesem  Fall  kann  mau  aber  von  den 
drei  Classen  von  Einwirkungen,  nämlich  den  Kräften  ausserhalb 
der  Verbindung,  den  verlornen  und  gewonnenen  Kräften  und  den 
die  Bewegung  aufhebendeu  Kräften  jede  Kategorie  beliebig  die 
Rolle  der  Resultante  oder  einer  Componente  spielen  lassen.  Alan 
kann  also  i.  B.  die  Verluste  und  Gewinne  als  Resultanten  au- 
sehen,  die  sich  dadurch  ergeben,  dass  man  die  eventuellen  Wir- 
kungen im  unverbundenen  Zustande  mit  den  Gegensätzen  der 
wirklichen  Geschwindigkeiten  zusammensetzt.  Sieht  man  näher 
zu,  so  liegt  eine  derartige  Procedur  stillschweigend  in  jedem  Calcül. 
der  die  verlornen  und  gewonnenen  Kräfte  ermitteln  soll.  Alan 
kann  diese  Procedur  in  dem  Verfahren  von  l'Hopital  und  Bernoulli 
leicht  genug  auffinden.  Die  späteren  Varianten  betreffen  also  nur 
die  begleitende  Vorstellnngsart  und  das  Alehr  oder  Alinder  des 
Bewusstseins  der  allgemeinen  methodischen  Bedeutung  solcher 
Anschauungsweisen.  Wir  haben  also  hiemit  eigentlich  schon  die 
Position  erreicht,  bei  welcher  das  crAlembertsche  Princip  hervor- 
tritt und  nur  noch  die  Aufgabe  hat,  sieh  als  allgemeines  Alittel 
zu  kennzeichnen,  durch  welches  dynamische  Verhältnisse  unter  den 
Gesichtspunkt  des  eigentlichen  Gleichgewichts  gebracht  und  so  zur 
Behandlung  nach  den  Gesetzen  der  Statik  geschickt  gemacht  werden. 

107.  Wir  würden  au  dieser  Stelle,  wo  wir  das  Erhaltungs- 
gesetz der  lebendigen  Kräfte  vor  Augen  haben,  die  Grundlagen 
seiner  Unabhängigkeit  von  statischen  Beziehungen  nicht  bis  in  die 
letzten  Feststellungen  dieser  statischen  Einwirkungen  verfolgt  haben, 
wenn  nicht  grade  dieser  Gegensatz  der  blossen  Pressung  und  der 
lebendigen  Kraft  bei  jeder  principiellen  Erörterung  des  Erhaltungs- 
gesetzes eine  Rolle  gespielt  hätte.  .Ja  mau  kann  vermutheu,  dass 
die  Aufmerksamkeit  auf  diesen  Gegensatz  schon  durch  die  Fassung 
des  Huyghensschen  Princips  gelenkt  worden  sei.  Die  Verbindung 
der  Körper  änderte  nichts  an  der  lebendigen  Kraft,  ln  der 
statischen  Vertheiluug  zeigten  sich  aber  äusserliche  Differenzen 
zwischen  der  Gesammtgeschwindigkeit  des  unverbundenen  Zustandes 
und  derjenigen  in  der  V'erbindung.  Es  lag  nahe,  die  beiden 
Classen  von  Beziehungen,  nämlich  die  Entwicklung  der  lebendigen 
Kraft  und  die  gleichgültige  Dazwischenkimft  der  statischen  Ver- 
theilung  der  Antriebe  von  einander  zu  unterscheiden. 

Ausserdem  hatten  wir  aber  noch  einen  zweiten  Grund,  das 
Erhaltongsprincip  von  dieser  Seite  besonders  eingehend  zu  be- 


Digilized  by  Google 


250 


leuchten.  Im  Sinne  Johann  BernouUie  strebte  man  nämlich  das 
Princip  möglichst  allgemein  zu  fassen  und  nicht  blos  da  zur  An- 
wendung zu  bringen,  wo  eine  gleichgültige  Dazwischenkunft  von 
blossen  Pressungen  statthatte.  Auch  wo.  wie  bei  dem  Stoss  voll- 
kommen elastischer  Körper,  eine  innere  gegenseitige  Kräfteent- 
wicklung dazwischentrat,  aber  zur  Wiederherstellung  des  früheren 
Zustandes  führte,  brachte  man  das  Erhaltungsgesetz  mit  Recht 
zur  Geltung.  Jedoch  sind  einige  Schriftsteller  und  unter  ihnen, 

wie  wir  sehen  werden,  auch  Lagrange.  bei  der  Einschränkung  des 
allgemeinen  Princips  auf  die  Gleichgültigkeit  der  Pressungen 

wesentlich  verblieben  und  haben  den  Fall  des  elastischen  Stosses, 

in  welchem  die  lebendige  Kraft  vor  und  nach  der  Trennung  der 

Körper  dieselbe  ist,  nur  als  eine  besonders  zu  motivirende  Ausnahme  von 
der  Kegel  angesehen,  dass  die  plötzlichen  Geschwiudigkeitsänderungen 
einen  Verlust  au  lebendiger  Kraft  mit  sich  bringen.  Die  neuste 
Gestaltung  der  mechauiseheu  .Anschauungen  führt  dagegen  zur 
grössten  Verallgemeinerung  des  Erhaltungsprincips  und  bewegt  sich 
in  einer  Kichtung,  in  welcher  jeder  Verlust  an  lebendiger  Kraft 
entweder  als  ein  nur  scheinbarer  in  einem  .sonst  unbemerkten 
■Aequivalent  nachzuweisen  oder  als  statische  Gebundenheit  zu  kenn- 
zeichnen ist.  Wenn  der  letztere  Theil  dieser  Aufgabe  auch  noch 
viel  zu  thun  übrig  lässt,  so  kann  doch  deswegen  nicht  von  der 
natürlichen  Verallgemeiuenmg  des  Erhaltungsprincips  Abstand  ge- 
nommen werden.  Auch  die  Vereinfachung,  welche  die  mechanische 
Anschauungsweise  und  der  ihr  entsprechende  (’alcül  durch  die 
grössere  Geueralisiruug  erfahren,  ist  nicht  zu  unterschätzen.  AVir 
werden  nachher  sehen,  dass  die  Lagraugesche  Fassung  des  Princips 
auch  in  der  Form  und  in  den  Voraussetzungen  Einschränkungen 
enthält,  die  überflüssig  werden,  sobald  man  von  vornherein  nur  das 
natürlich  .Mögliche  und  nicht  die  unerkannten  plötzlichen  Ge- 
schwindigkeitsveräudernngen  zu  Gnmde  legt.  Vorher  müssen  wir 
jedoch  um  der  Vollständigkeit  willen  den  Ausfühinngen  über  das  Ver- 
fahren l’Hopilals  und  .lacob  Beruonllis  noch  einige  Notizen  hiuziifügen. 

108.  Als  ein  blosses  Anzeicben  der  Hindernisse,  mit  welchen 
die  Durcharbeitung  einfacher  Gesichtspunkte  auch  noch  nach  den 
Lösungen  .lacoh  Bi-rnoullis  und  l'Hopitals  zu  kämpfen  hatte, 
muss  die  venvickolte  und  indirccte  Art  erwähnt  werden,  in  welcher 
noch  eine  171(5  erschienene  Gesammtdarstellung  der  Mechanik, 
nämlich  die  Phorouomie  von  Hermann '),  die  Aufgabe  vom 

')  l’horauouiia  sivu  de  viribos  et  mutibus  corpurmu  aolidorom  et  Üuidonim. 
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Schwingungsmittelpankt  behandelte.  Dort  *)  werden  die  Antriebe, 
die  im  verbundenen  Zustande  statthaben,  als  gleich  wirksam  (aequi- 
poUentes)  mit  denjenigen  der  centralen  Schwere  aufgefasst  und 
demgemäss  als  stellvertretende  Potenzen  (sollicitationes  vicariae) 
angesehen,  die  daher  in  entgegengesetzter  Richtung  mit  jenen  ver- 
glichen, Gleichgewicht  ergeben  müssen.  Doch  ist  die  Darstellung 
dieser  Wendung  nicht  grade  klar  hervortretend  und  kann  daher 
am  allerwenigsten  dafür  gelten,  eine  dem  d’Alembertscheu  Princip 
ähnliche  allgemeine  Kegel  an  die  Hand  zu  geben.  Im  Gegentheil 
kommt  uicht  einmal  die  Einfachheit  der  Auffassnngsart  Jacob 
Bemoullis  und  l’Hopitals  dabei  zn  ihrem  Recht,  während  doch 
im  Grunde  der  Sache  zu  den  Ausgangspunkten  derselben  nichts 
Neues  hinzugefügt  ist. 

Unvergleichlich  eigenthümlicher  gestaltete  sich  die  Lösungsart 
Taylors  in  dessen  Methodus  increinentonim,  mit  welcher  auch  eine 
von  Johann  Bernoulli  angenommene  Behanillungsart  ungeßhr  überein- 
stimmte. Der  Taylorsche  Ausweg  *)  bestand  darin,  die  Körper- 
theilcheu  mit  veränderten  hypothetischen  Kraftaft'ectionen,  d.  h. 
mit  dem  quadratischen  Distanzverhältuiss  als  Factor  von  ihrem 
Ort  au  einen  Punkt  zu  verlegen,  wo  sie  eine  der  V'erlegung  ent- 
sprechende und  den  Voraussetzungen  des  äquivalenten  einfachen 
Pendels  Rechnung  tragende  Wirkung  ausüben  würden.  Obwohl 
man  einräumen  muss,  dass  dieses  Verfahren  in  einer  Nebenbeziehung 
viel  für  sich  hat,  indem  es  eine  Art  Verwandlung  der  auf  die 
.\xe  bezogenen  Momente  der  Kräfte  einschliesst,  so  bleibt  doch  in 
der  Hauptsache  das  Princip  .lacob  Hmnoullis  die  einfachste  und 
schliesslich  für  alle  Fälle  entscheidende  ,\rt  der  Rechenschaft. 

üeber  den  Umstand,  dass  mau  in  den  Lösungen,  die  durch 
Huygheus  Vorgang  in  der  .\uffindung  des  Oscillatiouscentrums 
möglich  geworden  waren,  das  Princip  der  Erhaltung  der  lebendigen 
Kräfte  mehr  und  mehr  zuriicktreteu  sieht,  darf  man  sich  nicht 
wundern.  Schon  mit  der  rHopitalschen  richtigen  Anwendung  des 
statischen  Princips  von  Jacob  Bernoulli  war  die  Erhaltungsidee 
überflüssig  geworden,  soweit  es  sich  nämlich  nur  um  die  Aufgabe 
der  .\uffiudung  des  Schwiugungsmittelpunkts  handelte.  Man  hatte 
ja  nur  die  inomeutaueu  Antriebe  der  Kräfte  in  statischer  Weise 


')  Ibid.  lib.  1 cap.  ö S.  100  fg. 

*)  Taylor,  Methodus  incrementorum,  London  1715,  Propos.  S. 
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mit  einander  in  Beziehung  zu  setzen,  um  die  Gleichung  zu  er- 
halten, aus  welcher  sich  die  Lage  des  Oscillationscentrums  be- 
stimmte, wie  wir  dies  am  THopitalschen  Beispiel  gezeigt  haben. 
Der  Satz  von  der  Erhaltung  war  mithin  in  der  Huyghensschen 
Form  zu  einer  abgeleiteten  Wahrheit  geworden,  und  die  Auffindung 
des  üscillationscentnims  lag  nicht  mehr  auf  dem  Wege  oder 
jenseit  dieser  Ableitung,  sondern  ging  ihr  als  etwas  nunmehr  gänz- 
lich davon  Unabhängiges  voran.  Mau  konnte  also  das  Princip 
der  Erhaltung  bei  dieser  Aufgabe  gänzlich  zur  Seite  lassen,  indem 
man  bereits  gelernt  hatte,  die  entscheidenden  Kräftebeziehungen 
in  ihrer  diö'erentielleu  Form  und  nicht  erst  auf  dem  Umwege  ihrer 
integrirten  Gestalt  zu  eraiittelii.  Die  Geschwindigkeitsquadrate 
und  die  Höhen,  von  deren  Betrachtung  Huygheus  ausgegangeu  war. 
hatten  diese  integrirte  Gestalt  vertreten  und  daher  auch  den  Satz 
der  Erhaltung  einschliessen  müssen.  Man  war  zu  dem  Einfacheren 
vorgedrungen,  und  unter  den  Händen  .lacob  Bernoullis  hatte  sich 
das  Erhaltungsprincip  schon  als  eine  blosse  Conseqnenz  auf  Grund- 
lage der  dillereutiellen  Kräfteverhältnisse  ergeben,  die  für  das 
ursprüngliche  und  augenblickliche,  gleichsam  statische  Arrangement 
veranschlagt  werden. 

Noch  viel  weniger  als  in  der  Huygheussclum  Form  konnte 
das  Erhaltungsprincip  in  dem  allgemeineren  Sinne,  den  Johann 
Bernoulli  im  Anschluss  au  die  Leibnizsche  Anschauungsweise  vor 
Augen  hatte,  für  die  Aufgabe  des  Oscillationscentrums  auf  die 
Dauer  eine  wesentliche  Rolle  spielen.  War  man  einmal  zur 
statischen  Combiuation  der  dynamischen  Kräfte  gelaugt,  so  konnte 
der  Erhaltungssatz  seinem  besondern  Inhalt  nach  nicht  mehr  Grund 
sondern  nur  Folge  des  mechanischen  Kaisoniiemeuts  bleiben.  Un- 
beschadet desjenigen  Bestandtheils,  der  mir  die  mit  jedem  Kraft- 
verbrauch verbundene  entsprechende  Krafter/eugung  betrifft,  musste 
daher  das  Princip  der  Erhaltung  der  lebendigen  Kräfte  in  einem 
bewegten  System  zu  einem  besondeni  Lehrsatz  werden,  für  dessen 
Fassung  die  grösste  Schwierigkeit  in  der  richtigen  Formulirung 
seiner  etwaigen  besondern  Voraussetzungen  bestand.  Hiezu  kam 
die  Abneigung  der  Engländer,  die  Leibnizsche  Anschauungsweise 
zu  benutzen  oder  gelten  zu  lassen,  wie  man  dies  aus  Maclaurins 
Werk  über  die  Fluxionen  M deutlich  genug  ersehen  kann.  Im 
.Allgemeinen  war  auch  im  Verlauf  des  IS.  .lahrhunderts  die  philo- 


')  A couiplete  system  uf  ttuxiuas,  Kdinborg  1742. 
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metaphysisch  ausaehende  oder  in  der  Fassung  von  ungeklärten 
metaphysischen  Vorstellungen  begleitete  Auticipationen  durch  rein 
causale  Beziehungen  und  durch  einfache  Kinsiehten  in  den  Zu- 
sammmenhang  von  Gniud  und  Folge  zu  ersetzen.  Was  man  als 
Wirkung  zu  erkennen  vermochte,  wollte  man  nicht  als  besonderes 
Princip  und  als  besondere  Eigenschaft  gelten  lassen,  die  un- 
mittelbar als  eine  mehr  oder  minder  vage  oder  gar  verborgene 
Qualität  der  Naturverhältnisse  zu  denken  wäre.  Tn  diesem  Sinne 
wurde  auch  das  Princip  der  Erhaltung  der  lebendigen  Kräfte  später 
grundsätzlich  als  eine  blosse  Oonsequenz  der  gewöhnlichen  mechani- 
schen Ariome  und  des  Calcüls  hingestellt. 

109.  Den  ausgeprägtesten  Ausdnick  für  diese  Betrach- 
tungsart und  zugleich  die  entscheidende  Rechtfertigung  durch  eine 
allgemeine,  auf  den  möglichst  abstract  gehaltenen  t'alcfll  gegründete 
Ableitung  trifft  man  in  den  Schriften  von  Lagrange  und  zwar  zu- 
nächst in  der  ersten  Ausgabe  seiner  berühmten  .\nalytischen 
Mechanik*)  und  übrigens  auch  in  .seiner  Theorie  der  analytischen 
Functionen  *)  an,  deren  dritte  Ahtheilung  die  Auwendungsart  des 
Calcüls  auf  die  Gnindl)egriffe  und  allgemeinsten  .Sätze  der  Mechanik 
zur  Darstellung  bringt.  Das  grosse  VV’erk  der  Analytischen  Mechanik 
muss,  und  zwar  in  seiner  zweiten  Ausgabe,  den  vornehmlicheu 
Ausgangspunkt  zur  Erkenntniss  der  Art  und  Weise  bilden,  wie 
sich  bei  liagrange  das  Priucip  der  Erhaltung  der  lebendigen  Kräfte 
gestaltet  habe.  Hiebei  soll  der  analytische  Gesammtzusammenhang 
mit  der  Fundameutalformel,  auf  welche  dieser  .\utor  den  ganzen 
Inhalt  der  Mechanik  zurückfflhrt,  an  dieser  Stelle  noch  nicht  näher 
untersucht  werden,  da  so  etwas  nur  bei  der  zusammenhängenden  Dar- 
stellung der  einem'Lagrange.  eigenthümlichen  analytischen  Systematik 
geschehen  kann.  Dagegen  müssen  wir  schon  hier  zur  Vervoll- 
ständigung der  Entwicklungsgeschichte  des  Erhaltuugsprincips  alles 
das  anführen,  was  in  der  .\utfassuug  des  genialen  Analytikers  und 
seiner  Zeitgenossen  auf  die  e.xactere  Gestaltung  oder-  abslractere 
Ableitung  jenes  Fundaraentalsatzes  ein  Licht  wirft. 

Schon  d’Alembert  hatte  sieh  in  seinem  Tractat  der  Dynamik  ’) 
in  der  Vorrede  dahin  ausgesprochen,  dass  er.  der  sich  nur  um  die 


h M^caniqac  aualytique,  Paris  1788;  2.  .^usg.  iu  2 Bänden  1811  — 1,’>. 
*)  Thäorie  des  fonctions  analytique«,  zuerst  1797,  2.  Ansg.  1818. 

•)  Tratte  de  dynamique,  Paris  1743. 
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Bewegungen  und  nicht  um  die  bewegenden  Ursachen  kümmern 
wolle,  aus  diesem  Gninde  auch  nicht  auf  die  Streitfrage  über  die 
lebendigen  Kräfte  eingeheu  werde  ^ ).  Diese  Controverse  sei  ohne 
Nutzen.  Uebrigens  könne  die  Quantität  der  Bewegung  auch  ausser 
dem  Fall  des  Gleichgewichts  als  Maass  dienen,  wenn  man  auf 
die  „Summe  der  Widerstände“  sehe  *).  Hiebei  hat  er  die  in  den 
Elementen  nach  seiner  Ansicht  durch  die  Bewegungsquantität  zu 
messenden  Widerstände  im  Auge.  Ueberhaupt  ist  es  die  Messungsart 
und  nicht  das  Erhaltungsprincip,  welches  von  ihm  als  der  Haupt- 
gegenstand des  Streites  vorausgesetzt  wird.  Die  Verweisung  auf 
die  elementaren  Widerstandsgrössen,  welche  den  beliebig  klein  ge- 
nommenen Zeittheilen  entsprechen,  ist  allerdings  an  sich  richtig. 
Indessen  setzen  sich  diese  elementaren  Wirkungen  nicht  einfach 
aus  Masse  und  Geschwindigkeit  imv)  zusammen,  sondern  ent- 
halten wesentlich  noch  einen  dritten  Factor,  nämlich  die  Veränderung 
der  Geschwindigkeit  (dv).  Dem  mvdv  ist  mjds  äquivalent,  wo  J 
die  Beschleunigung  bedeutet.  Die  Elemente  der  .\rbeit  und  das, 
was  man  wegen  der  Formveränderung  des  Ausdrucks  die  Elemente 
der  lebendigen  Kraft  nennen  könnte,  müssen  mit  dem  Ganzen,  das 
sieh  aus  ihnen  zusaiiimensetzen  soll,  völlig  gleichartig  gedacht 
werden,  und  d'Alembert  hat  sich  daher  in  seiner  Vorstellungsart 
noch  durch  die  Zweideutigkeit  derselben  Leibuizschen  Metaphysik 
täuschen  lassen,  die  er  mit  Recht  beseitigt  wissen  wollte. 

1 10.  Wie  schon  früher  gesagt,  lässt  Lagranges  Auffassung 
das  Priucip  der  Erhaltung  der  lebendigen  Kräfte  überall  als  einen 
Hauptsatz  der  Mechanik  erscheinen,  der  sieh  aus  den  sonstigen 
Axiomen  vermittelst  des  Idosseii  Calcüls  mit  Nothweudigkeit  er- 
gebe. Es  liegt  hiebei  zunächst  ein  selbst  abgeleiteter  analytischer 
Ausdnick  der  Kräflebeziehuugeu  zu  Gninde,  wie  sie  sieh  für  ein 
Zeittheilchen,  also  differentiell  gestalten.  Der  Uebergaug  von 
dieser  Relation  zur  Gleichung  der  lebendigen  Kräfte  wird  durch 
eine  Integration  vollzogen,  vermöge  deren  die  Geschwiiuiigkeits- 
quadrate  als  Factoreu  der  Massen  hen’ortreten. 

Die  Grundvoraussetzung  besteht  zunächst  darin,  dass  iu  den 
Bedingungsgleicliungen,  durch  welche  die  Anordnung  des  .Systems 
bestimmt  wird,  die  Zeit  nicht  vorkomme.  Dies  wird,  nebenbei 
bemerkt,  immer  der  Fall  sein,  wenn  die  inneni  Kräfte  zwischen 
den  Theilen  des  Systems  in  blossen  Pressungen  bestehen  und 

')  Ibid.  S.  XVI.  Ibid.  S.  XX. 
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daher  die  Oerter  nicht  wechselseitig  verschieben.  Beispielsweise 
denke  man  hiebei  an  das  zusammengesetzte  Pendel.  In  einem 
solchen  Fall  kann  mau  für  die  virtuellen,  d.  h.  die  möglichen 
Verschiebungen,  diejenigen  setzen,  welche  die  Körper  bei  der  wirk- 
lichen Bewegung  annehmen. 

Wenn  man  nun.  wie  Lagrauge,  ursprünglich  von  einer 
tlleichung  ausgeht,  durch  welche  das  Princip  der  virtuellen  Ge- 
schwindigkeiten in  der  durch  die  d'Alembertsche  Wendung  für 
bewegte  Systeme  ermöglichten  Uebertragung  zum  Ausdruck  ge- 
langt, so  hat  mau  in  derselben  nichts  als  eine  gleich  Null  gesetzte 
Summe  vou  Gliedern,  die  sämmtlich  darin  übereinstimmen,  dass 
ihre  beiden  Factoren  aus  dem  Ausdruck  für  eine  Kraft  und  aus 
der  zugehörigen  virtuellen  Verschiebung  bestehen,  welche  für  den 
Punkt  oder  Körper  beliebig  angenommen  werden  mag.  Es  sind 
also  lauter  Momente  im  Lagraugescheu  Sinne  des  Worts,  welche 
einander  zu  Null  aufheben  müssen.  Die  Kräfte,  welche  den  voraus- 
ge.setzteu  Bewegungen  des  Systems  entgegengesetzt  gedacht  werden, 
um  diese  Beweguugeu  airfzuhebeu,  sind  selbst  nichts  Anderes  als 
fingirte  Ursachen  der  eingefflhrten  entgegengesetzten  Bewegungen 
und  müssen  daher  als  zweite  Differentialcoefticieuteu  der  Räume 
in  Beziehung  auf  die  Zeit  ausgedrflckt  werden.  Letzteres  ist  die 
ganz  gewöhnliche  Au.sdrucksform  der  Beschleunigung  oder,  wenn 
man  noch  die  Masse  hinzusetzt,  der  bewegenden  Kraft.  Die  be- 
wegenden Kräfte  in  der  einen  oder  andern  Form,  also  in  der  Ge- 
stalt gegebener  Grössen  oder  diftereutieller  Fuuctioiieii,  — unter 
allen  Umständen  also  die  bewegeudeii  Kräfte  sind  es,  die  mit  den 
virtuellen  Verschiebungen  oder,  aualytiscli  ausgedrückt,  mit  den 
möglichen  Variationen  ihrer  jedesmaligen  .Angriffspunkte  (redueirt 
auf  die  Richtung  der  Kräfte)  solche  Producte  ergeben,  deren 
Summe  gleich  Null  gesetzt,  alle  Beziehungen  der  Bewegung  und 
des  Gleichgewichts  einschliesst. 

Um  sich  von  dem  Verfahren  Rechenschaft  zu  gebeu.  ver- 
möge dessen , die  gekeuuzeichnete  Gruudgleichung  für  deu  Fall 
der  denkbaren  Integration  zu  dem  Satz  vou  den  lebendigen  Kräften 
und  von  deren  Erhaltung  führt,  ist  es  zunächst  nur  nöthig,  die 
Gestalt  und  Bedeutung  eines  einzigen  beliebigen  Gliedes,  welches 
einen  Differentialquotieuten  enthält,  ins  Auge  zu  fassen.  Wie  schon 
gesagt,  muss  es  unter  der  vorher  angeführten  Voraussetzung  den 
wirklich  in  dem  Zeitelemeut  durchlaufenen  Kaum  als  Factor  ent- 
halten. Denken  wir  daher  nur  an  die  Projectiou  auf  eine  der 
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Coordinatenaxeu,  wplchp  dpr  Form  nach  für  alle  gelten  kann,  oder 
hefaHsen  wir  uns  zunächst  überhaupt  nur  mit  der  ganz  allgemeinen 
V'orstellung  eines  solchen  Products  in  Bezug  auf  eine  beliehige 
Bewegungsliuie,  so  liaben  wir  es  mit  einer  Grösse  von  der  Form 

dx  zu  thun,  die  natürlich  mit  der  Masse  zu  multipliciren 
dt' 

d 

ist.  Mau  bemerke  hiebei  zugleich,  dass  dieser  Ausdruck  m dx 


nach  den  neueren  Begriffen  die  elementare  Arbeit  vorstellt,  indem 
der  Weg  dx  als  unter  der  Einwirkung  der  Kraft  zur  üeberwindung 
eines  gleichen  und  eutgegeugesetzteu  Widerstandes  (der  auch  die 
blosse  Trägheitsreaction  sein  kann)  durchlaufen  gedacht  wird.  Die 


Integration  dieses  Ausdrucks  ergiebt 


I 


dx' 

7/^’ 


und  da  ^ die 
dt 


Geschwiudigkeit,  die  man  etwa  mit  r bezeichnen  mag,  darstellt, 
erhält  man  die  allbekannte  Form  -^nw'  als  Integral  jenes  Gliedes, 
welches  das  Product  der  bewegenden  Kraft  in  den  elementaren 
Weg  ausdriickte. 

111.  In  der  allgemeinen  dynamischen  Gleichung  von  Lagrange, 
deren  weitere  Begründung  wir  später  zu  untersuchen  haben  werden, 
liegen  nun  zwei  .\rteu  von  Summanden  vor.  Die  eine  Art  um- 
fasst die  Gegenkräfte  der  wirklichen  Bewegtingeu  und  hat  die  eben 
gekennzeichnete  Form;  die  andere  Art  umfasst  die  gegebenen 
Kräfte  und  ist,  abgesehen  vou  der  Markirung  der  Form  durch  die 
Angabe  in  der  Gestalt  eines  zweiten  Differentialquotienten,  die 
hier  nicht  Platz  zu  greifen  braucht,  übrigens  vollkommen  gleich- 
artig mit  jener  ersteren  Classe.  Man  hat  also  beide  Gattungen 
nur  darum  zu  unterscheiden,  um  die.  den  Bewegungen  entsprechenden 
.\usdrücke  zur  Bestimmung  dieser  Bewegungen  benutzen  zu  können. 
Die  eine  Classe  ist  ein  Aequivalent  der  andern,  d.  h.  die  beider- 
seitigen Summen  ihrer  virtuellen  Momente  sind  einander  gleich, 
und  beide  vereinigt  müssen  dem  Gleichgewicht  entsprechen,  d.  h. 
sich  zu  Null  aufheben.  Eigentlich  müssten  nach  den  Ausgangspunkten 
von  Lagrange  nicht  die  virtuellen  Räume,  sondern  die  virtuellen 
Geschwindigkeiten  dieFactoren  jedes  Gliedes  sein.  Diese  Räume  sind 
aber  den  Geschwindigkeiten  proportional  oder,  anders  ausgedrückt, 
man  kann  den  Nenner  dt  überall  weglassen,  so  dass  die  virtuellen  Wege, 
die  in  dem  Zeittheilchen  zu  durchlaufen  wären,  die  Geschwündig- 
keiten  proportional  vertreten.  An  sich  selber  vertreten  sie  eben  nur 
die  Wege  und  machen  so  die  zugehörigen  Glieder  zu  Repräsentanten 
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der  virtuelleu  Arbeiten;  allein  dieser  Gesiehtspunkt  bleibt  der 
Lagrangeschen  Auflassung  noch  fremd.  Doch  ist  er  schon  hier 
zur  Erläuterung  des  Verfahrens  nicht  unwichtig;  denn  die  Möglich- 
keit der  vorher  charakterisirten  Form  der  Ergebnisse  des  Calcüls 
beruht  einzig  und  allein  auf  der  Fundamentalthatsache,  dass  für 
dxd*x  das  Integral  ist.  Zur  Kritik  sei  noch  besonders 

hervorgehoben,  dass  hienach  in  der  ditfereutiellen  Form  der 
statischen  Grundgleichung  die  elementaren  Arbeiten  der  Kräfte 
bereits  in  ihren  Beziehungen  vorausgesetzt  sind,  und  dass  daher 
die  Ableitung  nichts  weiter  thut,  als  die  endliche  Form  zu  er- 
mitteln, durch  welche  die  .Arbeiten  der  Kräfte  mit  ihren  gleich- 
werthigen  Ausdrücken  durch  die  Geschwindigkeitsquadrate  in  Be- 
ziehung stehen. 

Die  Integration  der  .Ausdrücke  von  der  oben  gekennzeichneten 
Form  ergiebt  die  Summe  der  lebendigen  Kräfte,  welche  den  wirk- 
lichen Bewegungen  entsprechen,  die  alle  Körper  oder  Punkte  des 
Systems  unter  dem  Einfluss  der  Verbiudungen  annehmen.  Lassen 
sich  nun  die  gegebenen  Kräfte,  in  ihrer  unverbundenen  Wirkung 
gedacht,  d.  h.  die  Summe  der  virtuellen  Momente  derselben,  als 
Differential  irgend  einer  Function  anseheu,  so  kann  man  sich  die 
Integration  über  di«  ganze  dynamische  Grundformel  hin  vollzogen 
denken.  Die  Summen  der  lebendigen  Kräfte  und  jene  Function, 
bezogen  auf  alle  Körper,  sind  dann  der  Integrationsconstante 
gleich,  und  man  besitzt  auf  diese  W’^eise  die  Gleichung  der 
lebendigen  Kräfte  und  ihrer  Erhaltung.  Es  bedarf  nur  einer 
üebersetzung  dieser  Beziehungen  in  die  gewöhnUchen  Begriffe, 
um  das  Erhaltungsgesetz  herauszulesen.  Für  jeden  Augenblick, 
für  welchen  man  die  Summe  der  lebendigen  Kräfte  nehmen  mag, 
wird  sie  ganz  denselben  W^erth  haben,  ob  man  die  wirkliche  Be- 
wegung des  Systems  für  diesen  Augenblick  zu  Grunde  legt,  oder 
aber  von  derjenigen  Bewegung  ausgeht,  welche  die  Körper  im 
unverbundenen  Zustande  angenommen  haben  würden,  wenn  sie 
sieh  unter  der  Einwirkung  der  freien  Kräfte  jeder  auf  derselben 
Linie  bewegt  hätten.  In  der  beschriebenen  Formel  von  Lagrange  *) 
vertritt  die  eine  Classe  der  Glieder  die  Summe  der  lebendigen 
Kräfte  in  der  wirklichen  Bewegung,  während  die  Integralfunction, 
die  zu  der  andern  Classe  von  Gliedern  gehört,  nehst  der  Con- 
stanten  den  entsprechenden  Werth  auf  der  andern  Seite  ausdrückt. 

>)  M4c  anal.  Bd.  1 (1811)  Dynamilc  Sect.  Ul  §.  5 Art.  iH. 

Dührinf,  0«MjiichU  d*r  Xeohanik.  17 
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Hiemit  ist  zugleich  eine  zweite  Art  der  Erhaltung  nachgewiesen, 
die  man  die  periodische  nennen  könnte;  denn  wenn  die  Function 
mehr  als  einmal  zu  demselben  Werth  gelangt,  also  z.  B.  Null 
wird,  so  wird  auch  entsprechend  die  Summe  der  lebendigen  Kräfte 
dieselbe  werden.  Man  denke  beispielsweise  au  die  symmetrischen 
Lagen  eines  zusammengesetzten  Pendels.  Im  Grunde  sind  beide 
Arten  der  Erhaltung  nicht  wesentlich  verschieden.  Die  eine  be- 
zieht sich  auf  den  Gegensatz  der  verbundenen  und  der  unver- 
bundenen Kräftewirkung;  die  andere  beschränkt  sich  ohne  diesen 
Gegensatz  auf  die  Vergleichungen  der  directeu  und  der  umgekehrten 
Wirkung  oder,  um  an  ein  anschauliches  Beispiel  zu  erinnern,  des 
Fallens  und  des  Aufsteigeus  kurzweg. 

112.  Die  zwei  von  Lagrange  gemachten  besondern  Voraus- 
setzungen, unter  denen  das  Priucip  als  ein  Hauptsatz  der  Mechanik 
und,  wie  schon  die  Ueberschrift  des  betreflenden  Paragraphen 
besagt,  als  eine  allgemeine  „Eigenschaft“  der  Bewegung  erwiesen 
wird,  müssen  noch  einmal  hervorgehobeii  werden.  Erstens  müssen 
die  Bedingungsgleichimgim  von  der  Zeitveränderung  unabhängig 
sein.  Zweitens  muss  die  Summe  der  virtuellen  Momente  (.Arbeiten) 
der  freien  Kräfte  ein  Integral  haben  können.  Letztere  Voraus- 
setzung ist  nun,  wie  Lagrange  ausdrücklich  hinzufügt,  immer 
erfüllt,  wenn  die  Kräfte  von  festen  MitUdpunkten  nach  Functionen 
der  Distanzen  oder  in  der  letzteren  Weise  von  Köii)ern  aus  wirken, 
die  selbst  dem  System  angehören.  Für  die  gegenseitigen  Attrac- 
tionen  ist  also  der  Bedingung  genügt,  und  überhaupt  trifft  das 
Verlangte  für  die  Wirkungsart  der  Naturkräfte  immer  zu.  AV^ir 
kennen  keine  Kraft,  deren  Grösse  sich  nicht  in  Beziehung  auf 
irgend  eine  ürtsveränderung  änderte  und  näher  bestimmte  und 
demnach  nicht  direct  oder  iudirect  von  der  räumlichen  Lage  der 
in  Beziehung  gesetzten  Massen  abhängig  wäre.  Dennoch  soll 
diese  Voraussetzung  eine  Einschränkung  sein,  und  sie  ist  es  in 
der  That  auch  insofern,  als  mau  das  grade  betrachtete  System 
willkürlich  beschränkt  und  daher  nicht,  wie  die  Natur,  überall  mit 
innern,  sondern  mit  äussern  Kräften  operirt,  deren  Gesammtwirkung 
nicht  in  jeder  Beziehung  veranschlagt  zu  werden  braucht. 

Vergleicht  man  die  Darstellung  Lagranges  in  dessen  Ana- 
lytischer Mechanik  mit  derjenigen,  welche  er  in  seiner  Functionen- 
theorie')  gegeben  hat,  so  findet  mau  noch  ausdrücklich  eine 


*)  Theorie  des  fouctiaus,  2.  Aull.  iyi3,  dritte  Abtli.  Cap.  7. 
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analytische  Ausführung  über  den  Fall  der  gegenseitigen  Kräfte- 
wirknug  nach  Maassgabe  von  Distanzfnnctioiien,  also  der  Attrac- 
tioneu  und  Kepnlsionen,  welche  zwischen  den  Köqterii  des  Systems 
selbst  stattfiiiden  und  deren  Entfernungen  vermindern  oder  ver- 
mehren. Auch  trifl’t  man  in  iler  Fnnctionentheorie  auf  den  Versuch 
einer  neuen  Ansdrncksweise  des  Gegensatzes  todtcr  und  lebendiger 
Kräfte,  die  das  V^erdienst  hat,  sich  von  vornherein  auf  die  statisclie 
und  momentane  üeziebung  der  bewegenden  .\gcntieu  anwenden  zu 
lassen  und  nicht  erst  deren  Kntwicklnng  voraussetzt. 

Lagrauge  unterscheidet  nämlich  ')  zwisclien  activeii  und  passiven 
Kräften.  Unter  den  letzteren  versteht  er  diejeiiigi'n,  durch  welche 
die  Kürper  in  ihren  wechselseitigen  Lagen  erhalten  werden,  und 
die  mithin  den  W’iderstand  gegen  die  Verschiebungen  rc])räsentiren. 
Er  hat  hiebei  ansdnicklich  Pressungen  und  Spannungen  im  Auge. 
Activ  nennt  er  dagt!gen  die  Kräfte,  wenn  sie  wechselseitige  Orts- 
veräuderungen  zwischen  den  Köipern  bewirken,  also  z.  11.  die  An- 
ziehungen oder  diejenigen  Wirkungen,  welche  von  Federn  ansgehen, 
die  man  sich  zwi.scheii  den  Körpern  eingesetzt  denken  mag.  Das 
wesentliche  Merkmal  der  aetiven  Kräfte  ist  die  Hervorbriugnng 
der  Ortsverändernug  in  der  Lage  der  Körjier  oder  Theilchen.  Es 
ist  also  dieses  Merkmal  derjmiig(>  Umstand,  an  welchen  wir  auch 
bei  nuserm  modernen  Begritf  der  Arbeit  in  erster  Linie  zu  denken 
haben.  Die  aetiven  Kräfte  Lagranges  sind  mithin  die  arbeit- 
verrichtenden Kräfte.  Ein  System,  in  welchem  die  w'echselseitige 
Lage  der  Körper  nicht  geändert  wird,  wie  dies  bei  dem  zusammen- 
gesetzten Pendel  der  Fall  ist,  kann  in  Zusammenhang  mit  den 
Ausgangspunkten  der  änssern  Kräfte,  hier  also  der  Gravitation,  be- 
trachtet werden,  und  alsdann  wird  jede  Bewegung  als  eine  Orts- 
verändernng  aufznfassen  sein,  die  zwischen  den  Köipern  eines  um- 
fassender gedaehten  Systems  stattbat.  Mau  bat  eben  nur  die 
Kräftecentra,  von  denen  her  die  Einwirkung  geschieht,  anfznsnchen, 
und  inan  wird  niemals  um  die  Bethätignng  jener  Ansebannngs- 
weise  in  Verlegenheit  gerathen  können. 

Im  Hinblick  auf  die  angeführte  Unterscheidung  stellt  nun 
Lagrange  auch  den  Satz  auf,  dass  die  lebendige  Kraft  eines 
Systems  stets  den  aetiven  Kräften  zu  verdanken  ist,  und  dass  die 
passiven  Kräfte  an  derselben  nichts  ändern.  Denke  man  daher 
diese  passiven  Kräfte  hinweg,  so  würden  die  Köqier  von  und  zn 


«)  Ihid.  Art.  42. 
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denselben  Punkten  auf  beliebigen  Linien  frei  bewegt,  dieselbe 
lebendige  Kraft  erlangen,  als  wenn  sie  jenem  Zusammenhang 
unterlegen  hätten.  Kiuer  Erläuterung  bedarf  diese  Formulinmg 
nicht;  denn  sie  enthält  nur  deu  exacteu  Ausdnick  der  oben  an- 
geführten ersten  Vorbedingung  des  Princips. 

113.  Der  Stoss  ist  dasjenige  Beispiel  oder  vielmehr  der- 
jenige Typus  der  Kräftewirkung,  in  welchem  sich  die  Regel  und 
eine  scheinhare  Ausnahme  des  Erhaltungspriucips  begegnen.  Die 
verbältnissmässig  kleine  Zeitdauer  der  gegenseitigen  Einwirkung 
darf  nicht  deu  Ciruiid  abgeben,  diese  Classe  von  Gegenwirkungeu 
der  Kräfte  von  dem  allgemeinen  Gesetz  der  sonstigen  wechsel- 
seitigen Reactioiien  auszunehmen,  die  z.  B.  in  der  Form  von  An- 
ziehungen oder  Abstossungen  auf  Distanz,  d.  b.  ohne  unmittelbare 
Berührung  stattfinden.  Eine  Art  Stetigkeitsunterbrechung  des 
gegenseitigen  Verhaltens  ist  allerdings  im  Stoss  auzuerkennen: 
denn  der  üebergang  zur  Berührung  führt  eine  neue  Art  von  Be- 
ziehungen ein,  die  nach  der  Trennung  der  Körper  wieder  aufhört. 
Vergleicht  man  hiemit  das  V'erhalten  bei  der  Attraction,  so  ist 
niemals  ein  Augenblick  da,  in  welchem  die  allgemeine  Art  der 
gegenseitigen  Einwirkung  einen  Wechsel  erlitte.  Trotz  alledem 
ist  aber  der  Unterschied  beider  Fälle  unwesentlich.  Einei'seits 
kann  man  nämlich  das  Vor  und  Nach  des  Stosses  als  Anfangs- 
und Endpunkt  des  während  der  Berührung  bestehenden  Verhält- 
nisses denken  un<l  hat  dann  keine  Unterbrechung,  sondern  nur 
eine  einheitliche  begrenzte  Action.  .\udererseits  kann  man  eine 
ähnliche  Begrenzung  auch  bei  der  .\ttraction  denken,  wenn  man 
deren  active  Entwicklung  erst  nach  der  Entfernung  eines  Hinder- 
nisses beginnen  lässt,  durch  w^elches  früher  ein  rein  statisches 
Gleichgewicht  unterhalten  wurde,  und  wenn  man  ausserdem  noch 
daran  denkt,  dass  ein  sehr  natürlicher  Fall  der  Unterbrechung  der 
einfachen  Attractionswirkuug  durch  die  Berührung  der  Körper 
und  mithin  durch  die  sehliessliche  Combinatioii  mit  dem  Stoss 
selbst  erfolgen  kann.  .Alle  wechselseitigen  Kräftewirkungen  activer 
Art  müssen  daher  aus  dem  Gesichtspunkt  der  Möglichkeit  einer 
doppelten  Gestaltung  gedacht  rverden.  Entweder  entwickelt  sich 
die  Activität  in  der  Entfernung,  und  die  Einmischungen  der  so  zu 
sageu  statischen  Verhältnisse  beruhen  hier  auf  dem  Antagonismus 
der  verschiedenen  Grössen  bewegender  Kräfte  ohne  Berührungs- 
widerstand der  Massen;  oder  aber  die  Activität  entwickelt  sich 
unter  den  Hindernissen,  welche  die  Körper  einander  in  der  Be- 
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rährung  entgegeasptzen , und  alsdann  ist  din  IntPrvpntion  der 
statischen  Beziehungen  von  anderer  Art,  indem  neue  Kräfte  in 
das  Spiel  kommen,  die  von  der  Constitution  der  Körjier  herrühren. 

Der  letztere  Fall  tritt  natürlich  auch  dann  ein,  wenn  die 
Körper  nicht  in  unmittelbarer  Berührung,  sondern  durch  irgend 
ein  veniiittelndes  System,  also  im  aUgemeinsten  Sinne  des  Worts 
durch  eine  Maschine  aufeinander  wirken.  Durch  derartige  Ein- 
schaltungen kann  mau  aber  den  Stoss  auch  so  gestalten,  dass 
seine  geringfügige  Dauer  im  Verhältuiss  zu  den  Ueschwindigkeiten 
der  Köi-per  nicht  mehr  ein  besonderes  Merkmal  abgiebt.  Stellt 
mau  sich  z.  B.  vor,  es  sei  zwischen  die  Körper,  die  sonst  un- 
mittelbar zusauunenstossen  würden,  eine  verhältuissmässig  lange, 
aber  leicht  nachgebende  Schraubeufeder  eingefügt,  so  wird  deren 
Zusanunenpressung  und  Ausdehnung  einen  Vorgang  bilden,  der 
schon  nicht  mehr  als  so  ganz  plötzlich  gekennzeichnet  werden 
kann.  Ueberhaupt  wird  man  bei  richtiger  Wahl  in  den  Grössen- 

verhältnissen die  Kluft  zwischen  dein  gewöhnlich  ins  Auge  gefassten 
Stoss  und  andern  dynamischen  Vorgängen  leicht  ausfülleu.  Wenn 
daher  Lagrange  die  plötzlichen  Veränderungen  der  Geschwindig- 
keiten in  einem  System  als  AusnahmetUlle  ansieht,  in  denen  das 
Erhaltungsprineip  nicht  mehr  statthabe,  so  ist  es  nicht  eigentlich 
die  Plötzlichkeit,  sondern  die  Thatsache  von  Geschwindigkeits- 
Veränderungen,  denen  kein  nachweisbarer  Ersatz  entspreche,  was 
die  Ausnahme  und  den  Verlust  an  lebendiger  Kraft  in  einem 
gewissen  Sinne  motivirt.  Bei  dem  Stoss  vollkommen  elastischer 
Körper  soll  nach  Lagrange  die  Erhaltung  der  lebendigen  Kraft 
nur  darum  statttinden,  weil  man  hier  die  Voraussetzung  machen 
kann,  dass  die  entwickelten  Federkräfte,  die  bei  der  grössten  Zu- 
Bammendiückung  ihren  Maximalwerth  erreichen,  von  da  ab  wieder 
abnehmen  und  zu  Null  werden  *).  Diese  Restitution  des  Mheren 
Zustandes  soll  einzig  und  allein  der  thatsächliche  Grund  sein, 
warum  der  Satz  der  Erhaltung  bei  der  Vergleichung  der  Zustände 
vor  und  nach  dem  Stoss  augewendet  werden  könne.  Die  ana- 
lytische Darlegung  ist  für  diesen  Punkt  in  der  Functionentheorie  •) 
noch  eingehender,  als  in  dem  Hauptwerk.  An  beiden  erwähnten 
Stellen  wird  dann  auch  der  Carnotsche  Satz  über  die  Bestimmung 
des  V’^erlusts  an  lebendiger  Kraft  bei  dem  Stoss  unelastischer 

')  Mec.  anal.  Bd.  I dölli  Ujuatuik  Sact.  111  Art.  Sß. 

Theorie  dea  fonctiona  GÖB*)  3-  Abth.  Cap.  7 Art.  44. 
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Körper  abgeleitet.  Dieser  Verlust  eutspricht  den  Geschwindigkeits- 
veränderungen oder,  wie  man  gewöhnlich  sagt,  den  verlorenen  (nnd 
gewonnenen)  Geschwindigkeiten.  Er  flbersieht  sich  am  einfachsten 
bei  völlig  unelastischen  Körpern;  das  Princip  seiner  IJestimmnng 
hängt  aber  nicht  an  diesem  Specialläll,  sondern  gilt  für  jeden 
Defect  der  vollkommenen  Elasticität,  d.  h.  für  jeden  Mangel  der 
vollkommenen  Itestitution  der  Zusammendrückungen.  Es  ist  daher 
nöthig,  den  Carnotschen  Satz  in  der  Fassung,  die  ihm  sein  Urheber 
gegeben  hat,  näher  zu  untersuchen,  zumal  da  sich  Carnot  mit  den 
allgemeinen  Principien  der  Mechanik  grosse  Mühe  gegeben  hat. 

114.  Es  ist  ein  sehr  einfacher  Gesichtspunkt,  wenn  man 
einen  thatsächlichen  Ausfall  an  lebendiger  Kraft  auf  diejenigen 
Theile  der  Geschwindigkeiten  zurückführt,  welche  daran  gehindert 
worden  sind,  zu  der  in  das  Auge  gefassten  Action  im  Sinne  activer 
Krafteutwicklung  etwas  beizutragen.  Diese  Geschwiudigkeitstheile 
werden  die  bleibenden  und  nicht  wieder  ausgeglichenen  Geschwindig- 
keitsveränderungen repräsentiren.  Die  Veränderungen,  die  von 
blosser  üebertragung  herrühren,  sind  hier  natürlich  nicht  gemeint; 
es  kommen  vielmehr  nur  diejenigen  Veränderungen  in  Frage,  welche 
eine  Nulliticirung  der  sonst  für  die  Action  wirksam  gewordenen 
Geschwindigkeiten  einschliessen.  Carnot  hat  in  seinem  kleinen 
Buch,  welches  er  zuerst  als  „Essai  sur  les  machines  en  göneral“ 
und  in  der  2.  Auflage  unter  dem  bezeichnenderen  Titel  „Principes 
fondamentaux  del’öquilibre  et  du  mouvement“‘ Paris  1803,  herausgab, 
nicht  nur  die  verschiedenen  Grundprincipien  der  Mechanik  erörtert, 
sondern  ist  auch  bisweilen  zu  eigenthümlicheu  Aufstellungen  gelangt. 
Unter  den  letzteren  hat  nun  sein  Satz  über  den  V^erlust  au  lebendiger 
Kraft  bei  dem  Stoss  allgemeine  Anerkennung  gefunden,  indem 
dieser  Satz  eine  einfache  Form  an  die  Hand  giebt,  den  fraglichen 
Verlust  vorzustelleu  und  auszudrücken.  In  der  angeführten  Schrift 
wird  er  *)  dahin  formulirt:  Beim  Stoss  harter  Körper  ist  die  Summe 
der  lebendigen  Kräfte  vor  dem  Stoss  gleich  derjenigen  nach  dem 
Stoss  plus  der  Summe,  die  für  die  einzelnen  Körper  statthaben 
würde,  wenn  sich  dieselben  frei  und  zwar  jeder  blos  mit  der  ver- 
lornen Geschwindigkeit  bewegten. 

Dieser  Carnotsche  Satz,  dass  die  unwirksam  gemachten 
Geschwindigkeiten,  als  wirksam  vorausgesetzt,  die  lebendige  Kraft 
ergeben,  die  hypothetisch  zu  entwickeln  gewesen  wäre,  aber  nicht 


‘)  Principes  fondamentaux  etc.,  Art.  175  S.  145. 
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entwickelt  und  mithin  verloren  worden  ist.  — dieser  Carnotsche 
Satz  ist  im  Hinblick  auf  das,  was  der  Urheber  dem  älteren  Sprach- 
gebrauch gemäss  harte  Kftrper  nennt  und  was  wir  als  den  Fall 
des  gänzlichen  Mangels  der  Elasticitiit  bezeichnen,  auch  anal3  tisch 
sehr  leicht  zu  erläutern,  wie  dies  in  umfassender  Weise  durch 
Lagrange  an  deu  vorher  angeführten  Stellen  geschehen  ist.  Doch 
geht  uns  hier  weit  mehr  die  leiteude  Vorstelluugsart  selbst  an. 
Die  rationelle  Mechanik  darf  in  ihrer  reinen  Consequeuz  Kräfte 
und  Geschwindigkeiten  nicht  uumotivirt  verschwinden  lassen.  Setzt 
sie  aber  im  besondern  Fall  für  die  Actiou  einer  gewissen  Art,  auf 
welche  sich  die  empirische  Beobachtung  beschränkt  und  die 
rechnende  Betrachtung  beschränken  soll,  ein  solches  Verschwinden 
voraus,  nimmt  sie  also  an,  dass  eine  Ursache,  die  sonst  eine 
Bewegungsveränderung  hervorbringen  muss,  ohne  diese  Wirkung  zu 
setzen  und  als  io  unbekannter  Weise  ausgemerzt  anzusehen  sei, 
so  muss  sie  sich  bewusst  bleiben,  dass  diese  Annahme  von  ihrem 
rationell  construirenden  Standpunkt  aus  eine  willkürliche  und  zu- 
fällige sei,  zu  welcher  die  Erfahrung  die  thatsächliche  Veranlassung 
geben  mag,  die  aber  nie  die  Stetigkeit  der  rein  rationellen  Deduc- 
tionen  als  solcher  beeinträchtigen  kann.  Die  Aufnahme  einer  un- 
erklärten empirischen  Thatsache  in  das  Kaisonnemeut  und  in  deu 
Calcül,  also  die  Statuirung  eines  Verlustes  an  lebendiger  Kraft 
kann  keine  wirkliche  sondern  nur  eine  scheinbare  Ausnahme 
des  Erhaltungsprincips  begründen.  In  der  That  ist  auch  grade 
der  Carnotsche  Satz  ein  bequemer  Wegweiser  zu  der  allgemeinen 
Vorstellungsart,  dass  sich  die  lebendige  Kraft  principiell  erhalte, 
und  dass  jedem  scheinbaren  Verlust  derselben  eine  Summe  ent- 
spricht, deren  Elemente  grade  diejenigen  lebendigen  Kräfte 
repräsentiren , die  irgendwo  anders  entstanden  sein  müssen  und 
nur  für  den  Rahmen,  innerhalb  dessen  man  au  den  Körpern  selbst 
beobachtet,  nicht  vorhanden  sind.  Eine  Ablenkung  oder  Umwandlung 
ist  aber  kein  unbedingter  Verlust,  sondern  nur  ein  Verlust  in 
Bezug  auf  eine  bestimmte  Wirkuugsart.  Um  den  extremen  Fall 
in  das  Auge  zu  fassen,  so  haben  die  als  völlig  unelastisch  voraus- 
gesetzten Körper  nach  dem  Stoss  eine  gemeinschaftliche  Geschwindig- 
keit, zu  welcher  sie  gelangt  sind,  indem  sie  die  Verschiedenheiten 
ihrer  Geschwindigkeiten  ausgeglichen  haben.  Die  Geschwindigkeit 
des  einen  ist  vermindert,  die  des  andern  vermehrt  w'ordeu.  Beides 
bat  nur  durch  Kraftentwicklung  oder,  wie  wir  heute  sagen,  durch 
Arbeit  geschehen  können.  Im  Fall  der  vollkommenen  Elasticität 
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würden  diese  Vermehrung  und  diese  Verminderung  entsprechende 
Reactioneii  (oder  Arbeiten)  im  Gefolge  gehabt  haben,  welche  die 
Veräiiderungeii  der  lel)eudigen  Kraft  durch  einen  gegentheiligen 
Vorgang  wieder  rückgängig  gemacht  hätten.  Wo  nun  diese  Re- 
actioneu  ausbleibeu,  d.  h.  wo,  wie  in  iiuserm  Fall  des  unelastischen 
Stosses,  keine  Wiederausdehnuug  der  zusammengedrüekteu  Theilcheu 
statthat,  da  kann  auch  in  der  Geschwindigkeit,  welche  die  Köri)er 
nach  dem  Stoss  liahen,  nicht  die  ursprüngliche  lebendige  Ki-aft 
vorhaudeii  sein.  Es  werden  grade,  diejenigen  Theile  fehlen  müssen, 
welche  den  beiden  Geschwindigkeitsveränderuiigeii  entsprechen. 
Denkt  man  sich  also  den  einen  Kör})er  von  der  zugehörigen  ver- 
lorenen, den  andern  von  der  gewonnenen  Geschwindigkeit  afticirt. 
indem  man  die  fehlenden  elastischen  Reactioneii  auf  diese  Weise 
repräseutirt  und  ersetzt,  so  ist  die  lebendige  Kraft  dieses  hypo- 
thetischen Systems  diejenige,  welche  in  dem  Zustand  nach  dem 
Stoss  vermisst  wird,  und  welche  man  daher  hinzufügen  muss,  um 
die  Gleichung  der  lebendigen  Kräfte  für  die  Zustände  vor  und 
nach  dem  Stoss  aufstelleii  zu  können.  Dies  ist  der  Sinn  des 
Caruotschen  Satzes,  und  dies  heisst  zugleich  nichts  Anderes,  als 
dass  man  die  in  unbekannter  Richtung  verbrauchten  lebendigen 
Kräfte  ebenfalls  in  Anschlag  bringen  muss,  wenn  man  die  Gleichung 
im  Sinne  der  durchgreifeiideii  Gültigkeit  und  der  unbeschränkten 
Tragweite  des  Hrhaltungsprincips  ansetzen  will.  Von  jedem  Theil 
der  lebendigen  Kraft  muss  Rechenschaft  abgelegt  werden,  und 
jedem  Verlust  derselben  in  der  einen  Richtung  muss  die  Existenz 
eines  Aequivaleiits  in  der  andern  Richtung  entsprechen.  Indem 
Carnot  die  den  verlornen  Geschwindigkeiten  entsprechenden 
lebendigen  Kräfte  als  Glieder  in  die  Gleichung  einführte,  durch 
welche  die  Erhaltung  ausgedrückt  wird,  vollzog  er  eine  Wendung, 
die  nur  eines  geringen  Zusatzes  bedarf,  um  auch  in  der  Vor- 
stellungsart den  heutigen  Ansprüchen  zu  genügen.  Bei  den  ver- 
lornen lebendigen  Kräften  hat  mau  nämlich  an  den  InbegriflF  der- 
jenigen Actionen  zu  denken,  die  gleichsam  aus  dem  System  heraus- 
getreten sind  oder  wenigstens  keine  Gesammtgeschwindigkeit  der 
Körpermassen,  sondeni  nur  Theilchenverschiebuiigen,  Erzitteruugen 
u.  dgl.  hervorgebracht  haben.  Die  innere  Consequenz  der  Prin- 
cipien  bleibt  hiebei  in  ihrem  vollen  Recht,  indem  man  nur  nöthig 
hat,  den  abgeleukten  Nebenwirkungen  durch  symbolische  Ansätze 
Rechnung  zu  tragen.  Ebenso  werden  aber  auch  die  natürlichen 
Thatsachen  verständlich  und  lassen  sich  auf  eine  zur  Berechnung 
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geeignete  Form  bringen,  indem  bei  den  natürlichen  Kürpern,  welche 
zwischen  den  ideellen  Kxtremen  der  absoluten  Elasticität  und  des 
vollständigen  Mangels  derselben  irgend  einen  gemischten  Charakter 
darbieteu,  die  Grösse  des  Mangels  an  V'ollkommenheit  der 
Klasticität  das  Maass  abgiebt.  um  zu  bestimmen,  wieviel  lebendige 
Kraft  in  der  Hauptwirkung  nach  dem  Stoss  nicht  als  Massenkratt 
zum  V'orschein  kommen  kann.  Der  Verlust  wird  demnach  als 
Molecularwirkung  im  Gegensatz  der  Bewegung  der  Gesammt- 
niassen  vorzustellen  sein.  Wie  er  aber  auch  beschaffen  sein  möchte, 
man  würde  ihn  jedenfalls  als  eine,  wenn  auch  unbekannte  Action 
zu  denken  haben. 

Carnot,  der  den  Streit  über  die  Schätzung  der  lebendigen 
Kräfte  gleich  d'Alembert  als  einen  blossen  Wortstreit  *)  ausah. 
und  der  sich  überdies  vornehmlich  au  die  Anschauungsweise  von 
Lagrange  hielt,  ist  bei  seinem  Satz  begreitlichenveise  nicht  zur 
Annahme  eines  durchgreifenden  Erhaltungsprincips  fortgegangen; 
wohl  aber  hat  er  mit  seiner  Bestimmung  der  Form,  in  welcher 
man  den  Verlust  an  lebendiger  Kraft  ausdrücken  kann,  offenbar, 
wenn  auch  nicht  mit  dieser  Absicht,  die  Hindernisse  weggeräurot, 
welche  einer  ganz  allgemeinen  V'orstellungsart  des  Erhaltungs- 
princips  entgegenstanden.  Wir  sind  daher  in  der  geschichtlichen 
Entwicklung  mit  jenem  Satze  bei  einem  Punkte  angelangt,  wo  die 
weitere  Ausbildung  des  Princips  der  Erhaltung  derselben  Actious- 
menge  nur  noch  von  der  Gewinnung  positiver  Vorstellungen  über 
den  Verbleib  der  verachiedenen  Kraftbestandtheile  abhängt.  Eine 
solche  Nachweisung  wird  aber  erst  gegen  die  Mitte  des  19.  Jahr- 
hunderts in  entscheidender  Weise  eingeleitet. 


Drittes  Capitel. 

Obarakteristische  Hanptsätae  der  Dynamik 
in  der  Rolle  von  Principien. 

115.  Ausser  dem  Satz  von  den  lebendigen  Kräften  pflegt 
man  noch  in  den  heutigen  Darstellungen  der  Dynamik  einige  all- 
gemeine Eigenschaften  der  Bewegung  hervorzuheben,  die  sich 

')  Carnot,  Principe«  fondamentanx  etc,  Art.  ö7  S.  B7. 
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in  der  Periode  seit  Newton  bis  auf  Lagrange  als  besondere 
charakteristische  Principien  entwickelt  hatten,  und  deren  Fassung 
oder  Auslegung  auch  mehrfach  zu  ähnlichen  Streitigkeiten  Veran- 
lassung gegeben  hat,  wie  die  Schätzung  der  lebendigen  Kräfte.  In 
letzterer  Beziehung  ragte  das  Princip  der  geringsten  Wirkung 
durch  die  ursprünglich  inetaidiysische  Art  seiner  Auffassung  hervor 
und  ist  noch  heute  durch  die  Uiibestiimntheit  und  Veränderlichkeit 
der  Gedanken  ausgezeichuet,  welche  man  an  seinen  Namen  knüpft. 
Nimmt  mau  noch  alle  allgemeineu  und  principielleu  Vorstellungen 
hinzu,  welche  sich  in  Kücksicht  auf  die  rein  mathematischen  Maiinia 
uud  Minima  der  Kral'tsummen  und  Kräftefuuctioneu  für  die  Bewegung 
und  für  das  Gleichgewicht  benierklich  gemacht  haben,  so,  betiudet 
mau  sich  zwar  in  einem  priucipiell  sehr  interessauteu,  aber  noch 
keineswegs  durchgreifend  geordneten  Gebiet.  Um  das  Princip  der 
geringsten  Actiou  in  seinen  verschiedenen  Gestalten  und  Verwandt- 
schaften darzulegeu,  werden  wir  die  ganze  Gruppe  der  allgemeinen 
Maximal-  und  Miuimaleigenschaften  der  Kräftecombinationen  ins 
Auge  zu  fassen  haben. 

Die  drei  andern  Hauptsätze  betreffen  die  Bewegung  des 
Schwerpunkts,  die  algebraische  Summe  der  nach  einer  bestimmten 
Richtung  genommenen  Beweguugsgrössen  und  die  Erhaltung  der 
Flächen.  Mit  Ausnahme  des  letzteren  Princips  lallt  hier  jeder 
Zweifel  über  die  engere  oder  weitere  Fassung  fort;  auch  meta- 
physische Gesichtspunkte  sind  verhältnissmässig  wenig  eingeiuischt 
worden,  und  die  schliessliche  Hauptfrage  bleibt  nur  noch  die,  in- 
wiefern sich  diese  charakteristischen  Sätze  nebst  denjenigen  von 
den  lebendigen  Kräften  dazu  vereinigen,  die  Hauptrelationeu  für 
die  Bewegung  eines  Systems  auszudrücken  und  in  dieser  Beziehung 
eine  systematisch  zusammeuhäugende  Gruppe  von  Grimdeigen- 
schafteu  der  Beweguug  beliebiger  Körpercombinatiouen  vorzustellen. 
Der  fruchtbarste  Gesichtspunkt  der  Betrachtung  dieser  Sätze  wird 
hienach  derjenige  sein,  welcher  sich  auf  den  Hauptinhalt  der  ge- 
summten Dynamik  richtet.  Unter  Hinzunahme  des  d’Alembertschen 
Princips,  welches  eine  Regel  für  die  Benutzung  der  Gesetze  der 
Statik  innerhalb  der  Dynamik  enthält,  wird  sich  zeigen  lassen, 
dass  mit  den  bisher  vorgeführten  principielleu  Haupteiusichten 
dieser  Periode  die  Dynamik  in  ihren  wesentlichen  Verzweigungen 
geschaffen  und  zugleich  übersichtlich  gemacht  ist.  Indem  wir  auf 
diesen  Kreis  hinweisen,  der  sich  mit  der  Systematik  Lagranges 
in  einem  gewissen  Sinne  schliesst,  bezeichnen  wir  zugleich  die 
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innere  Verwandtschaft,  die  zwischen  den  in  historischer  Neben- 
ordnung und  zum  Theil  mit  dem  Anschein  der  Zufälligkeit  einher- 
gehenden Einsichten  besteht. 

Am  kürzesten  müssen  wir  diejenigen  Principien  erledigen, 
bei  denen  für  abweichende  Auffassungen  oder  verschiedenartige 
Begründungen  keine  sonderliche  Gelegenheit  vorhanden  gewesen 
ist.  Hieher  gehört  zunächst  der  simple  Satz  von  der  Bewegung 
oder,  wie  man  auch  sagt,  von  der  Erhaltung  der  Bewegung  des 
Schwerpunkts,  dessen  Grundlage  noch  bei  Newton  aufzusuchen 
ist,  und  für  den  die  primitiven  Keime  eigentlich  in  die  Galileische 
Grundlegung  der  Dynamik  selbst  zu  verlegen  sind. 

116.  Da  ein  bewegter  Körper  nicht  in  Jedem  seiner  Punkte 
genau  dieselbe  Bahn  zu  beschreiben  braucht,  indem  neben  seiner 
translatorischen  Bewegung  auch  eine  beliebige  rotatorische  in  Frage 
kommen  kann;  ja  da  sogar  eine  gewisse  Verschiedenheit  der  Be- 
wegung zwischen  den  auseinanderliegenden  Punkten  der  Regel 
nach  bestehen  muss,  so  hat  man  schon  früh  von  der  Mannich- 
faltigkeit  der  zusammen  bewegten  Theile  abstrahirt  und  die  Körper, 
wo  es  nicht  auf  genauere  Unterscheidungen  ankam,  wie  Punkte 
behandelt.  Soll  jedoch  diese  Behandlungsart  exact  gestaltet  werden, 
so  muss  wirklich  ein  Punkt  im  Körper  nachgewieseu  werden,  der 
gegen  die  secundären  und  innerlich  relativen  Bewegungen  der 
Theile  gleichgültig  bleibt  und  sich  so  verhält,  als  wenn  in  ihm 
die  ganze  Masse  des  Körpers  mathematisch  punktuell  concentrirt 
und  an  ihm  oder  vielmehr  an  dieser  concentrirten  Masse  alle 
Kräfte,  die  an  den  verschiedenen  Theilen  des  Körpers  wirken,  sich 
selbst  parallel  angebracht  wären.  Diese  Verlegung  der  Massen 
und  der  Kräfte  ist  der  greifbare  Ausdruck  für  die  Haupteigen- 
schaft eines  solchen  Punktes,  die  Bewegung  des  Körpers  als  einer 
einheitlichen  Totalität  zu  repräsentiren.  Von  allen  rein  innern 
Beziehungen  ist  dabei  abgesehen,  und  man  kann  daher  sagen,  dass 
die  Bewegung  jenes  Punktes  die  nach  Aussen  gerichtete  Kraft 
der  Theile  oder  mit  andern  Worten  die  Bewegung  oder  Kraft  des 
Körpers  als  solchen  darstellt. 

Das  Bedürfniss,  welches  sich  schon  früh  für  die  einheitliche 
Auffassung  der  Bewegung  eines  einzelnen  zusammenhängenden 
Körpers  geltend  machte,  musste  im  Hinblick  auf  ein  System  von 
mehreren  Körpern  noch  fühlbarer  hervortreten.  Während  in  jenem 
Fall  der  gegenseitige  Zusammenhang  der  Theile  als  rein  statisch, 
d.  h.  als  wesentlich  unveränderlich  vorausgesetzt  werden  konnte 
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und  nur  die  Rotation  in  Frage  kam,  stand  in  dem  zweiten  all- 
gemeineren Fall  dem  freien  Spiel  der  innerii  gegenseitigen  Kräfte- 
entwickluug  nichts  im  Wege:  die  Entfernungen  der  Theile  des 
Systems  konnten  sich  ändern,  und  dennoch  musste  man  auch  für 
das  System  als  Ganzes  einen  Begriff  finden,  seine  Totalbewegung 
unabhängig  von  den  hlos  innern  Veränderungen  exact  vorstellig 
zu  inaclien.  Grade  in  dieser  Anwendung  zeigt  nun  der  Satz  von 
der  Bewegung  des  Schwerpunkts  seine  grösste  Tragweite  und  führt 
auch  zu  einigen  interessanten  Conseqneuzen  für  die  Auffassung 
aller  in  der  Natur  vorhandenen  mechanischen  Kräfte.  Jener  Satz 
besagt  nämlich,  dass  der  Schwei-punkt  eines  Systems  sich  so  ver- 
hält, als  wenn  alle  Massen  in  ihm  vereinigt  und  alle  Kräfte  sich 
selbst  parallel  an  ihn  verlegt  wären.  Unter  dieser  Voraussetzung 
müssen  sich  alle  innern  Kräfte,  die  ja  immer  zwischen  je  zwei 
Körpern  als  gleich  und  entgegengesetzt  zu  denken  sind,  zu  Null, 
d.  h.  zum  Gleichgewicht  aufheben,  und  der  Beweguugszustand  des 
Schwerpunkts  kann  nur  von  äiisseru  Kräften  herrühren.  Sind  die 
letztem  nicht  vorhanden,  so  kann  der  Schwerpunkt  nur  eine  Träg- 
heitsbewegurrg  liaherr,  d.  h.  er  wird  ruhen  oder  sich  gleichförmig 
in  grader  Linie  rrrit  derselben  Geschwindigkeit  nach  dem  Be- 
harruugsgesetz  fortbewegen.  Das  gatrze  Systerrr  wird  also  irrr  Zu- 
stande der  Behanurrg  sein  oder,  irrit  andern  W' orten,  seinen 
Bewegungszutand.  unter  dem  auch  der  Fall  der  Ruhe  einbegriffen 
ist,  in  völliger  Einerleiheit  erhalten,  ganz  wie  dies  dem  geläufigeren 
Beispiel  der  Trägheit  eines  einzelnen  Körpers,  entspricht.  Nimmt 
man  die  Natur  als  Ganzes,  so  bildet  sie  ein  rrrechanisches  System, 
für  welches  es  äussere  Kräfte  nicht  geben  kann,  da  die  letztem 
von  ausserhalb  der  Natur  kornnteu  müssten.  Alle  Bewegungsantriebe 
und  alle  Ursachen  des  Gleichgewichts  gehen  in  diesem  Universal- 
mechanismus von  den  Körpern  des  Systems  selbst  aus  und  haben 
den  Charakter  innerer  Kräfte,  die  sich,  an  den  Schwerpunkt  ver- 
legt, zu  Null  aufheben  irrüsserr.  Die  Totalität  kann  also  uichl 
unter  der  Einwirkung  einer  beschleunigenden  Kraft  stehen:  aber 
auch  die  Möglichkeit  der  blossen  Beharrungsbewegung  ist  in  diesem 
besondern  Fall  ausgeschlossen,  so  dass  nur  die  andere  Seite  der 
Trägheit,  nämlich  der  Fortbestand  der  Ruhe  übrig  bleibt.  Bei 
jedem  andern  mechanischen  System  muss  inan  nämlich  die  vorgängige 
Wirksamkeit  einer  äussern  Kraft,  durch  welche  das  ganze  System 
eine  ßeharrungsbewegung  erhalten  hat,  als  Möglichkeit  voraus- 
setzen. Man  drückt  sich  daher  ganz  richtig  aus,  wenn  man  in  £r- 
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mangelung  fortwirkender  äusserer  Kräfte  von  einem  S3'stem 
behauptet,  dass  sein  Schwerpunkt  in  Kühe  oder  in  einer  Trägheits- 
bewegung begriffen  sein  müsse.  Schliesst  man  aber  ausser  der 
gegenwärtigen  Fortwirkung  äusserer  Kräfte  auch  noch  eine  vor- 
gängige und  abgeschlossene  Wirkung  von  solchen  aus.  so  fällt  auch 
die  Möglichkeit  der  Beharrungsbewegung  fort.  Die  letztere  kanu 
nur  von  der  Aufhäufung  einer  Geschwindigkeit  herrühreu,  und 
diese  Geschwindigkeit,  die  dem  ganzen  System  und  seinem  Schwer- 
punkt inwohnen  soll,  kann  nur  von  einer  äussern  Kraft  erzeugt  sein, 
da  die  blos  innern  Kräfte  nur  innere  Bew'egungeu  hervorbringeu 
können  und  sich  in  Beziehung  auf  den  Schwei-punkt  gegenseitig 
aufgehoben  hätten.  Man  sieht  hienach,  dass  für  die  Natur  oder 
überhaupt  für  ein  in  Beziehung  auf  Gegenwart  und  Vergangenheit 
völlig  isolirt  und  selbstgeuugsam  gedachtes  mechanisches  System 
die  Möglichkeit  einer  Beharrungsbewegung  des  Schweipunkts  und 
mithin  einer  Translation  im  Baume  unbedingt  fortfällt. 

117.  Newton  hat  in  der  Einleitung  seines  Werks  über  die 
Mathematischen  Principieu  der  Naturphilosophie  *)  den  Satz  auf- 
gestellt, dass  der  Trägheitszustaiid  des  Schwerpunkts  eines  Systems 
von  Körpern  durch  die  wechselseitigen  Actioneu  der  Körper  gegen 
einander  nicht  berührt  werde,  und  er  hat  zugleich  darauf  hiu- 
gewiesen,  dass  in  diesem  Satz  für  die  Trägheit  eines  durch  inner- 
liche Kräfte  veränderlichen  Systems  dasselbe  ausgesprochen  sei, 
was  in  Rücksicht  auf  den  einzelnen  Körper  und  dessen  Schwer- 
punkt gelte.  Es  liegt  in  der  Newtonschen  Formulirung  hienach 
Zweierlei.  Erstens  hat  das  Trägheitsgesetz  eine  weitere  Fassung 
erhalten,  indem  zu  dem  Begriff  der  Trägheit  eines  einzelnen 
Körpers  oder  eines  starren  Systems,  d.  h.  eines  solchen,  in  welchem 
keine  Distanzveränderungen  der  Theile  stattfinden,  noch  die  Vor- 
stellung von  der  Trägheit  eines  Systems  hinzugefügt  ist,  in  welchem 
innere  Actionen  die  gegenseitigen  Entfernungen  der  Theile  ab- 
ändern. Zweitens  ist  die  üuveränderlichkeit  der  Lage  des  Schwer- 
punkts durch  innere  Kräfteentwicklungen  klar  gestellt.  Diese 
letztere  Einsicht  ruht  auf  dem  dritten  Bewegungsaxiom  Newtons, 
dass  die  Aetiou  der  Reaction  gleich  sei.  In  der  That  ist  auch 
der  Satz  von  der  Trägheit  des  Schwerpunkts  als  ein  Corollar  zu 
jenem  dritten  Grundgesetz  der  Bewegung  hingestellt.  Die  ün- 
veränderlichkeit  der  Lage  des  Schwerpunkts  in  Beziehung  auf  das 


‘)  Phil.  Hat.  princ.  math.,  CoroU.  4 zu  Axiom  III  in  den  Präliminarien- 
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System  wird  zunächst  an  zwei  Körpern  dargethan.  Ihre  wechsel- 
seitigen Actionen  können,  da  sie  auf  beiden  Seiten  gleich  sein 
müssen,  die  Distanzen  beiderseitig  nur  in  einer  Proportion  ver- 
ändern, welche  den  ursprünglichen  Schwerpunkt  auch  noch  ferner- 
hin denjenigen  Punkt  sein  lässt,  der  den  Abstand  im  umgekehrten 
Verhältniss  der  Massen  eintheilt.  Er  behält  also  seine  nothwendige 
Eigenschaft  bei.  d.  h.  die  Bedingungen  seiner  Ortsbestimmung  in 
Beziebuiig  auf  die  beiden  Körper  werden  durch  die  gegenseitigen 
Actioiien  der  letztem  nicht  geändert.  Die  den  Massen  proportionale 
Wirkung  ist  hiebei  natürlich  vorausgesetzt;  aber  innere  Kräfte 
können  auch  nicht  anders  wirksam  gedacht  werden.  Die  Attractionen 
bilden  hier  das  reinste  Beispiel.  Wenn  man  noch  nichts  von  der 
absoluten  Geschwindigkeit  und  den  Kraft  Veränderungen  in  der 
gegenseitigen  Anziehung  von  zwei  Köifiern  wüsste,  so  würde  man 
doch  nach  diesem  Newtonschen  Gesetz  der  unveränderlichen  Lage 
des  .Schwerpnukts  zu  jeder  Lageveräuderuug  des  einen  Körpers 
eine  jiroportiouale  Verschiebung  des  andern  gegen  den  Schwerpunkt 
angeben  können,  die  in  derselben  Zeit  stattgefunden  haben  müsste. 
Will  man  das  Beispiel  des  Stosses  wählen,  so  muss  man  von 
vornherein,  d.  h.  vor  dem  Stoss  die  Bewegung  des  Schwerpunkts 
vou  der  nicht  gemeinschaftlichen  und  daher  blos  relativen  Be- 
wegung, durch  welche  die  Körper  gegen  einander  in  den  Bewegungs- 
grössen differiren,  absondern  und  auf  diese  Weise  die  Beharrungs- 
bewegung des  ganzen  Systems  und  seines  Schwerpunkts  ermittelu. 
Alsdann  hat  man  die  so  zu  sagen  äussere  Affection  des  Systems 
isolirt,  und  es  bleiben  nur  die  relativen  Actioneu  übrig,  die  in 
diesem  Fall  die  Kolle  innerer,  den  Massen  proportionaler  Kräfte 
spielen.  Mögen  sie  sieb  nun,  wie  bei  dem  unelastischen  Stoss, 
auch  für  die  gegenseitigen  Ortsveränderungen  zu  Null  aufhebeu, 
oder  mögen  sie,  wie  bei  dem  elastischen  Stoss,  ihre  gleiche  Action 
und  Ueaction  entwickeln,  so  werden  sie  doch  den  Schwerpunkt  in 
seiner  Lage  zu  den  Körpern  nicht  verschieben.  Das  Beispiel  des 
Stosses  erläutert  mithin  beide  Gesichtspunkte  Newtons  zugleich, 
indem  mit  Ausnahme  des  einzigen  Falles,  in  welchem  die  Be- 
wegungsgrössen beiderseitig  gleich  oder,  mit  andern  Worten,  die 
gegebenen  Geschwindigkeiten  den  Massen  umgekehrt  proportional 
sind,  eine  Trägheitsbewegung  des  Schwerpunkts  und  des  Systems 
vor,  in  und  nach  dem  Stoss  statthat,  während  an  dem  relativen 
Ort  des  Schwerpunkts  zwischen  den  Körpern  weder  vor,  noch  in, 
noch  nach  dem  Stoss  etwas  geändert  wird.  Hieran  erläutert  sich 
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auch  die  Newtonsehe  Ausdrucksweise,  dass  der  Schwerpunkt,  ab- 
gesehen von  äusseni  Kräften,  entweder  ruht  oder  sieh  gleichförmig 
in  grader  Linie  bewegt.  Diese  letztere  Bewegung  kann  mir  von 
einer  überschüssigen  und  daher  von  Aussen  herstaiiimendeii  Ge- 
schwindigkeit herrühren.  Auch  erläutert  Newtou  seine  Vorstellung, 
indem  er  zunächst  zwei  Körper  von  einer  gemeinschaftlichen  Ge- 
schwindigkeit afficirt  sein  und  so  das  System,  welches  sie  bilden, 
nebst  dem  Theilungspunkt  ihrer  Distanz,  der  nach  dem  umgekehrten 
Verhältniss  ihrer  Massen  bestimmt  ist,  mit  eben  Jener  Geschwindig- 
keit fortschreiten  lässt.  Nebenbei  bemerkt,  sieht  man  hier  die 
ausserordentliche  Wichtigkeit,  alle  Kräfte  in  Kücksiclit  auf  ein 
System  in  innere  und  äussere  einzntheilen.  Auch  alle  Affectionen, 
d.  h.  die  Bewegungsznstände  der  Beharrung  und  die  Buhe  kann 
man  stets  darauf  ansehen,  ob  ihre  Existenz  auf  das  Zusammen- 
wirken innerer  Kräfte  oder  auf  eiue  dem  System  äusserliche  Ur- 
sache zurückzufflhren  sei.  Auch  ist  es  oft  genug  hinreichend, 
dass  sich  die  Bewegungsgrössen  so  betrachten  lassen,  als  wären  sie 
durch  gegenseitige  Actionen  erzeugt.  Zwei  Körper,  die  unmittelbar 
bei  ilirem  Ziisammenstoss  gleiche,  aber  entgegengesetzte  Bewegnngs- 
grössen  haben,  könnten  z.  B.  zu  diesen  Beweguugsgrössen  durch 
einen  vorgängigen  Attractionsprocess  gelangt  sein.  Hiebei  würde 
natürlich  die.  .\nziehung  nicht  aufliören;  aber  abgesehen  hievon 
hätte  man  den  einfachen  Fall  des  Stosses  mit  isolirten  Ge- 
schwindigkeiten ohne  eigentliche  Kräfte,  die  zwischen  den  Körpera 
des  Systems  wirkten.  Es  ist  mithin  genug,  wenn  die  gegenseitig 
in  das  Spiel  kommenden  Grössen  nur  so  beschaffen  sind,  dass  sie 
von  innem  Kräften  herrühren  könnten. 

118.  Der  moderne  Satz  von  der  Bewegung  des  Schwer- 
punkts enthält  noch  einen  wichtigen  Bestandtheil  mehr,  als  das 
bei  Newton  forniulirte  Princip.  Dieser  Satz  bildet  eine  Erweiterung, 
welche  über  den  speciellen  Fall  hinausgeht,  dass  nur  innere  Kräfte 
vorhanden  sind.  Unter  der  Voraussetzung  äusserer  Kräfte  bewegt 
sich  der  Schwerpunkt  eines  noch  so  veränderlichen  Sv'stems  stets 
so,  als  wenn' alle  Massen  und  Kräfte  au  ihn  verlegt  w är  en  und  das 
System  übrigens  gar  nicht  existirte.  So  nahe  einige  Seiten  und  Fälle 
dieses  Satzes  jederzeit  lagen,  indem  ja  jeder  bewegte  Körper  als 
.solcher  ein  System  vorstellte,  in  welchem  man  die  Bewegung  des 
Schwerpunkts  am  natürlichsten  als  die  so  zu  sagen  summarische 
des  Körpers  anzusehen  vei'anlasst  wurde,  so  hat  es  doch  eine 
überraschend  lange  Zeit  gedauert,  ehe  der  Satz  von  der  Bewegung 
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des  Schwerpunkts  in  seiner  universellen  Bedeutung  entwickelt 
wurde.  Wir  finden  ihn  in  dieser  vollkommensten  Fassung  erst 
bei  Lagrange  ')  besonders  ausgezeichnet,  nachdem  d’Alembert  sich 
noch  mit  dem  besonderu  Fall  beschäftigt  hatte,  dass  unveränder- 
liche beschleunigende  Kräfte  von  gleicher  Uichtung  im  Räume 
oder  gegen  einen  festen  Mittelpunkt  hin,  die  einzelnen  Körper 
afficiren.  Aber  auch  hier  hatte  d'AIembert  noch  nicht  die  ge- 
ivöhnliche  Form  des  Satzes  gefunden.  Wie  wenig  sich  selbst  zur 
Zeit  Lagranges  die  weitere  Fassung  eingebürgert  hatte,  beweist  das 
Verhalten  des  letztem  in  seiner  Functionentheorie  '),  wo  er  den 
Satz  noch  in  der  N'ewtonscheu  Beschränkung  in  Worte  fasst  und 
trotz  des  weiteitrageudeu  Calcüls  in  dieser  engeren  Bestimmtheit 
durch  Auswerfung  auszeichnet.  Die  analytische  Ableitung  oder 
ein  entsprechender  begrift’licher,  nach  der  Art  Newtons  geführter 
Beweis  bietet  keine  Schwierigkeiten,  sobald  mau  nur  von  vorn- 
herein von  der  strengen  Definition  des  Schwerpunkts  ausgeht,  die 
mit  der  Schwere  nichts  zu  schaffen  hat.  Blosse  Massen  und  die 
für  einen  mathematischen  Augenblick  gegebenen  gegenseitigen 
Oerter  derselben,  also  ein  Inbegriff  von  Massen  mit  gewissen  Ab- 
ständen im  Raume,  — das  ist  die  einzige  Voraussetzung  für  die 
Bestimmung  jenes  eigenthümlicheu  Punkts,  den  man  erhält,  wenn 
man  für  beliebige  zwei  Körper  die  Distanz  im  umgekehrten  Ver- 
hältniss  der  Massen  theilt,  den  so  gewonnenen  Theilungspunkt  als 
Träger  der  beiden  Massen  betrachtet,  mit  ihm  und  einem  dritten 
Körper  auf  dieselbe  Weise  operirt  und  dieses  Verfahren  auf  alle 
übrigen  Theile  des  Systems  ausdehnt.  Dieses  Centrum  der  Massen, 
wie  man  es  auch  exacter  genannt  hatte,  ist  ausschliesslich  eine 
Function  der  Massenverhältnisse  und  der  geometrischen  Figur 
ihrer  Oruppiniug.  Unmittelbar  sind  es  aber  die  absoluten  Massen 
und  die  zugehörigen  absoluten  Abstände,  welche  ohne  Rücksicht 
auf  irgend  welche  bestimmte  Kräfte  Jenen  wichtigen  Punkt  deter- 
miniren.  Obwohl  hiebei  die  Massen  ausdrücklich  als  nicht  noth- 
wendig  von  der  Schwere  oder  einer  andern  Kraft  afficirt  gedacht 
werden,  so  giebt  doch  erst  der  Gedanke  einer  beliebigen  Möglich- 
keit von  Kraftaffectionen  der  Vorstellung  des  Punktes  einen  natür- 
lichen Sinn.  Jede  Kraft,  die  man  sich  angebracht  denken  mag, 
wird,  wie  mannichfaltig  sie  auch  sonst  wirken  möge,  doch,  indem 


')  M4c.  anal.,  Bd.  I (1811)  Dynamik  Sect.  III  besonderi  Art.  4. 
*)  Tliiorie  des  fonctions  (1813)  dritte  Abth.  Cap.  6.  Art.  SÄ 
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^ie  auf  alle  Theile  und  in  allen  Theilen  der  Materie  agirt,  der 
Menge  der  Materie  proportional  thätig  sein.  Dies  ist  der  tiefere 
principielle  Grund,  warum  ein  blosses  Maasencentrum,  abgesehen 
von  der  Gestalt  der  besonderu  Kräfte,  die  in  dem  hier  fraglichen 
Satz  enthaltenen  Eigenschaften  haben  könne.  Die  gewöhnliche 
Einschiebung  paralleler  Kräfte  zur  Ableitung  des  Schwerpunkts 
und  die  Betrachtung  des  letzteren  als  eines  Centrums  der  parallelen 
Kräfte  nach  dem  Vorbilde  des  Verhältnisses  am  Hebel  ist  daher 
für  die  höhere  Mechanik  imnöthig,  wenn  nicht  etwa  gar  der 
Strenge  der  Abstraction  hinderlich.  Nicht  drehbare  Gruppen 
paralleler  Kräfte,  sondern  unmittelbar  die  Massen  im  Hinblick 
auf  jedwede,  in  ihrer  besondern  Gestalt  ganz  zufällige  und 
gleichgültige  Kräfteapplicationen  sollten  den  Ausgangspunkt  für 
die  Begriffsbestimmung  und  Ermittlung  jenes  Massencentrums 
bilden,  welches  nach  der  Veranlassung  seiner  Conception  Schwer- 
punkt heisst. 

Geht  man  von  dem  Begriff  des  Massencentrums  aus,  so  ist 
klar,  dass  jede  Kraft  zum  Theil  die  gegenseitige  Distanz  des 
Körpers  gegen  die  andern  Körper  ändern  und  zum  Theil  eine 
nicht  in  die  Wechselwirkung  eintretende,  d.  h.  freie  Fortschiebung 
des  Systems  zu  bewirken  vermöge.  Diese  Fortschiebungen  hat 
man  für  sich  zu  betrachten.  Die  Tendenzen  zu  denselben  setzen 
sich  zusammen,  und  es  ergiebt  sich,  dass  von  ihnen  die  Bewegung 
des  Schwerpunkts  herrühren  müsse.  Die  wechselseitigen  Actionen 
ändern  aber,  da  sie  den  Massen  proportionale,  aber  umgekehrte 
Distanzänderungen  hen orbringen , die  Form  des  Systems  nur  in 
den  absoluten  Dimensionen,  aber  nicht  in  der  Proportionalität  der 
Entfernungen  gegen  die  Theilungspunkte.  ln  Rücksicht  auf  gewisse 
Bestandtheile  der  Kräfte  bleibt  also  der  Schwerpunkt  unverändert; 
in  Rücksicht  auf  die  übrigen  Bestandtheile  mag  er  etwa  in  einer 
Curve  bewegt  werden,  ganz  als  wenn  sich  diese  Bestandtheile  an 
ihm  unmittelbar  zusammensetzten.  Au  Stelle  der  Unterscheidung 
der  beiden  Bestandtheile.  d.  h.  der  gegenseitigen  und  der  äussern 
.\ctionen  kann  man  nun  auch  sofort  alle  Kräfte  ohne  Unterschied 
angebracht  denken,  da  sich  ja  alsdann  die  innern  Kräfte  sofort 
als  gleiche  und  entgegengesetzte  Bewegungsantriebe  aufhebeu. 

119.  Nicht  unerwähnt  mag  der  ziemlich  schnelle  analytische 
Nachweis  bleiben,  bei  welchem  man  von  einer  Eigenschaft  des 
Schwerpunkts  in  endlichen  Ausdrücken  ausgeht  und  durch  zwei- 
malige Differentiation  zu  derjenigen  Gleichung  für  die  Bewegung 
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des  Schwerpunkts  gelaugt,  die  iinserii  Satz  einschliesst.  Die  Ge- 
samnitinasse  inultiplicirt  mit  dem  Abstand  des  Schwerpunkts  von 
einer  beliebigen  Ebene  ist  gleich  der  Summe  der  Producte  aus 
den  Einzelraassen  und  den  zugehörigen  Abständen  von  derselben 
Ebene.  Dieser  Satz,  in  Bezug  auf  drei  Coordiuatenebenen  gedacht, 
und  für  jede  beliebige  Lage  zu  diesen  Ebenen,  also  für  jeden  Punkt 
oder  Augenblick  der  Bewegung  eines  solchen  Systems  erwogen, 
ergiebt  drei  Gleichungen  zwischen  dem  Orte  des  Schwerpunkts 
und  den  jedesmal  zugehörigen  Oertern  der  einzelnen  Massen  oder, 
wie  man  gewöhnlich  sagt,  zwischen  den  Coordiuaten  des  Schwer- 
punkts und  denen  der  einzelnen  materiellen  Punkte.  Die  Unter- 
suchung der  Form  einer  einzigen  dieser  Gleichungen  kann  für  die 
beiden  andern  gelten,  da  die  letzteren  nur  das  für  die  beiden 
übrigen  Dimensionen  des  Raumes  wiederholen,  was  für  die  eine 
Coordinateiiaxe  zutrilft.  Differenzirt  man  nun  zweimal,  indem 
mau  den  Abstand  von  der  Ebene,  d.  h.  die  Abscissen  als  mit  der 
Zeit  veränderlich  betrachtet,  so  erhält  man  eine  Gleichung,  in 
welcher  die  zweiten  Differentialquotienteu  (des  Raumes  nach  der 
Zeit)  multiplicirt  mit  den  zugehörigen  Massen  die  au  den  einzelnen 
Theilen  des  Systems  resultirendeu  Kräfte  vorstellen  können.  Dieser 
einen  Seite  der  Gleichung  steht  auf  der  andern  die  ganze  Masse 
des  Systems,  multiplicirt  mit  dem  Differeutialcoefficienten  für  die 
Bewegung  des  Schwerpunkts  nach  der  fraglichen  Axe  gegenüber. 
Die  Gleichung  besagt  also,  dass  die  Bewegung  des  Schwerpunkts 
dieselbe  sein  würde,  wenn  man  sich  die  Summe  der  Kräfte,  deren 
Träger  die  verschiedenen  Massen  sind,  unmittelbar  in  dem  Schwer- 
punkt wirkend  dächte.  In  einer  solchen  Gleichung  liegt  der 
genaue  Ausdruck  des  Princips. 

Man  kann  jedoch  auch  unmittelbar,  ohne  Differeuzirung,  aus  der 
Gruudformel  der  Abstände  das  Gesetz  der  Bewegung  des  Schwerpunkts 
entnehmen,  indem  man  die  Gleichung  sofort  als  eine  endliche 
Gleichung  der  Bewegung  interpretirt.  Die  Fassung  des  Gesetzes 
gestaltet  sich  alsdann  freilich  in  der  äusserlicheu  Form  etwas 
anders.  Die  Bewegung  des  Schwerpunkts  muss  aus  diesem  Ge- 
sicbtsjmukt  nämlich  stets  so  ausfalleu,  dass  sie  dieselbe  bleibt, 
wenn  man  au  die  Stelle  der  Gesammtmasse,  die  eine  bestimmte 
Ortsveränderung  erfährt,  die  einzelnen  Massen  mit  den  zugehörigen 
Ortsveränderuugen  setzt  und  diese  Producte  mit  einander  com- 
binirt.  Diese  Producte  sind  nicht  eigentliche  Bewegungsgrösseu, 
da  die  Geschwindigkeiten  hier  ganz  beliebige,  unbestimmte  Grössen 
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bleiben  müssen.  Giude  aber  im  Hinblick  auf  letztere  Unbestimmt- 
heit kann  man  ihre  Ziisammensetzunf'  ebenfalls  in  der  besondern 
Äusfahning  offen  lassen,  und  mau  gewinnt  auf  diese  Weise  für 
das  Verhalten  des  Schwerpunkts  in  der  Bewegung  eine  Vorstellung, 
welche,  wie  der  Begriff  des  Schwerpunkts  selbst,  ebenfalls  nur  an 
die  Massen  und  jeweiligen  Abstände  anknüpft  und  alle  etwaigen 
Kräfte  oder  Beharrnngsbewegiingen  so  anseheu  lässt,  als  wenn  sie 
die  von  ihnen  hervorgebrachten  Ortsveränderungen  iler  einzelnen 
Massen  unmittelbar  im  Schwerpunkt  hervorzubringen  suchten  und 
sich  dort  mit  dieser  Art  von  Wirkungen  combinirten. 

120.  Das  zweite  Princip.  dessen  Anführung  und  geschicht- 
liche Herleitung  sich  am  unmittelbarsten  an  die  bisherige 
Darstellung  anschliesst,  findet  sich  zwar  als  solches  noch  nicht 
einmal  bei  Lagrauge  besonders  ausgezeichnet  und  in  die  Reihe 
der  charakteristischen  Hauptsätze  aufgenommen,  greift  aber  mit 
seiner  'Wurzel  bis  in  die  Newtonscheu  Vorstellungsarten  zurück 
und  hat.  abgesehen  von  seinem  eignen  Inhalt  und  seiner  Be- 
deutung für  die  spätere  vollständige  Zusammenfassung  aller  prin- 
cipiellen  Hauptpunkte  der  Mechanik,  auch  noch  ein  besonderes 
historisches  Interesse.  Es  ist  gleichsam  das  Seitenstück  zu  dem 
Princip  der  Erhaltung  der  lebendigen  Kräfte,  indem  es  zeigt,  in 
welcher  Form  sich  eine  Erhaltung  der  blossen  Bewegungsgrössen, 
d.  h.  der  Producte  von  Massen  und  Geschwindigkeiten,  wirklich 
behaupten  lasse,  ohne  in  den  Descartesschen  Fehler  zu  verfallen, 
veniiöge  dessen  die  Consei-virung  derselben  Menge  ohne  Rücksicht 
auf  die  gegenseitigen  Aufhebungen,  d.  h.  ohne  Beachtung  des 
Gegensatzes  in  der  Kichtung  und  im  Sinne  der  Geschwindigkeiten 
vorausgesetzt  wurde. 

Sehr  zutreffend  bemerkte  schon  Newton  *)i  dass  die  Entwicklung 
innerer  Kräfte  die  algebraische  Summe  der  Bewegungsgrössen  nicht 
verändere,  die  man  dadurch  erhalte,  dass  man  die  in  demselben 
Sinne  auf  derselben  Richtung  zusammenwirkenden  Quantitäten 
nehme,  die  entgegengesetzten  aber  aus  demselben  Gesichtspunkt 
subtrahire.  Die  so  eutstehende  Summe  und  Differenz  erhält  sich 
unverändert.  Der  ganze  Satz,  der  bei  Newton  demjenigen  von  der 
Erhaltung  des  Bewegungszustandes  des  Schwerpunkts  unmittelbar 
vorangeht,  ist  ebenfalls  als  ein  blosses  Corollar  zu  dem  Fuudamental- 
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axiom  von  der  GleichheU  uuJ  der  entgegengesetzten  Richtung  der 
Actiou  lind  Keaction  hingestellt.  Er  wird  durch  das  Beispiel  des 
Stosses  erläutert  und  hiebei  sogar  für  den  Fall  erörtert,  dass  die 
Linien,  auf  denen  die  Körper  gegen  einander  laufen,  einen  Winkel 
bilden.  Das  Priucip  selbst  ist  ganz  allgemein  forniulirt,  wenn 
auch  die  Erwähnung  einer  Axe  fehlt,  auf  welche  man  sich  die 
Bewegungsgrösseu  projicirt  denken  kann.  Stillschweigend  ist 
vorausgesetzt,  dass  man  die  Bewegungsgrössen  auf  eine  gemein- 
schaftliche Richtung  beziehen  muss.  Es  wird  dies  zunächst  am 
alleruatürlichsten  diejenige  Richtung  sein,  nach  welcher  sie  sich 
wirklich  suramiren  und  aufheben.  Das  Newtonsche  Beispiel  des 
VViukelstosses  erläutert  dies  wiederum,  indem  ein  Theil  der  Be- 
wegungsquautität  bei  der  uothwendigeu  Zerlegung  in  die  gemein- 
schaftliche Berührungsebeue  der  beiden  Körper  fällt  und  nach 
diesem  Gesichtspunkt  der  Zerlegung  dieselbe  bleibt,  welche  sie 
aus  demselben  Gesichtspunkt  vor  dem  schiefen  Stoss  war.  Es  ist 
hier  eine  bestimmte  Richtung,  nämlich  diejenige  der  Resultante, 
welche  in  jener  Ebene  liegt,  worauf  ein  Theil  der  Bewegungs- 
grössen bezogen  wird.  Der  andere  Theil,  bei  welchem  stets  eine 
Differenz  in  Frage  kommt,  ist  aber  in  derjenigen  Linie  zu  nehmen, 
welche  im  Berührungspunkt  auf  der  gemeinschaftlichen  Berühruugs- 
ebene  senkrecht  steht,  ln  allen  coucreteu  Fällen  wird  sich  in  der 
natürlichsten  Weise  die  Richtung  ergeben,  nach  w'elcher  mau  sich 
die  Bewegungsgrösseu  zusammengesetzt  oder  abgezogen  zu  denken 
hat,  um  die  Vorstellung  den  wirklichen  Vorgängen  anzuschliessen. 

Nun  ist  aber  aus  demselben  Grunde,  aus  welchem  man  die 
Kräfte  nach  beliebigen  Richtungen  in  äquivalente  Gruppen  zer- 
legen kann,  auch  die  Zerlegung  der  Geschwindigkeiten  und  mithin 
die  Projectiou  der  Bewegungsgrösseu  möglich.  Diese  Projection 
kann  ebenso  betrachtet  werden,  wie  die  Reducirung  einer  Kraft 
nach  einer  gegebenen  Richtung.  Steht  es  nun  einmal  fest,  dass 
nach  der  Richtung  ihrer  natürlichen  Wirksamkeit  und  ihres  that- 
sächlichen  directen  Antagonismus  die  Bewegungsgrösseu  stets 
dieselbe  Summe  ihrer  einstimmigen  und  dieselbe  Differenz  ihrer 
entgegengesetzten  Bestaudtheile  darbieteu,  wie  es  bei  Newton 
grade  in  dieser  Weise  formulirt  ist,  so  folgt  hieraus  auch,  dass 
die  fraglichen  yuantitäteu,  die  in  den  verschiedensten  Zuständen 
gleich  bleiben,  auch  in  ihreu  Projectiouen  auf  eine  beliebige 
Richtung  diese  Gleichheit  reproducireu  müssen,  indem  es  sich 
hiebei  nur  um  eine  rein  mathematische  proportionale  Aeuderung 
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der  ursprünglich  als  gleich  gegebenen  Grossen  handelt.  Der 
scheinbar  allgemeinere  Ausdruck  des  Princips.  wie  man  ihn  heute 
zu  fassen  pflegt,  ist  daher  nur  eine  mathematische  Bearbeitung 
der  Newtonschen  Fonnulirung  und  enthält,  rein  mechanisch  be- 
trachtet, keine  wesentliche  Krweiterung.  Man  muss  noch  heute, 
wie  Newton,  auf  die  Gleichheit  der  .\ctiou  und  Keaction  zurück- 
gehen, wenn  man  den  Satz  erweisen  will,  dass  die  algebraische 
Summe  der  Bewegungsgrössen  nach  einer  beliebigen  Richtung 
stets  dieselbe  bleibe,  wie  auch  das  Spiel  der  Innern  Kräfte  be- 
schafiFen  sein  möge.  Der  ursprünglich  gegebene  sehr  einfache 
Grund,  dass  der  Mittheilung  irgend  eines  Elements  oder  Theils 
von  Bewegungsgrösse  eine  gleiche  Mittbeilung  in  der  entgegen- 
gesetzten Richtung  entspreche,  uud  dass  es  sich  mit  den  Ver- 
lusten ebenso  verhalte,  ist  nichts  weiter  als  eine  Berufung  auf  die 
Gleichheit  von  Actiou  und  Reaction,  und  ist  noch  heute  die  ein- 
fachste Beweisart  unseres  Satzes.  Jede  innere  Kraft  wird  als 
doppelseitig  und  auf  der  Verbindungslinie  ihrer  Träger  wirkend 
vorgestellt.  Sie  kann  den  freien  üeberschuss  der  Bewegungs- 
grössen nicht  vermehren  und  nicht  vermindern,  uud  sie  kann  die 
Theile,  die  sich  in  Diftereuz  befinden,  zwar,  wie  bei  dem  un- 
elastischen Stoss,  absolut  aufziihebeu  scheinen,  aber  die  ursprüng- 
liche Differenz  selbst  auch  in  diesem  nicht  ändern. 

121.  Wirken  noch  ausserdem  äussere  Kräfte  auf  die  Körper 
des  Systems,  so  bringen  sie  neue  Beweguiigsgrössen  hervor,  die 
sich  ebenfalls  auf  die  beliebig  gewählte  grade  Linie  projiciren 
lassen  und  hier  den  Zuwachs  au  Bewegungsgrösse  nach  dieser 
Richtung  repräsentireu.  Mau  spricht  daher  wohl  gegenwärtig  das 
Princip  auch  so  aus,  dass  man  gleich  von  der  Annahme  stetig 
fortwirkender  äusserer  Kräfte  ausgeht  und  den  Zuwachs  au  Be- 
wegungsgrösse, den  diese  Kräfte  nach  einer  beliebigen  Richtung 
im  Raume  hervorbriugen,  deijenigeu  Veränderung  der  Bewegungs- 
grösse gleich  setzt,  welche  diese  Kräfte  hervorgebracht  haben 
würden,  wenn  sie  reducirt  auf  die  fragliche  Richtung  unmittelbar 
auf  derselben  gewirkt  hätten.  Hiebei  fallen  alle  innern  Be- 
ziehungen, vermöge  deren  sich  gewisse  Bestandtheile  der  äusseru 
Kräfte  aufheben,  ohne  Weiteres  als  unerheblich  fort.  Der  ganze 
Satz  vertritt  auf  diese  W'eise  nichts  weiter  als  eine  Reduction  und 
Zusammensetzung  der  vorhandenen  oder  der  zu  erzeugenden  Be- 
wegungsgrössen eines  Systems  nach  einer  beliebigen  Richtung. 
Nicht  eine  bestimmte  grade  Linie  bildet  hier  den  wesentlichen 
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Anhaltspunkt,  sondern  die  allgemeine  Richtung,  welche  diese 
Liuie  im  Raume  vertritt,  uud  welche  durch  jedwede  andere  ihr 
parallele  Liuie  ebenso  vertreten  wird.  Man  denke,  sich  den  Inbegriff 
aller  mügücheu  den  Raum  erlTillendeu  Linien,  welche  dieselbe 
Richtung  haben,  uud  mau  hat  ein  Bild  für  den  abstracteu,  von 
der  besüuderu  Lage  unabbäugigeii  Begriff  einer  Richtung  im  Raume. 
Die  Brojectioueu  sind  für  eine  solche  Richtuug  stets  gleicli,  welche 
Linien  mau  auch  zu  Repräsentanten  der  Richtung  nehmen  mag. 

Wiiken  keine  äussern  Kräfte,  so  besagt  die  erweiterte  Fassung 
des  Satzes  für  diesen  specielleu  Fall,  dass  der  Zuwachs  an  Be- 
wegungsgrüsse  Null  oder,  mit  andern  Worten,  dass  die  vorhandene 
algebraische  Summe  der  Beweguugsgrössen  beständig  dieselbe  sein 
müsse.  Auf  diese  Weise  tritt  wiederum  das  Gesetz  der  Coustanz 
oder  Erhaltung  der  nach  ihren  Vorzeichen  veranschlagten  Bew  egungs- 
grösseu  hervor.  Natürlich  würde  sich  auch  der  besondere  Fall, 
dass  die  äussern  Kräfte  einander  nach  irgend  einer  fraglichen 
Richtuug  aufhebeu,  für  diese  Richtuug  entsprechend  gestalten. 
Sie  würden  alsdauu  geuau  den  Charakter  der  inuern  Kräfte  haben, 
die  sich  paarweise  für  die  Entstehung  von  Beweguugsgrössen 
neutralisiren. 

Später  wird  sich  zeigen,  welche  Rolle  das  Priucip  der  Un- 
abhängigkeit der  Bewegungsgrössen  von  den  iunern  Kräften,  d.  h. 
der  Grundsatz  der  Erhaltung  ihrer  algebraischen  Summe  nach 
einer  beliebigen  Richtung  im  Raume  für  Statik  und  Dynamik  zu 
spielen  vermöge.  Für  jetzt  sei  nur  noch  daran  erinnert,  dass 
schon  bei  Galilei,  wenn  auch  nicht  die  unterschiedenen  Bewegungs- 
grössen, so  doch  die  Geschwindigkeiten,  die  an  einer  und  derselben 
Masse  durch  die  Schwere  uach  verschiedenen  Richtungen,  z.  B. 
auf  verschieden  geneigten  Ebenen  erzeugt  gedacht  wurden,  das 
Gesetz  des  Zuwachses  repräseutirteu,  welcher  durch  eine  äussere 
Kraft  für  die  Beweguugsgrössen  uach  verschiedenen  Richtimgen 
iu  derselben  Zeit  gewonnen  wird. 

Eben  dieselbe  Bemerkung,  welche  sich  bei  dem  Gesetz  der 
Bewegung  des  Schwerpunkts  über  die  inuern  uud  äussern  Kräfte 
uud  über  die  blossen  ßeharrungsbewegungen  machen  liess.  findet 
auch  auf  das  Gesetz  der  Veränderung  oder  Erhaltung  der  Be- 
wegungsgrössen nach  einer  beliebigen  Richtuug  ihre  volle  Anwendung. 
Man  kann  jede  vorhandene  Beweguugsgrösse,  deren  Entstehung 
nicht  auf  innere  Kräfte  zurückzuführeu  ist,  oder  die  nicht  zusammen 
mit  einer  gleichen  uud  entgegengesetzten  Grösse  gegeben  wird,  als 
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äussere  Ursache  behandeln,  indem  dieselbe  wenigstens  in  der  Ver- 
gangenheit eine  dem  System  fremde  Kraft  zum  Ursprung  gehabt 
haben  muss.  Da  nun  nach  unserer  obigen  .\ndeutung  die  Natur 
als  Ganzes  keine  äussern  Kräfte,  <1.  h.  keine  Kräfte  enthalten 
kann,  die  von  ausserhalb  der  Natur  stammten,  und  da  mithin  alle 
Kräfte  als  von  irgend  einem  Körper  der  Natur  ausgehend  gedacht 
werden  müssen,  so  können  auch  die  jeweilig  vorhandenen  Geschwindig- 
keiten und  Bewegungsgrössen  nur  als  Krzengungen  früherer  Kräfte- 
bethätigungen  augesehen  werden.  .Vlsdann  muss  ihnen  aber  nach 
dem  Gesetz  der  .\ction  und  Keaction  auch  eine  zugehörige  Ver- 
änderung in  entgegengesetzter  Richtung  entsprochen  haben.  Die 
Veränderung  der  Bewegungsgrösse  kann  nicht  einseitig  gewesen 
sein,  und  es  muss  daher  auch  jetzt  für  die  scheinbar  isolirte  und 
wie  aus  Nichts  gegebene  Bewegungsgrösse,  die  äusserlicli  und  iin- 
motivirt  in  irgend  einem  beschränkten  System  angetroffen  wird, 
in  dem  universellen  System  der  Natur  eine  ihr  entgegengesetzte 
und  sie  aufhebende  Grösse  vorhanden  sein.  Für  die  gesammte 
Natur  scheidet  also  die  Möglichkeit  aus,  dass  nach  irgend  einer 
Richtung  im  Raume  die  algebraische  Summe  der  Bewegungs- 
grössen einen  andern  Werth  als  Null  ergebe.  Dies  stimmt  auch 
vollkommen  zu  der  Idee  von  dem  Schwerpunkt  der  Natur,  wie  wir 
sie  oben  entwickelt  haben.  Dieser  Schwerpunkt  und  dieses  Massen- 
centnim  könnte  nicht  absolut  ruhen,  wie  es  nach  jener  Deduction 
nothweudig  ist,  wenu  nach  irgend  einer  Richtung  im  Raume  eine 
Bewegungsgrösse  vorhanden  wäre,  die  für  das  System  eine 
Beharrungsbewegung  bedeutete.  Die  unbestimmte  Idee  des  Cartesius 
hat  hienach  einer  überraschenden,  aber  sehr  rationellen  Thatsache 
Platz  gemacht,  dass  sich  nämlich  nicht  die  Summe  der  absoluten 
Bewegungsgrössen,  wohl  aber  die  nach  einer  beliebigen  Richtung 
im  Raume  genommene  algebraische  Summe  der  Bewegungsgrössen 
unvermehrt  und  unvermiudert  erhält,  indem  sie  beständig  in  allen 
Richtungen  des  Raumes  gleich  Null  sein  muss.  Descartes  hatte 
sich  vorgestellt,  dass  die  einmal  geschaffene  Menge  der  Bewegungs- 
grössen sich  unverändert  erhalte  und  hatte  hiebei  jede  Grösse  ohne 
Rücksicht  auf  den  Gegensatz  und  ein  Vorzeichen  als  absolut  zu 
veranschlagen  vorausgesetzt,  ln  dieser  Gestalt  ist  nun  die  Idee 
thatsächlich  falsch,  da  die  absolute  Summe  der  Bewegungsgrössen 
sehr  verschieden  sein  kann.  Sieht  man  jedoch  in  der  angegebenen 
Weise  auf  die  Beweguugsgrössen  nach  einer  beliebigen  Richtung, 
und  unterscheidet  man  diejenigen  des  einen  und  diejenigen  des 
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andern  Sinnes  in  dieser  Richtung,  so  müssen  beide  Summen 
einander  gleich,  d.  h.  die  resultirende  Bewegungsgrösse  Null  sein. 
Man  kann  daher,  wenn  man  auf  die  metaphysische  Form  der 
Cartesischen  Begrifle  eiugeheu  will,  allerdings  sagen,  dass  sich 
dieselbe  ursprünglich  geschaffene  Menge  erhalte,  und  mau  bat 
hiebei  den  Vortheil,  dass  der  Begriff  dieser  ursprünglich  ge- 
schaffenen Menge  keine  logische  Bedenken  hat,  da  sein  Gegenstand 
gleich  Null  ist  und  daher  au  sich  selbst  gegen  die  Gesichtspunkte 
einer  ursprünglichen  Uervorbriuguug  oder  einer  V’ernichtung 
gleichgültig  bleibt.  Fs  lässt  sich  ohne  Widerspruch  denken,  dass 
in  allen  Veränderungen  diese  Null  au  resultirender  Bewegungs- 
grösse  jederzeit  bestanden  habe  und  jederzeit  bestehen  werde. 

122.  Ein  drittes,  sehr  berühmtes  und  sogai'  noch  in  der 
neusten  Zeit  durch  zutreffende  Beleuchtungen  weiter  aufgeklärtes 
Princip  ist  dasjenige,  welches  i.uter  dem  Namen  eines  Satzes  der 
Erhaltung  der  Flächen  am  bekanntesten  ist,  jedoch  auch  als 
Princip  der  Erhaltung  der  Kotationsmomeute  auf  eine  weniger 
äusserliche  Art  bezeichnet  wird.  Es  bildet  in  einer  gewissen  Be- 
ziehung die  Ergänzung  des  Satzes  von  der  Bewegung  des  Schwer- 
punkts oder,  wenn  man  will,  auch  diejenige  des  Satzes  von  den 
nach  einer  beliebigen  Kichtuug  genommenen  Beweguugsgrösseu. 
Was  jene  beiden  Principieu  für  die  translatorische  Bewegung 
bedeuten,  leistet  das  Princip  der  Flächeuräume  für  die  rotatorische. 
Auch  wird  sich  später  in  einer  sehr  einfachen  Weise  zeigen 
lassen,  dass  die  bekannten  sechs  Gleichungen,  wie  sie  sowohl  die 
Bedingungen  des  Gleichgewichts  als  auch  in  einer  allgemeineren 
Gestalt  die  nothwendigen  Verhältnisse  in  der  Bewegung  eines 
beliebigen,  sei  es  starren  oder  unveränderlichen  «Systems  aus- 
drücken,  den  Inhalt  dieser  Principieu  zu  einem  genauen  Correlal 
haben.  Streng  genommen  sind  nur  zwei  Arten  der  Relation  in 
jenen  sechs  Gleichungen  vorhanden,  und  nur  die  Dreizahl  der 
Dimensionen  des  Raumes  und  die  hiedurch  nothwendige  Beziehung 
auf  drei  Coordinatenaxen  verdreifacht  jede  der  beiden  Grund- 
beziehungen. Die  eine  der  letzteren  geht  auf  das  Gleichgewicht 
und  die  Bewegung,  insofern  es  sich  um  Fortschiebung  des  Systems 
handelt:  die  andere  hat  diejenige  Seite  des  Gleichgewichts  und 
der  Bewegung  zum  Gegenstand,  bei  welcher  eine  Drehung  des 
Systems  in  Frage  kommt.  Nun  ist  das  Princip  der  Flächen  grade 
dasjenige,  welches  diese  zweite  Art  der  Relation  formulirt.  Merk- 
würdigerweise ist  es  auch  zugleich  dasjenige  Princip,  dessen 


Digitized  by  Google 


281 


Geschichte  unter  den  charakteristischen  Hauptsätzen  am  weitesten 
znrückreicht  und  sich  zugleich  der  wesentlichsten  Aufklärungen 
erst  in  dem  laufenden  Jahrhundert  rühmen  kann. 

Als  blos  beobachteter  Sachverhalt  ist  das  Priucip  der 
Flächenräuuie  in  einer  einfachen  Gestalt  schon  bei  Kepler  vor- 
handen gewesen,  und  in  der  elementaren  Darlegung  der  einfachsten 
Gründe  ist  es  erst  in  uuserm  Jahrhundert  durch  Poinsot  zu 
seinem  gebührenden  Platz  unter  den  ersten  Elementen  der  Statik 
und  Dynamik  gelangt.  Da  jedoch  die  Poinsotschen  Weuiiiingeu 
eine  ganz  allgemeine  und  in  die  Fassung  aller  Principieu  der 
Mechanik  eingreifende  Hedeutuug  haben,  so  verschieben  wK  die 
eingehendere  Erörterung  dieser  Entwicklungsphase  der  mechanischen 
Grundvorstelluugen  und  mit  ihr  die  schliessliche  Beleuchtung  des 
Princips  der  Flächen  auf  den  nächsten  Abschnitt,  indem  wir  uns 
hier  innerhalb  unserer  mit  Lagrange  abschliessenden  Periode 
halten  und  nur  hier  und  da  eine  anticipirende  Hinweisung  auf 
den  neuen  Standpunkt  gestatten.  Allerdings  hat  Poinsot  schon 
gleich  am  Anfang  des  Jahrhunderts  seine  Theorie  der  Kräfte- 
paare aufgestellt  uud  hiedurch  den  Kotationsmomenten  den  Sinn 
beigelegt,  den  sie  in  der  freien  Bewegung  allein  haben  können, 
•kuch  hat  er  sofort  das  Priucip  der  Flächen  als  einen  Satz  über 
diese  von  einer  ganz  neuen  Seite  aufgefassteu  Momente  erläutert. 
Der  Abschluss  der  ueueu  Vorstelluugsart  erfolgte  jedoch  erst  mit 
der  30  Jahre  jüngeren  neuen  Kotatioustheorie  Poinsots,  und  da 
sich  überdies  die  neuen  Gesichtspunkte  und  Vorstellungsarten  erst 
viel  später  einbürgerteu,  so  haben  wir  ein  Hecht,  auch  das,  was 
noch  bei  Lebzeiten  Lagrauges  geschehen  war,  io  das  spätere 
Entwicklungsstadium  hiueiuzu/.ieheu. 

Wie  alle  bisher  in  diesem  Abschnitt  behandelten  Fundameutal- 
sätze  hat  auch  das  Priucip  der  Kotationsmomente  eine  engere  oder 
weitere  Fassung  erhalten,  je  nachdem  man  auf  die  Erhaltung  oder 
den  Zuwachs  der  Kotationsmomente  der  Bewegungsgrössen,  oder 
kürzer  gesagt,  der  Kotatiousgrössen  achtete.  Die  vorherrschende 
Idee  ist  aber  immer  auf  die  Erhaltung  der  Momente,  also  auf  die 
engere  Fassung  fixirt  geblieben.  Die  Kotationsmomente  sind  natür- 
lich ebenso  von  den  innern  Kräften  unabhängig,  wie  die  nach 
einer  beliebigen  Kichtung  genommenen  Bewegungsgrösseu,  die  aus 
diesem  Gesichtspunkt  für  die  Fortschiebuug  des  Systems  fraglich 
werden.  Wenn  jedoch  überhaupt  Kotation  bestehen  soll,  so  muss 
ein  üeberschuss  der  Drehungsmomente  in  dom  einen  Sinne  (also 
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entweder  für  Rechts-  oder  Linksdrehung)  in  der  Form  von  be- 
harrenden Beweguugsgrösseu  vorhanden  sein.  Das  Princip  der 
Gleichheit  von  Action  und  Keaction,  für  welches  inan  eine  genau 
entsprechende  Anwendung  auch  für  den  Fall  der  Sinnesverschieden- 
heil  der  Drehungsnioniente  erwarten  könnte,  hat  in  dieser  Richtung 
bis  jetzt  zu  keinen  besondern  Aufschlüssen  geführt,  da  man  die 
Erzeugung  der  eigentlichen  Rotationen  in  einer  Weise,  die  in  dem 
Spiel  stetiger  Kräfte  die  Symmetrie  von  Action  und  Reaction 
hervortreten  lässt,  noch  nicht  in  das  Auge  zu  fassen  Gelegenheit 
fand.  Wir  werden  daher  auch  an  die  ganz  gewöhnliche  Fassung 
des  Princips  der  Flächen  unmittelbar  aukuüpfen,  zumal  diese 
Au^Fassung^art  schon  die  ersten  historischen  Thatsachen  für  sich  hat. 

Eines  der  drei  Keplerschen  Gesetze  besagt,  dass  die  Leit- 
strahlen. welche  man  sich  von  irgend  einem  Planeten  nach  der 
Sonne  gezogen  denkt,  Flächenräuine  beschreiben,  die  der  Zeit 
proportional  sind  oder  die,  wie  mau  auch  sagen  kann,  für  die 
Zeiteinheit  beständig  dieselben  bleiben,  so  dass  keine  Vermehrung 
oder  Verminderung  dieser  Flächenerzeugung  stattfiudet.  Für  Kepler 
war  diese  Beständigkeit  der  in  gleich  grossen  Zeitabschnitten  be- 
schriebenen Sectoreu  eine  emiiirische  Thatsache,  die  für  jeden 
Planeten  einzeln  ohne  Beziehung  auf  die  übrigen  galt.  Auch 
war  Kepler,  wie  wir  Nr.  81  gesehen  haben,  von  einer  mechanischen 
Zergliederung  ja  überhaupt  von  rein  mechanischen  Gesichtspunkten 
noch  sehr  weit  entfernt.  Die  Ausdrucksart  Keplers  ist  aber  tur 
den  Namen  und  für  die  Vorstelluugsart  des  Princips  maassgebend 
geworden,  indem  die  Unveränderlichkeit  der  in  gleichen  Zeiten  be- 
schriebenen Flächeninhalte  das  charakteristische  Merkmal  einer 
für  die  Mechanik  überaus  wichtigen  Gnmdeinsicht  geblieben  ist 
und  die  Spur  des  Ursprungs  bis  auf  den  heutigen  Tag  in  dein 
Namen  w ie  in  der  Sache  w enigstens  zu  einem  Theil  fortgepflanzt  hat. 

123.  Newton  erweist  die  Keplersche  Thatsache  als  eine 
mechanische  Nothweudigkeit,  die  zur  V^oraussetzung  hat,  dass  die 
auf  den  revolvirenden  Körper  wirkende  Kraft  beständig  von.  einem 
und  demselben  Centrum  ausgeht.  Für  die  Centripetalkrätte  wird 
der  Satz  von  den  Flächenräunien  erwiesen  und  sogar  an  die  Spitze 
der  Theorie  dieser  Kräfte  gestellt.  Hiemit  war  die  Keplersche 
Thatsache  in  einen  mechanischen  Lehrsatz  umgewandelt.  und  alle 
fernere  Entwicklung  hat  nur  die  Erweiterung  der  Voraussetzungen 
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betroffen,  unter  denen  die  auf  jedes  Massenelement  oder  jede 
Masseneinheit,  die  für  sich  selbst  als  Endpunkt  eines  Leitstrahls 
gedacht  wii'd,  zu  rechnenden  Flächenräurae  für  gleiche  Zeitabschnitte 
gleiche  Summen  ergeben.  Die  Suiuinirung  der  auf  die  verschiedenen 
Körper  oder  Massentheile  entfallendeu  Flächenräume  ist  die  wesent- 
liche Ausdehnung  des  Princips  gewesen,  und  man  hat,  um  die 
Ungleichheit  der  Massen  in  llechuung  zu  bringen,  die  Flächen- 
räume mit  den  Massen  multiplicirt.  Ebensogut  hätte  man  aber 
auch  jede  Masseneinheit  oder  jedes  Theilchen  der  Materie,  welches 
allen  übrigen  gleich  gedaclit  wird,  als  für  sich  bewegt  denken 
können,  wobei  ihm  daun  sein  besonderer  Flächeuraum  zuzutheilen 
gewesen  wäre.  Auch  ist  Derartiges  gelegentlich,  wie  z.  ß.  von 
Poinsot  geschehen;  doch  wird  hierauf  erst  später  einzugehen  sein.  Es 
war  nur  uöthig,  ausdrücklich  hervorzuheben,  dass  die  Summirung  der 
Flächenräume  für  verscliiedene  Punkte  des  Systems,  auch  ab- 
gesehen von  der  ßerücksichtigung  von  Masseuverschiedeuheiten, 
die  wesentliche  .\usdehuung  des  Princips  vertritt.  Für  einen 
einzelnen  Körper  ist  auch  keine  Projection  der  Fläehenräume  auf 
eine  beliebige  Ebene  uothwendig.  Für  mehrere  Körper,  die  in 
verschiedenen  Ebenen  liegen,  lässt  sich  aber  das  Princip  der  Flächen 
gar  nicht  anders  formuliren,  als  indem  man  eine  beliebige  Ebene 
im  Raume  zur  Projectionsebene  nimmt.  Man  reducirt  dann  gleichsam 
die  beschriebenen  Sectoren  auf  diese  Ebene  oder  vielmehr  auf 
deren  Richtung  im  Raume,  da  es  auf  die  besondere  Lage  der 
Ebene  nicht  ankommt  und  die  ganze  Erfüllung  des  Raumes  mit 
Ebenen  von  gleicher  Richtung  das  repräsentirt,  w orauf  es  ankommt. 
Was  man  hier  zu  summiren  hat,  sind  die  den  Massen  entsprechenden 
Flächenräume  oder,  was  wesentlich  auf  dasselbe  hinauskommt,  die 
Drehungsmomeute,  mögen  die  letztem  mit  Rücksicht  auf  die 
Kräfte  oder  auf  die  bereits  vorhandenen  Deweguugsgrössen  ge- 
nommen werden.  Dem  Punkt,  von  welchem  in  der  Projectionsebene 
die  Leitstrahlen  ausgeheii,  entspricht  für  das  System  eine  in  diesem 
Punkt  senkrechte  Linie,  auf  die  sich  die  Rotationen  als  auf  ihre 
Axe  bezogen  finden.  Man  kann  nun  zu  jedem  System  eine  be- 
liebige Linie  von  bestimmter  Lage  innerhalb  oder  ausserhalb  des 
Systems  als  Axe  wählen,  und  hiemit  ist  die  Projectionsrichtung, 
d.  h.  die  Richtung  aller  Ebeuen  mitbestimmt,  auf  die  man  für 
diesen  Fall  zu  projiciren  hat.  Die  Axe  selbst  projiciit  sich  in 
einem  Punkt,  indem  alle  fraglicheu  Ebenen  auf  ihr  senkrecht 
stehen  müssen.  Geht  man  dagegen  statt  von  einer  Axe  sofort 
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von  einer  Projectionsebene  aus,  so  wird  die  Mannichfaltigkeit  der 
zugehörigen  Axeii  ausgeschlossen,  iudem  der  Beziehungspunkt  der 
im  System  gegebenen  Uotationen  durch  seine  Projection  den 
Ausgaugspiiiikt  der  Leitstrahlen  natürlich  und  nicht  willkürlich 
bestimmt. 

Hieuach  kann  mau  überhaupt  einen  ganz  allgemeinen  Satz 
über  die  Drehnngsmomente  in  Bezug  auf  eine  beliebige  Axe 
formuliren,  d.  h.  man  kann  das  Gesetz  der  Flächenräume  in  seiner 
allgemeinsten  Fassung  hinstellen  oder  man  kann  sich  in  der  Formu- 
liruug  eines  Hauj)tsatzes  innerhalb  derjenigen  Voraussetzungen 
halten,  unter  denen  die  Summe  der  Flächeuräume  in  Beziehung 
auf  eine  beliebige  Ebene  eine  coustaiite  Grösse  bleibt.  Diese 
Constanz  kann  auch  in  diesem  Falle  dahin  ausgedrückt  werden, 
dass  die  Summe  der  in  gleichen  Zeitabschnitten  beschriebenen 
Flächenräume  dieselbe  bleibt,  welchen  Theil  der  Zeit  man  auch  be- 
trachten möge,  oder  auch  dahin,  dass  diese  Summe  der  Zeit 
proportional  wachse. 

124.  Die  allgemeineren  Ideen,  in  denen  das  Princip  der 
Flächen  bereits  in  einer  sehr  weiten  Fassung  theils  ausdrücklich 
theils  indirect  enthalten  war,  tiaten  sämmtlich  um  das  Jahr  1745 
oder  bald  darauf  hervor.  Im  Interesse  der  am  vollständigsten 
ausgefalleneu  Darlegung  müssen  wir  mit  der  Hinweisung  auf  eine 
ausgedehnte  .\hhandlnng  Eulers  begiuneu,  welche  im  ersten  Baude 
seiner  kleineren  Schriften  den  ersten  Platz  ')  eiimimmt.  Sie  be- 
handelt die  rotirende  Bewegung  von  Köijieru,  die  in  einer  Uöhre 
eingeschlosseu  sind,  und  hat  nicht  direct  die  Feststellung  eines 
Princips  der  Flächen  oder  der  Kotationsmomente  zum  Zweck.  Von 
gleichem  Erscheinungsjahr  (1746)  und  auf  dieselbe  .\ufgabe  ge- 
richtet, findet  sich  unter  den  Abhaudlungeu  der  Berliner  .\kadeinie 
(Bd.  I)  auch  eine  .Arbeit  Daniel  Bernoullis  ’)  aus  welcher  man 
das  Princip,  welches  in  Frage  ist,  unmittelbar  entnehmen  kann. 
Die  der  alten  Tradition  der  Keime  des  Princips  am  meisten  ent- 
sprechende Form  ist  von  d’Arcy  eingehalten  worden,  der  es  aus- 
drücklich als  solches  in  den  1752  ersehieneuen,  aber  für  1747 


')  Kiilcr,  OiMiscula  varii  arguiueDti.  'W.  I)  1710,  Alihaudluug; 

Solntiu  probleiiiati»  iiieclianici  de  motu  curpuruiii  tubis  tiiobilibus  inclusoruni 
Nunveaii  prublbine  de  iiiecanuiue  reaidu  pur  I>.  Heruoulli.  (Veran- 
lass ng  war  die  ihm  von  Knler  für  einen  einzigen  eingoschlosseuen  Körper 
zur  l.iisnng  vorgelogte  Aufgabe,  die  zu  einer  allgemeineren  (iogonanfgabe 
führte,  wubei  auch  Clairaut  bctheiligt  wurde.) 
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gültigen  Memoiren  der  Pariser  Akademie*)  aiifstellte  und  hiebei 
die  Flächenräume  /um  Ausgangspuukt  machte. 

Nach  d’Arcy  ist  die  Summe  der  Producte  der  Massen  mit 
den  zugehörigen  Flächenräuinen.  welche  um  einen  festen  Mittel- 
punkt beschrieben  werden,  in  ihrer  Projection  auf  eine  und  dieselbe 
Ebene  der  Zeit  proportional.  Dies  ist  die  Fassung,  die  mau  auch 
noch  heute  wählt,  um  das  Gesetz  der  Erhaltung  der  Flächen  aus- 
zudrücken. Wir  haben  hier  schon  die  Ausdehnung  auf  mehrere 
um  ein  Centmm  rotirende  Köiper  und  auf  ungleiche  Massen. 

Bei  Euler  und  Daniel  Bernoulli  trägt  die  Wahrheit,  um  die 
es  sich  handelt,  ein  rein  analytisches  Gewand.  Bei  Gelegenheit 
des  Problems  der  eingeschlossen  rotirenden  Körper  hatte  sich  über- 
haupt ergeben,  dass  bei  der  Bewegung  einer  Gruppe  von  Körpern 
um  einen  Mittelpunkt  die  Summe  der  Producte  von  Masse, 
Rotationsgeschwindigkeit  und  Abstand  constant  bleibe,  wenn  keine 
äussem  Kräfte  wirken,  indem  sie  von  den  innern  Kräften  unab- 
hängig ist.  Unter  Rotationsgeschwindigkeit  ist  hiebei  natürlich 
das  Kreiselement  verstanden,  welches  in  dem  Zeitelement.  das 
man  constant  nehmen  mus.s,  um  den  Mittelpunkt  oder  die  Aie 
der  Bewegung  beschrieben  wird.  Nimmt  mau  das  Zeitelement 
auch  zugleich  zur  Zeiteinheit,  so  ist  die  Circulationsgeschwindig- 
keit  unmittelbar  durch  das  zugehörige  Kreiselement  ausgedrückt. 
Das  letztere,  d.  h.  der  kleine  Kreisbogen,  multiplicirt  mit  dem 
Abstande  (von  dem  Centrum  oder  von  der  Axe)  ergiebt  aber  das 
Doppelte  des  beschriebenen  Sectors  oder  der  Projection  desselben. 
Auf  diese  Weise  verwandelt  sich  das  analytisch  charakterisirte 
Product  Eulers  in  den  zum  Theil  geometrischen  Ausdruck  von 
d’Arcy.  Au  die  Stelle  der  beiden  Factoren  von  Geschwindigkeit 
und  Abstand  tritt  überall  der  entsprechende  Flächeninhalt.  Euler 
hatte  sich  des  in  der  Mechanik  immer  geläufiger  gewordenen  Be- 
griffs der  Momente  bedient,  und  sein  Satz  kann  hieiiach  auch 
kurz  dahin  formulirt  werden,  dass  die  Kotationsmomente  der 
Bewegungsgrössen,  abgesehen  von  äussern  Kräften,  beständig 
dieselbe  Summe  bilden.  Die  Drehungsgeschwindigkeit  ist  für  einen 
strengen  Punkt  vorhanden  und  es  ist  daher  das  Product  aus  dem 
Abstand  in  die  Masse  und  jene  Geschwindigkeit  oder  mit  andern 
Worten  das  Rotationsmoment  schon  au  sich  selbst  eine  Grösse, 
die  von  dem  Abfluss  irgend  einer,  wenn  auch  uoch  so  kleinen 


')  Prohleoie  de  djutamique,  drei  zusammengedrackteMemelre,  iS.  U44 — dU2. 
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Zeit,  unal)hängig  gedacht  weiden  muas.  Die  Flüchen  werden 
dagegen  gewöhnlich  in  verschiedenen  Grössen,  d.  h.  in  ihrer  Er- 
zeugung vorgcstellt.  und  selbst  das  Flächenelement,  welches  dem 
Kreiselemeiit  entspricht,  würde  als  Ausdruck  von  differentieller 
Form  nicht  streng  die  abstincte  Grösse  veranschaulichen,  um  die 
es  sich  handelt.  Hieraus  erklärt  es  sich,  dass  d'.Arcy  den  end- 
lichen Ausdnick  dem  differentiellen  vorziehen  musste,  und  dass 
überhaupt  Alle,  welche  sich  au  die  Flächen  als  ein  veranschau- 
lichendes Bild  halten,  genöthigt  sind,  die  Proportionalität  derselben 
mit  der  Zeit  auszusprecheu.  Dies  ist.  analytisch  betrachtet,  schon 
eine  lutegrationsform  der  Auffassung  des  Princips.  Will  man  sie 
vermeiden,  so  kann  man  allenfalls  sagen,  dass  die  Zunahme  der 
in  denselben  aufeinanderfolgenden  Zeitgrössen  beschriebenen  Flächen- 
räume Null  sei.  .Auch  könnte  man  sagen,  dass  der  die  Flächen 
erzeugende  Factor  für  jeden  Punkt  in  der  fraglichen  Summe  eine 
constaiite  Grösse  ergebe. 

Die  gegebenen  Beharrungsgeschwindigkeiten  sind  keine  äussern 
Kräfte,  und  sie  gelten  herkömmlich  nicht  einmal  als  etwas  dem 
System  Aeusserliches.  Ihre  Unabhängigkeit  von  dem  Spiel  der 
iiiiiern  Kräfte  ist  das  Wesentliche,  und  grade  darin  besteht  ihre 
Erhaltung.  In  den  verschiedenen  Fassungen  sind  es  also  unter 
irgend  einer  analytischen  oder  geometrischen  Form  stets  die 
Momente  der  Bewegungsgrössen  in  Beziehung  auf  eine  Axe,  deren 
Summe  constaut  bleibt,  wenn  keine  äussern  Kräfte  vorhanden 
sind,  oder  wenn  sich,  was  auf  dasselbe  hinauskommt,  die  Momente 
der  äussern  Kräfte  in  Beziehung  auf  jene  Axe  zu  Null  aufheben. 
Letzteres  trifft  in  einem  besondem  Fall  immer  zu,  wenn  nämlich 
die  äussern  Kräfte  eine  Resultante  ergeben,  die  beständig  nach 
demselben  Ceutrum  gerichtet  ist.  Wie  man  alsdann  die  Projections- 
ebenen  durch  dieses  Centrum  auch  legen  möge,  so  wird  die  Summe 
der  projicirten  Momente  der  Bewegungsgrössen  in  Bezug  auf 
dieses  Centrum  oder,  anders  ausgedrückt,  die  Summe  der  nach 
Maassgabe  der  Massen  gerechneten  Flächenräume  constant  bleiben, 
d.  h.  mit  der  Zeit  für  gleiche  Zeitabschnitte  keine  Vermehnmg 
oder  Yennindernng  erfahren.  Die  entscheideude  Vorbedingung 
für  die  Anwendung  des  Princips  der  Flächen  ist  also  die  Ab- 
wesenheit einer  verändernden  Einwirkung  äusserer  Kräfte.  Die 
Momente  dieser  äussern  Kräfte  müssen  in  Beziehung  auf  eine 
Axe,  für  welche  das  Princip  zur  Auwemlung  gebracht  werden  soll, 
eine  Summe  gleich  Null  haben.  Diese  Kraftmomeute  sind,  nebenbei 
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bemerkt,  nicht  mit  den  Moiuenteii  der  Bewegnngsgrössen  zu  ver- 
wechseln. .Sie  werden  durch  das  Product  der  Kraft,  d.  h.  also 
der  mit  der  Masse  multiplicirten  BeschleuniKung  in  den  Abstand 
von  der  Axe  vorgestellt.  .Tedoch  kann  man  auch  noch  das  Zeit- 
element als  Factor  hiu/.usetzen,  indem  hiedurch  statt  des  auf  die 
Einheit  bezogenen  Kraftausdrucks  der  augenblickliche,  der  Dauer 
des  Zeitelements  entsprechende  Impuls  der  Kraft  eiugeführt  wird. 
Diese  Impulse  müssen  sich  natürlich  zu  Null  auf  heben,  wenn 
nicht  im  Verlauf  der  Zeit  Beweguugsgrössen  entstehen  sollen. 

Die  eben  erwähnten  Impulse  sind  es  nuu  aber  auch,  mit 
deren  Hülfe  man  einen  sehr  bequemen  Ausdruck  nicht  für  das 
Princip  der  Erhaltung,  wohl  aber  für  das  erweiterte  Princip  des 
Zuwachses  der  Momente  der  Bewegungsgrössen  in  Beziehung  auf 
eine  beliebige  Axe  gewinnen  kann.  Sind  nämlich  die  Voraus- 
setzungen der  Constanz  nicht  vorhanden,  indem  äussere  Kräfte 
sich  in  Bezug  auf  irgend  eine  .\ie  zur  Geltung  bringen,  so  werden 
die  Impulse,  durch  welche  diese  Kräfte  die  Grössen  der  Rotations- 
momente, d.  h.  die  Momente  der  Beweguugsgrössen  in  Beziehung 
auf  eine  Axe  verändern,  innerhalb  eines  bestimmten  Zeitabschnitts 
einen  bestimmten  Zuwachs,  d.  h.  eine  Summe  von  Momenten  der 
Beweguugsgrössen  hervorbringen,  welche  der  Wirksamkeit  der 
Kräfte  während  dieser  Zeit  entspricht.  Die  Constanz  der  Moment- 
summen erscheint  hiemit  nur  als  ein  besonderer  Fall.  .Auch  wenn 
die  verändernden  Kräfte  einwirken,  kann  man  den  Vorgang  so 
ansehen,  als  hätte  die  constante  Summe  fortwährend  zu  Grunde 
gelegen,  und  es  hätte  sich  mit  derselben  nur  die  durch  die  Wirk- 
samkeit der  Kraftantriebe  gebildete  Summe  von  Momenten  der 
Bewegungsgrössen  additiv  oder  subtractiv  zusammengesetzt.  Diese 
Vorstellungsart  entspricht  der  einfachen  und  allgemeinen  Idee  von 
der  Beharrung  überhaupt  und  speciell  von  der  Erhaltung  der 
algebraischen  Summe  der  Bewegungsgrössen.  Ja  sie  entspricht 
ganz  im  Allgemeinen  der  Art,  wie  man  Beweguugsgrössen  gleich 
Kräften  zusamraensetzt  und  ein  strenges  Analogon  dieser  Zusammen- 
setzung auch  für  die  .Axeiimomente  der  Bewegungsgrössen  aufstellt. 

Um  also  die  weiteste  Fassung  der  hier  fraglichen  Ideen  zu 
bezeichnen,  so  denke  man  sich  ein  beliebiges,  gleichviel  ob  starre« 
oder  veränderliches  System  und  innerhalb  oder  ausserhalb  desselben 
eine  beliebige  Linie  als  Axe.  auf  welche  man  die  Bewegungen  der 
einzelnen  Körper  bezieht  und,  soweit  diese  Bewegungen  als 
Drehungen  um  die  Axe  aufgefasst  werden  können,  als  Momente 
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in  Anschlag  bringt.  Man  wird  mm  ganz  allgemein  behaupten 
können,  dass  die  Summen  der  Momente  der  Hewegungsgrössen  in 
neziebimg  auf  jene  beliebige  Axe  oder,  was  dasselbe  ist,  die 
Projectionen  dieser  Momente  auf  irgend  eine  zur  Axe  senkrechte 
Ebene  oder  in  einer  dritten  Variation  der  Auffassung,  die  mit 
deu  Flächen  multiplicirten,  dem  jedesmaligen  Zeitelemeut  ent- 
sprechenden differentiellen  Flächenräume  innerhalb  eines  Zeit- 
abschnitts einen  Zuwachs  erfahren,  welcher  der  Wirksamkeit  der 
verändernden  Kräfte  während  dieser  Zeit  entspricht.  Diese  Wirk- 
samkeit besteht  in  der  Veränderung  der  Bewegungsgrössen  und 
der  davon  abhängigen  Momente.  Die  Gesammtveränderung  wird 
durch  das  Integral  repräsentirt,  welches  die  .Summation  der 
Elenientarirapulse  der  Kräfte  für  die  fragliche  Combination  von 
Axemnomeiiten  der  bewegenden  Kräfte  vollzieht.  Will  man  jedoch 
die  für  eine  Gleichung  nothwendige  Doppelheit  des  Gesichtspunkts 
weglassen,  so  kann  man  sich  auch  unmittelbar  vorstellen,  wie  die 
für  einen  Zeitpunkt  gegebene  Summe  der  Axenmomente  der  Be- 
wegimgsgrösseii  grade  so  vermehrt  wird,  als  wenn  die  äussern 
Kräfte  die  durch  sie  hervorgebrachten  Momeutquantitäten  algebraisch 
hinzugefügt  hätten.  Hiedurch  wird  die  Analogie  mit  dem  für  die 
translatorischen  Bewegungsgrössen  gültigen  Princip  ganz  un- 
verkennbar. 

12'>.  Die  Behandlung  des  Princips  der  Flächen  bei  Lagrange  >) 
bietet  nichts  Eigeuthümliches  dar.  Die  Zurückfühnmg  des  Satzes 
auf  die  allgemeine  Gnmdformel  der  Mechanik  findet  hier  wie  bei 
den  andern  Principien  statt,  und  es  ist  kaum  nöthig,  noch  einmal 
zu  bemerken,  dass  der  Verfasser  der  Analytischen  Mechanik  mit 
einem  gewissen  Recht  überall  nur  einfache  Resultate  des  Calcflls 
und  der  ersten  elementaren  Principien  sieht,  wo  .\ndere  vor  ihm 
ganz  specielle  Naturverhältnisse,  ja  bisweilen  wirkliche  Naturzwecke 
entdeckt  zu  haben  glaubten,  oder  wenigstens  die  betreffenden  Ein- 
sichten als  merkwürdige  Enthüllungen  besonderer  Eigenschaften 
der  Naturverfassung  oder  des  Naturverfahrens  ansahen.  Er  hebt 
das  Princip  der  Flächen  in  demjenigen  Grade  von  Allgemeinheit 
hervor,  in  welchem  es  ausgesprochen  werden  kann,  wenn  keine 
äussern  Kräfte  vorhanden  sind,  oder  wenn  sich  die  äussern  Kräfte 
in  Beziehung  auf  die  Rotation  neutralisiren. 


')  Mec.  aual.  Bd.  I 1811),  Ujuaniik  Soct.  III  g 2,  besonders  Art.  9. 
Vgl.  auch  Tb^rie  des  functions  anal..  Tbeil  111  Cap.  ö,  besonders  Art.  37. 
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Bei  der  grossen  Wichtigkeit,  welche  die  spätere  Poinsotsche 
Umwandlung  der  Drehungsmomeute  in  Kräftepaare  für  die  Veran- 
schaulichung unseres  Princips  und  für  die  Vereinfachung  seiner 
Ableitung  gehabt  hat,  soll  hier  die  Thatsache  nicht  übergangen 
werden,  dass  sich  schon  in  der  angeführten  Abhandlung  von 
Enler  *)  eine  Spur  findet,  die  man  sehr  wohl  als  eine  Annäherung 
an  den  Begriff  der  Kräftepaare  gelten  lassen  kann,  ohne  hiemit 
irgend  etwas  mehr  beweisen  zu  wollen,  als  dass  die  Natur  der 
Sache  die  Gedanken  schon  früh  ein  wenig  in  diejenige  Richtung 
gelenkt  hat,  auf  welcher  Poinsot  zu  einer  so  interessanten  Verein- 
fachung und  Berichtigung  der  mechanischea  Raisonuements  gelangt 
ist.  Euler  spricht  es  dort  ganz  entschieden  aus.  dass  ein  reales 
Drehungsmoment  nicht  von  einer  einzigen,  sondern  nur  von  zwei 
Kräften  hermhrend  gedacht  werden  könne,  die  einander  gleich, 
entgegengesetzt  und  parallel  seien.  „Eine  einzige  Kraft,“  sagt  er 
wörtlich,  „kann  nicht  zugleich  verschwinden  uud  ein  reales  Moment 
haben,  wenn  nicht  etwa  eine  unendlich  kleine  Kraft,  die  in  einer 
unendlichen  Entfernung  am  Hebel  wirkt,  hieher  gerechnet  werden 
soll.“  Was  verschwinden  soll,  ist  die  translatorische  Wirkung, 
und  Euler  zeigt,  dass  die  beiden  gleichen,  entgegengesetzten  und 
parallelen  Kräfte,  wenn  sie  au  denselben  Angriffspunkt  sich  selbst 
parallel  verlegt  werden,  keine  progressive  Bewegung  hervorbringen, 
so  dass  sich  ihre  Wirkung  auf  das  Drehungsmoment  beschränkt. 
Er  war  also  ziemlich  nahe  daran,  die  Drehungsmomente  als  selbst- 
ständige dualistische  Kräftecombinationen  hinzustelleu,  und  nur 
der  Umstand,  dass  er  immer  eine  feste  Axe  als  gegeben  hiebei 
vor  Augen  hatte,  hinderte  ihn,  dem  Begriff  der  Kräftepaare,  der 
von  jeder  Axe  unabhängig  gedacht  werden  muss,  noch  näher  zu 
kommen. 

Setzt  man  den  Begriff  der  Kräftepaare  voraus,  indem  man 
anstatt  der  Drehungsmomente  von  vornherein  ohne  Rücksicht  auf 
die  noch  erst  zu  findende  Axe  die  gepaarten  Kräfte  nach  den- 
selben Gesetzen  wie  die  einfachen  Kräfte,  also  nach  der  Regel 
des  Parallelogramms  comhinirt  und  das  schliesslich  resultirende 
Kräflepaar  ermittelt,  so  wird  das  Princip  der  Flächen  einen  ent- 
sprechenden Ausdruck  anuehmen,  der  in  einer  gewissen  Beziehung 
noch  vollständiger  ist.  Das  Maass  des  Kräftepaars  ist  hier 


*)  OpusenU  (1746)  Abhaudlang  1 de  uiota  corpomm  tabii  moblliboi 
mclaeorum.  § 83  (S.  113). 
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bekanntlich  das  Product  aus  dem  Abstande  der  beiden  Kräfte  in 
ihre  gemeinschaftliche  Grösse.  Die  Gepaartheit  bezieht  sich 
natürlich  nicht  blos  auf  eigentliche  Kräfte,  sondern  auch  auf  Be- 
hamingagrössen.  Nun  wird  man,  wenn  sich  kein  Paar  äusserer 
eigentlicher  Kräfte  bei  der  Zusammensetzung  ergiebt,  eben  nur 
ein  Paar  von  Beharrungen,  d.  h.  mit  andern  Worten  ein  Bewegungs- 
grössenpaar erhalten,  und  dies  muss  offenbar  constant  bleiben,  da- 
der  Voraussetzung  nach  die  äussem  Kräfte  nichts  ändern,  und  da 
die  innern  Kräfte  ebenfalls  keinen  Einfluss  in  der  einen  Richtung 
üben  können,  ohne  zugleich  in  der  entgegengesetzten  Uichtuog  den 
Abzug  au  Bewegungsgrösse  wieder  durch  einen  Zusatz  so  aus- 
zugleichen, dass  die  algebraische  Summe  dieselbe  bleibt.  Das 
Princip  der  Gleichheit  von  Action  und  Ueaction  muss  nämlich 
ebenso  bei  den  Kräftepaaren  wie  bei  den  einfachen  Kräften  statt- 
haben. Die  grössere  Bestimmtheit  des  Fläcbenprincips,  weiches 
sich  sofort  aus  der  Zusammensetzung  der  Paare  ergiebt,  besteht 
darin,  dass  nicht  blos  eine  constante  Grösse  für  die  Summe  der 
Flächen,  Momente  oder  Paare,  sondern  auch  die  Unveränderlichkeit 
der  Uichtung  der  Ebene  erkennbar  gemacht  wird,  für  welche  diese 
Summe  als  Resultat  der  gewöhnlichen  Zusammensetzung  hervor- 
geht. Zwar  muss  die  Projection  auf  alle  möglichen  Ebenen  die 
Constanz  Jener  Summe  ergeben;  allein  die  von  selbst  resultireuJe 
Ebene  ist  diejenige,  zu  welcher  die  wirkliche  Rotationsaxe  senk- 
recht stehen  muss,  und  das  Beharren  dieser  wesentlichen  Richtung 
gehört  eigentlich  noch  zu  dem  Princip  der  Flächen.  Das  letztere 
ist.  wie  wir  nach  allem  Bisherigen  nun  wohl  in  der  einfachsten 
Form  sagen  köimen,  wesentlich  eine  der  complexen  Gestalten, 
welche  das  gewöhnliche  Beharrungs-  oder  Trägheitsprincip  in  der 
Anwendung  auf  ganze  Systeme  annimmt.  Zur  vollständigen  Be- 
stimmung der  Beharrung  gehört  aber  nicht  blos  die  Angabe  der 
Bewegungsgrösse,  sondern  auch  diejenige  der  Bewegungsricbtung. 
Später  werden  wir  sehen,  dass  jene  coustaute  Ebene,  in  welcher 
man  sich  die  resultirende  gepaarte  Bewegimgsgrösse  der  Richtung 
nach  denken  muss,  auch  aus  sehr  einfachen  Gründen  diejenige 
Ebene  ist.  in  weicher  die  Flächenräume  eiu  Maximum,  d.  h.  grösser 
sind,  als  sie  sich  in  der  Projectlou  auf  alle  andern  Ebenen 
ergeben. 

126.  Das  unbestimmteste  von  allen  Priucipieu,  durch  welche 
sich  die  Wirksamkeit  der  Kräfte  au  einem  beliebigen  System 
eharakterisirt,  ist  dasjenige  der  geringsten  Actiou.  V\  ir  haben  es 
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in  einer  ganz  deutlichen  Grundlage  schon  Nr.  50  als  das  Pnncip 
Femiats  zur  Ableitung  des  optischen  Brechungsgesetzes  besprochen 
und  dort  auch  gesehen,  dass  sein  Urheber  im  Allgemeinen  die 
Natur  als  eine  „grosse  Arbeiterin“  betrachtete,  die  in  der  Voll- 
ziehung ihrer  .Aufgaben  immer  den  kürzesten  Weg  einschlage, 
d.  h.  mit  dem  geringstmöglichen  Kraftaufwand  auskomme.  Diese 
Idee,  dass  die  Natur  im  Sinne  des  geringsten  Widerstandes,  also 
in  solcher  Art  verfahre,  dass  jede  mögliche  Abftndemng  ihres 
Verhaltens  die  Ueberwindung  eines  grössern  Widerstandes  und 
mithin  die  Entwicklung  einer  grössern  Actionsmenge  mit  sich  ge- 
bracht haben  würde,  — diese  wenigstens  formal  an  die  Gestalt 
gewisser  antiker  Naturphilosopheme  erinnernde  Idee  ist  gegen  die 
Mitte  des  18.  Jahrhunderts  von  Maupertuis  zum  Ausgangspunkt 
genommen  worden,  um  innerhalb  des  Gebiets  der  eigentlichen 
Mechanik  ein  neues  Gesetz  oder  Priucip  aufzustellen.  Zunächst 
hatte  aber  Maupertuis  ebenfalls  die  optische  Anwendung  auf 
Keflexion  und  Brechung  ausgefflhrt,  und  die  geschichtliche  An- 
lehnung an  Fermats  Vorgang,  die  hierin  liegt,  erklärt  auch  einiger- 
maassen  den  Umstand,  dass  die  abstract  mechanische  Fassung 
des  Princips,  an  die  Fermat  noch  nicht  hatte  denken  können, 
nicht  allzu  bestimmt  ausgefallen  ist.  Maupertuis  mit  seiner  Vor- 
liebe für  metaphysische  Gesichtspunkte  brachte  es  nur  zu  mehi' 
oder  minder  vagen  Vorstellungen,  deren  Sinn  sich  nur  in  den 
einzelnen  .Anwendungen  exacter  begrenzen  Hess.  Er  wollte  nach 
demselben  Princip  auch  ein  „Gesetz  der  Ruhe“  für  das  Gleich- 
gewicht ■ aufstellen.  Seine  Anwendungen  auf  den  Stoss  und  auf 
das  Gleichgewicht  am  Hebel  zeigen  erst  genauer,  was  er  meinte. 
Wie  wenig  jedoch  seine  Formulirungeu  zur  strengen  Abgrenzung 
eines  unstreitigen  Princips  bisher  geführt  haben,  beweist  eine 
Bemerkung  Jacobis  *),  wonach  die  gewöhnliche  Darstellung  des 
Princips  und  zwar  auch  diejenige  bei  Lagrange  nicht  zu  verstehen 
sei.  Obwohl  Jacobi  das  Princip  der  geringsten  Wirkung  für 
ungebührlich  vernachlässigt  erklärt  *)  und  es  im  Sinne  des  ge- 
ringsten Kraftaufwandes  aufgefasst  wissen  will  *),  sich  also  der 
uaturphilosophischen  Idee,  die  von  Lagrange  ganz  bei  Seite 
gesetzt  worden  war,  wieder  zuwendet,  so  ist  doch  unverkennbar, 
dass  nur  das  Schwankende  der  Maupertuisschen  Ideen,  welches 


*)  VorleauQgeD  über  Dynamik,  Berlin  186U,  8.  4.5. 

»)  Ibid.  S.  2.  »)  Ibid.  S.  46. 
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schon  von  Lagrange  gerügt  wurde,  die  späteren  Divergenzen,  ja 
die  gänzliche  Hintansetzung  oder  üebergehung  des  Princips  in 
ganz  neuen  und  übrigeus  nicht  schlechten  Darstellungen  und  Lehr- 
büchern *)  verschuldet  hat. 

Die  Arbeiten  Maupertuis',  eine  Abhandlung  für  die  Französische 
Akademie  (1744)  und  eine  in  den  Veröffentlichudgen  der  Berliner 
Akademie  für  1746  lassen  sich,  wenn  man  von  den  überflüssigen 
teleologischen  Gesichtspunkten  möglichst  absieht  und  nur  die  Haupt- 
idee mit  den  Hauptanweudungeu  rein  mechanischer  Natur  ins 
Auge  fasst,  ziemlich  kui-z  erläutern.  Das  allgemeine  Princip  wird 
von  Maupertuis  dahin  formulirt:  „Wenn  in  der  Natur  eine  Ver- 
änderung vorgeht,  so  ist  die  für  diese  Veränderung  noth wendige 
Thätigkeitsmenge  die  kleinstmögliche.“  (La  quantit^  d’action  . . . 
est  la  plus  petite  qu’  il  soit  possible)  “).  Es  wird  sogleich  hinzu- 
gesetzt, dass  die  Menge  der  Action  als  Product  von  drei  Pactoren, 
uämlich  der  Masse,  der  Geschwindigkeit  und  des  mit  dieser 
Geschwindigkeit  durchlaufenen  Raumes  zu  denken  sei.  Diese 
sogenannte  Actionsmenge,  die  also  aus  Producten  von  der  Form 
mvs  besteht,  in  denen  m die  Masse,  v die  Geschwindigkeit  und  x 
den  durchlaufenen  Kaum  bedeutet,  soll  nun,  insofern  sie  für  die 
Veränderung  des  Bewegungszustandes  erforderlich  ist,  ein  Minimum, 
d.  h.  kleiner  sein,  als  alle  andern  sogenannten  Actionsmengen,  die 
unter  V'oraussetzung  anderer  Relationen  in  Beziehung  auf  dieselbe 
Veränderung  entstehen  würden. 

,Ie  schärfer  mau  dieses  vermeinte  oberste  Naturgesetz 
betrachtet,  um  so  unklarer  erscheint  seine  Formuliruug  bei 
Maupertuis.  Man  muss  genau  darauf  achten,  was  er  unter  der 
Veränderung  versteht,  die  in  der  Natur  vor  sich  gehen  und  der 
jenes  Minimum  entsprechen  soll.  Diese  Veräuderuug  ist  ihm  die 
DiflFereuz  zwischen  zwei  sogenannten  Actionsmengen,  deren  eine 
dem  Zustand  vor  dem  Ereigniss,  die  andere  demjenigen  nach  dem 
Ereigniss  entspricht,  sei  nun  da  sletztere  ein  wirklicher  oder  mir 
ein  zur  Aushülfe  als  Möglichkeit  vorgestellter  Vorgang.  Bei  dem 
Stoss  besteht  hienach,  wie  der  Autor  ausführt  die  Veränderung 


')  M4c.  anal.  Bd.  J iräll)  Dynamik  Sect.  1 Art.  17. 

’)  Delannay,  Tratte  de  m^canique  rationelle,  4.  Aull,  Paris  186tJ. 
*)Histoire  de  l'acad^mie  de  Berlin,  tUr  1746,  S.  290,  in  der  Abhandlung : 
Lee  leis  dn  mourement  et  da  repos  d^dnites  d'un  principe  metaphysique 
‘1  Ibid.  S.  290  fg. 
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darin,  daes  au  die  Stelle  der  ursprünglichen  Gescbwiudigkeiten, 
nach  dem  Stoss  andere  Geschwindigkeiten  und  Rilume  treten.  Die 
Producte  von  der  Form  mvs  ändern  sich  also,  jedoch  so,  dass  die 
Geschwindigkeit  der  einzige  Factor  ist,  der  sich  unabhängig  ver- 
ändert. während  der  auf  dieselbe  Zeit  bezogene  Raum  eigentlich 
nur  ein  wiederholter  Ausdruck  der  Geschwindigkeit  ist  und  es 
sogar  ganz  genau  wird,  weun  man  für  ihn  die  Zeiteinheit  zu 
Grunde  legt.  Hienach  besteht  die  Veränderung  offenbar  in  dem, 
was  man  heut  die  verlornen  und  gewonnenen  Geschwindigkeiten 
nennt.  Es  sind  dies  diejenigen  Geschwindigkeiten,  die  sich  ergeben, 
wenn  man  unter  Berücksichtigung  der  Vorzeichen  die  Differenzen 
für  jeden  Körper  sowohl  bei  dem  elastischen  als  bei  dem  un- 
elastischen Stoss  sucht.  Die  Quadrate  dieser  Differenzen  multiplicirt 
mit  den  zugehörigen  Massen  ergeben  nun  die  Summe,  die  als 
Minimum  betrachtet,  und  deren  Differential  demgemäss  gleich 
Null  gesetzt  wird.  Die  Differenzirung  oder,  wie  wir  heute  sagen 
müssten,  die  Variirung,  findet  in  Rücksicht  auf  die  als  unbekannt 
gesetzten  neuen  Geschwindigkeiten  statt,  die  sich  jedoch  auch  bei 
dem  elastischen  Stoss  auf  eine  einzige  Unbekannte  reduciren,  indem 
die  relative  Geschwindigkeit  nach  dem  Gesetz  der  Erhaltung  der- 
selben als  constant,  d.  h.  gleich  derjenigen  vor  dem  Stoss.  voraus- 
gesetzt wird.  So  gewinnt  Maupertuis  durch  die  neue  Differential- 
gleichung den  Werth  der  neuen  Geschwindigkeiten.  Ara  einfachsten 
stellt  sich  die  Sache  bei  dem  unelastischen  Stoss.  wo  nur  eine  einzige 
neue  Geschwindigkeit,  nämlich  die  gemeinschaftliche  beider  Körper 
in  Frage  kommt.  Hier  zeigt  sich  auch  am  allerdeutlichsten,  dass 
Maupertuis  thatsächlich  nichts  weiter  gethan  hat,  als  die  Function, 
welche  die  Summe  der  verlornen  lebendigen  Kräfte  ausdrückt, 
nach  seiner  Art  als  ein  Minimum  zu  behandeln,  und  deren  nach 
der  unbekannten  gemeinschaftlichen  Geschwindigkeit  genommenes 
Differential  gleich  Null  zu  setzen.  Bei  jeder  andern  lesultirenden 
Geschwindigkeit  würde  die  Function,  welche  nach  unserer  Rede- 
weise den  Verlust  an  lebendiger  Kraft,  nach  der  Auffassung  von 
Maupertuis  aber  die  zur  Veränderung  der  Actionsgrössen  erforder- 
lich gewesene  Actionsmenge  ausdrflckt,  grösser  ausfallen,  oder 
vielmehr,  um  genauer  zu  reden,  nicht  mehr  die  Eigenschaft  haben, 
daes  der  differentielle  Ausdruck,  den  man  von  ihr  ableitet,  gleich 
Null  wird.  Maupertuis  betrachtet  seine  Idee  als  ein  Naturprincip, 
welches  die  entsprechende  Intelligenz  der  Naturleitung  beweise, 
und  welches  mechanisch  noch  den  Vortheil  habe,  dem  Princip  der 
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Erhaltung  der  lebendigen  Kräfte  flberlegen  zn  sein,  indem  es  ganz 
allgemein,  wie  z.  B.  für  den  unelastischen  Stoss,  ja  sogar  nicht 
blos  für  die  Bewegung  sondern  auch  für  das  Gleichgewicht  gelte. 

127.  Ehe  wir  zur  Kritik  der  eben  erwähnten  Auspriiche 
übergehen,  müssen  wir  noch  die  Anwendung  anf  den  Fall  des 
Gleichgewichts  durchgehen.  Wie  Maupertnis  sich  für  die  Dynamik 
auf  den  Stoss  beschränkt  und  nichts  weiter  als  die  Ausführung 
dieses  Beispiels  liefert,  um  seine  metaphysischen,  meist  nicht 
einmal  mechanischen  Betrachtungen  zu  ergänzen,  so  glaubte  er 
auch  genug  zu  thun,  wenn  er  den  Fall  des  Hebels  als  Bürgschaft 
für  die  Gültigkeit  seines  Princips  in  der  gesammten  Statik  erörtert. 
Der  Uuterstützungspunkt  und  mithin  die  Länge  des  einen  Hebel- 
arms wird  als  unbekannt  und  in  Rücksicht  auf  das  Minimum 
veränderlich  angenommen.  Für  den  Gleichgewichtszustand  selbst 
sind  Geschwindigkeit  und  durchlaufener  Kaum  streng  Null.  Eine 
sogenannte  Actionsmenge  kann  daher  nur  unter  Voraussetzung 
einer  kleinen  Veränderung  gedacht  werden.  Alsdann  repräsentiren 
die  gleichzeitig  durchlaufenen  Kreisbögen  zugleich  Geschwindigkeiten 
tmd  Räume.  Die  Massen  mit  beiden,  d.  h.  wiederum  mit  den 
Quadraten  der  proportionalen  Geschwindigkeiten  oder,  was  die 
Proportionalität  nicht  ändert,  mit  den  Quadraten  der  Hebelarme 
multiplicirt,  ergeben  nun  eine  Summe,  die  nach  der  Maupertuisschen 
Auffassung  ein  Minimum  sein  muss.  Sie  wird  iu  Rücksicht  auf 
die  Länge  des  einen  Hebelarms,  also  mittelbar  in  Beziehung  auf 
die  relative  Geschwindigkeit  differeuzirt  und  das  Differential  gleich 
Null  gesetzt.  Mit  dieser  Differentialgleichung  ist  dann  das 

bekannte  Hebelgesetz  gegeben,  indem  ihre  Auflösung  zeigt,  dass 
die  Gewichte  den  Längen  der  Hebelarme  umgekehrt  proportional 
sein  müssen. 

Man  wird  unter  allen  Umständen  eingestehen  müssen,  dass 
es  nicht  ganz  klar  wird,  wie  im  Fall  des  Gleichgewichts  die  zn 
einer  Veränderung  erforderliche  Aetionsraenge  conseqnent  und  ganz 
analog  wie  im  Fall  des  Stosses  als  Differenz  von  zwei  Bewegungs- 
zuständen  gedacht  werden  soll.  Man  kann  zwar,  wie  geschehen 
ist,  die  Ruhe  mit  der  kleinen  Bewegung  vergleichen  und,  da  im 
ursprünglichen  Zustand  die  Actionsgrösse  streng  Null  ist,  den 
zunächst  darauf  folgenden  Zustand  in  allen  seinen  Grössen  als  die 
Veränderung  anseben,  welcher  eine  minimale  Actionsmenge  ent- 
sprechen müsse.  Nimmt  man  dann  die  Veränderung  selbst  in- 
finitesimal, so  wird  man  mit  Hülle  des  Stetigkeitsgesetzes  die 
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Relationen  auf  den  Grenzznstand  des  absoluten  Gleichgewichts 
ftbertra^en  können.  Hiebei  wird  es  sogar  recht  deutlich,  dass 
man,  nach  unserer  heutigen  Anffassungsart  zu  reden,  die  differentiellen 
Räume  selbst  zu  Tariiren  hat,  um  diejenigen  Verhältnisse  derselben 
za  ermitteln,  die  dem  Minimum  entsprechen.  Indessen  fehlt  bei 
alledem  doch  noch  Einiges  daran,  dass  man  klar  einsehe,  wie  ganz 
im  Allgemeinen  eine  geringfügige  Aenderung  in  den  Positionen 
eines  beliebigen  Systems  zn  behandeln  sei.  Das  Princip  der 
virtuellen  Geschwindigkeiten  erscheint  hier  weit  unmittelbarer  und 
klarer  auszuhelfeu,  und  übrigens  müsste  die  Gleichung,  die  sich  auf 
eine  mögliche,  d.  h.  virtuelle  Actionsmenge  bezöge,  auch  sofort 
in  eine  Gleichung  der  virtuellen  Geschwindigkeiten  verwandelt 
werden  können.  Obwohl  sich  nun  in  dieser  Beziehung  die  erforder- 
lichen Aufschlüsse  ziemlich  leicht  ergeben,  so  ist  doch  mit  dem 
Beispiel  von  Maupertuis  und  mit  dessen  Vorstellungsart  die  Sache 
keineswegs  hinreichend  aufgeklärt.  Sein  „Gesetz  der  Ruhe“  soll 
darin  bestehen,  dass  die  Bedingungen  des  Gleichgewichts  erfüllt 
sind,  wenn  die  zur  Störung  desselben  erforderliche  Actionsmenge 
in  der  unmittelbaren  Nachbarschatl  des  genauen  Gleichgewichts- 
zustandes ein  Minimum  ist.  Die  Wendung  beruht  also  wesentlich 
darauf,  nach  dem  Gesetz  der  Stetigkeit  den  unbeschränkt  anzu- 
nähernden  Bewegungszustand  anstatt  des  strengen  Gleichgewichts 
zn  untersuchen,  und  das  dynamische  Princip  auf  diese  Weise 
ebenso  zur  Geltung  zu  bringen,  als  wenn  es  sich  unmittelbar  um 
einen  Bewegungsvorgang  handelte. 

128.  ln  demselben  Jahre  1744,  aber  etwas  später  als  das 
Pariser  Memoire  von  Maupertuis,  veröffentlichte  Euler  als  einen 
Zusatz,  mit  welchem  er  seine  Schrift  über  die  Methode  der 
Auffindung  von  Curven  mit  maximalen  und  minimalen  Eigen- 
schaften abschloss,  eine  Abhandlung  darüber,  wie  sich  die  Bewegung 
geworfener  Körper  nach  der  Methode  der  Maxima  und  Minima 
bestimmen  lasse.  Er  behandelte  hiebei  nicht  etwa  blos  die 
parabolische  W'urfbewegung,  sondern  überhaupt  die  Bewegungen 
unter  dem  Einfluss  von  Centralkräfteu,  die  nach  Functionen  der 
Distanzen  wirksam  sind.  Maupertuis  berief  sich  im  Eingänge  der 
vorher  von  uns  in  Bezug  genommenen  Berliner  Abhandlung  darauf, 
dass  sich  auch  Euler  mit  dem  Princip  eingelassen  habe.  In  der 
Tbat  ging  der  Deutsche  Analytiker  von  metaphysischen  Gesichts- 
punkten aus:  aber  mau  darf  nicht  vergessen,  dass  er  das  Princip 
der  geringsteu  Action  an  das  Ende  einer  Schrift  stellte,  welche 
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die  Grundlagen  der  später  von  Lagrange  eiTneiterten  und  systemati- 
sirten  Variationsrechnung  enthielt.  Die  Methode  der  Maxiraa  und 
Minima,  in  eineni  sehr  engen  Sinne  gefasst,  hatte  schon  bei  Fermat 
einen  Keim  zur  Differentialrechnung  vorgestellt:  ira  weitesten  Sinne 
erfa.sst,  musste  sie  zur  Methode  der  Variationen  werden  und  so 
gleichsam  eine  neue  Gattung  oder  wenigstens  einen  neuen  Gesichts- 
punkt des  Differeuzireiis  ergeben.  War  man  nun  einmal,  wie  Euler 
mit  der  erwähnten  Schrift,  dahin  gelangt,  überall  in  der  Betrachtung 
der  Curven  die  Grössenbeziehungen  im  Hinblick  auf  gewisse  Maxima 
und  Minima  zu  variireu,  so  lag  es  nahe,  auch  die  natürlichen, 
ilurch  mechanische  Kräfte  erzeugten  Curven  nach  dieser  Seite  hin 
zu  erörtern,  und  zuzusehen,  ob  nicht  in  den  Functionen,  von  denen 
diese  Curven  abhängen,  in  irgend  einer  mechanischen  Beziehung 
etwas  Maximales  oder  Minimales  auzutreffen  sei. 

Wirklich  ist  auch  Euler  um  die  metaphysische  Seite  seiner 
Ausgangspunkte  und  Ergebnisse  nicht  sonderlich  besorgt.  Er 
gesteht  sogar,  dass  ihn  seine  Vorstellungsart  selbst  nicht  hin- 
reichend befriedige,  und  dass  er  dieselbe  nicht  zu  verallgemeinern, 
ja  deren  Tragweite  nicht  abzugrenzen  vermöge.  Er  hält  sich  au 
.seine  besondern  Fälle,  und  man.  sieht  deutlich,  dass  ihm  nur  das 
als  verbürgt  gilt,  was  er  in  der  Bestimmtheit  der  analytischen 
Formeln  unmittelbar  vor  sich  hat.  Was  er  auf  diese  Weise  aus- 
drückt, ist  weit  exacter  gerathen,  als  was  Maupertuis  selbst  nach 
diesem  Vorgang  entwickelte.  Auch  Lagrange  *)  hat  dies  anerkannt, 
indem  er  die  Eulersche  Fassung  des  Princips  als  die  deutlichere 
rühmte,  ja  sogar  als  eine  ganz  verschiedenartige  Idee  von  den 
Ansichten  Maupertuis’  trennte  und  seine  eignen  Verallgemeinerungen 
in  dieser  Richtung  bewegte. 

Nach  Euler  *)  ist  ein  ähnliches  Product  wie  bei  Maupertuis, 
aber  in  differentieller  Form  ins  Auge  zu  fassen.  Masse,  Geschwindig- 
keit und  Curvenelement  (also  nach  unserer  Bezeichnung  mvds)  bilden 
das  Product,  dessen  Integral  zwischen  zwei  Punkten  (oder  den 
entsprechenden  Zeitgrenzen)  die  Eigenschaft  haben  muss,  dass 
seine  Variation  gleich  Null  gesetzt  werden  kann.  Euler  drückt 
sich  beständig  so  aus,  dass  er  sagt,  dieses  Integral  müsse  ein 


ü Mec.  anal.  Bd.  I (18111  Dynamik  Sect.  I .\rt.  17, 

*1  Methodaa  inveniendi  lineas  cnrvaa  uiaximi  niinimive  proprietat« 
gandent«8,  1744,  Additainentnm  II;  De  motu  projectorum  in  medio  non 
reiUtente  per  methodnin  maxünonuu  ac  minimomm  determinando. 
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Minimum  sein.  Lagrange  schiebt  an  der  angeführten  Stelle  seine 
eigne  Alternative  zwischen  Maximum  und  Minimum  unter,  womit 
er  zwar  Euler  verbessert,  aber  von  dessen  Äuffassungsart  keine 
genaue  Vorstellung  giebt.  Euler  hielt  sich  ausschliesslich  an  das 
Minimum,  wie  es  auch  seinem  Begriff  von  einer  geringsten  Action 
entsprach.  Lagrange,  der  nicht  die  logischen  Begriffe,  sondern 
den  Calcül  als  das  Principale  ansah,  bekümmerte  sich  demgemäss 
nur  um  das,  was  der  Möglichkeit  entsprach,  die  Variation  gleich 
Null  zu  setzen.  Diese  Möglichkeit  ist  aber  ebeusowohl  das  Kenn- 
zeichen eines  Maximums  als  das  eines  Minimums.  Fasst  man 
aber  das  Frincip  in  dieser  analytischen  Allgemeinheit,  so  wird  es 
vollständig  um  seine  metaphysische  Grundlage  gebracht  und  seinem 
so  zu  sagen  logischen  Ausgangspunkt  entfremdet;  denn  was  kann 
dem  Gedanken  der  geringsten  Actionsmenge  wohl  mehr  wider- 
sprechen, als  die  Möglichkeit  eines  Maximums  derselben! 

Euler  war  von  der  Bewegungsquantität  ausgegangeu  und 
bezeichnete  das  erwähnte  Product,  in  welchem  die  Bewegungs- 
grösse mit  dem  Curvenelement  multiplicirt  ist,  als  die  Collectiv- 
bewegung  (motum  collectivum) ’)  für  dieses  Raumtheilchen.  Nun 
soll  zwischen  zwei  beliebigen  Punkten  das  Integral  dieser  elemen- 
taren Oollectivbewegung  ein  Minimum  sein,  so  dass  keine  andere 
Curve,  die  zwischen  den  zwei  Punkten  beschrieben  würde,  diese 
Eigenschaft  haben  könnte  und  den  Bedingungen  der  sie  bestimmenden 
Kräfte  zu  genügen  vermöchte. 

Um  aber  auch  dem  Gesichtspunkt  zu  entsprechen,  aus  welchem 
die  lebendigen  Kräfte  diese  Art  Action  repräsentiren,  verwandelt 
Euler  die  Form  seines  Products,  indem  er  an  die  Stelle  des  Curven- 
elements,  welches  ja  dnreh  das  Zeitelement  dividirt  die  Geschwindig- 
keit bedeutet,  diese  Geschwindigkeit  multiplicirt  mit  dem  Zeit- 
element setzt.  Indem  er  also  nach  unserer  Bezeichnungsweise  für 
ds  den  Ausdruck  vdt  in  mvds  substituirt,  erhält  er  mv*dt,  d.  h. 
das,  was  er  die  augenblickliche  lebendige  Kraft  nennt.  Die  Summe 
oder  vielmehr  das  Integral  dieser  augenblicklichen  lebendigen 
Kräfte  zwischen  zwei  beliebigen  Zeitgrenzen  muss  nun  das  Minimum 
sein,  oder  genauer  geredet,  die  Variation  desselben  muss  gleich 
Null  gesetzt  werden  können.  Diese  Wendung  näherte  das  Princip 
scheinbar  den  Operationen,  die  sich  an  die  Summirung  der  lebendigen 
Kräfte  anschliessen. 


I 


'I 


*)  Ibid.  Art  2 S.  309. 
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Indem  Euler  das  Prinoip  nur  für  einen  einzelnen  Körper 
entwickelt,  bleibt  die  Masse  ganz  gleichgältig,  und  man  sieht  ohne 
V\'eiteres.  dass  mau  das  Integral  unmittelbar  auf  das  Product 
von  Geschwindigkeit  und  Kauinelement  oder  auf  dasjenige  von 
Geschwiudigkeitsquadrat  und  Zeitelemeut  beziehen  könne.  Euler 
deutet  au,  dass  für  mehrere  Körper  die  Summe  der  schon  mehr- 
mals bezeichueteu  Products  in  der  einen  oder  der  andern  Gestalt 
zu  nehmen  und  das  Integral  auf  diese  Summe  oder  die  Summanden 
zu  beziehen  sein  würde.  Er  ist  aber  der  .\nsicht,  dass  sich  die 
Bestimmung  der  Bahncurveu  mit  weit  weniger  Caloül  aus  den 
gewöhnlichen  mechanischen  l^iucipien  gewinnen  lasse,  und  ver- 
zichtet deshalb  auf  ein  weiteres  Eingehen.  Ueberdies  ist  er  über 
die  Tragweite  des  Princips  eingestaudenermaassen  nicht  ganz 
sicher.  Nimmt  man  da.s  thatsächlich  Erläuterte  zusammen,  so 
beschränkt  es  sich  auf  die  Bewegung  eines  als  Punkt  betrachtete» 
Körpers,  der  von  einer  Beharrungsgeschwiudigkeit  afficirt  im  leeren 
Raume  noch  Centralkräften , wie  in  der  Plauetenbewegung,  unter- 
worfen ist.  Euler  beginnt  mit  dem  einfachsten  Fall,  dass  gar 
keine  Kräfte  wirken  und  fasst  die  alsdann  allein  vorhandene  Be- 
harrungsgeschwindigkeit nach  seinem  Priucip  auf.  Da  die  letztere 
constant  ist,  .so  muss  das  Integral  des  Ranmelemeuts  für  sich 
selbst  ein  Minimum  sein  und  ergiebt  die  grade  Linie.  Das  nächste 
Beispiel  ist  bei  Euler  die  gewöhnliche  VVurfbewegung  au  der  Ober- 
fläche der  Erde,  jedoch  ohne  Rücksicht  auf  ein  widerstehendes 
Medium,  und  es  wird  hier  natürlich  die  Parabel  als  die  Curve 
des  fraglichen  Minimum  gewonnen.  Von  diesem  Beispiel  oder 
vielmehr  von  dieser  Stufe  der  dynamischen  Grundeinsichten  geht 
er  zur  Berücksichtigung  der  Distanzen  und  zur  freien  Central- 
bewegung über.  Ausdräcklich  giebt  er  den  Widerstand  eines 
Mediums  als  einen  Fall  an,  der  sich  nicht  unter  das  Princip 
bringen  lasse,  was  allerdings  für  ein  allgemeines  Natarprincip 
bedenklich  ist.  Schliesslich  stellt  er  es  den  Metaphystkern  anheim, 
die  allgemeine  Vorstellungsart,  mit  der  er  noch  nicht  zufrieden 
sei,  weiter  aufzuklären.  Auch  sind  in  der  That  seine  eignen 
Gründe  bisweilen  wenig  gelungen.  So  z.  B.  meint  er  noch  gegen 
Ende  seines  Aufsatzes,  dass  man  für  ein  System  das  Verhältniss 
sich  metaphysisch  so  vorstellen  könne,  als  wenn  die  Trägheit  aller 
Körper  sich  durch  die  einwirkenden  Kräfte  nur  in  der  geringst- 
möglichen Weise  stören  lasse,  so  dass  also  die  Actiou  der  Kräfte 
hiedurch  auf  ein  Minimum  reducirt  würde.  Dieser  Gesichtspunkt 
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erscheint  nun  sowenig  zutreffend,  dass  man  ebensogut  sofort  das 
Gegentheil  aufstellen  kami,  indem  die  Kräfte  diejenigen  Bewegungen 
hervorbringen,  in  denen  ihre  Wirkung  unter  allen  möglichen  Com- 
binationeu  ein  Maximum  ist.  Doch  wollen  wir  uns  hier  noch  nicht 
auf  diese  Gegensätze  einlassen,  sondern  erst  die  Geschichte  des 
Princips  weiter  verfolgen. 

129.  Lagrange  knüpfte  an  die  Eulei-schen  Aufstellungen  an, 
soweit  dieselben  rein  analytisch  waren,  verwarf  jedoch  ausdrücklich 
jede  metaphysische,  mit  Gesichtspunkten  des  Zweckes  oder  der 
Intelligenz  zusammenhängende  Idee.  Ja  er  liess  sogar  die  ganze 
von  dem  Minimum  ausgehende  Grundlegung  dadurch  zu  eiuem 
unerheblichen  Umstande  werden,  dass  er  regelmässig  in  allen 
Behauptungen  an  Stelle  des  Minimums  die  doppelte  Möglichkeit 
von  Maximum  oder  Minimum  einführte,  in  dieser  Weise  dehnte 
er  die  Eulersche  Formel  in  beiderlei  Gestalt  von  dem  einzelnen 
Körper  auf  ein  System  verschiedener  Massen  ans  und  forniuUrte 
demgemä-ss  das  Princip,  jedoch  mit  derjenigen  Einschränkung, 
welche  die  Benutzung  der  Gleichung  der  lebendigen  Kräfte  mit 
den  ihr  bei  Lagrange  auhaftendeu  Voraussetzungen  ergeben  musste. 
Setzt  mau  also  gegenseitige  Attractionskräfte  oder  überhaupt 
Centralkräfte  voraus,  die  nach  Functionen  der  Distanzen  wirken, 
so  soll  unter  dieser  Voraussetzung  die  Variation  der  Summe  der 
Producte  der  Massen  in  die  Integrale  der  mit  den  Geschwindig- 
keiten multipUcirten  Curvenelemente  Null,  d.  h.  also  die  Summe 
selbst  ein  Maximum  oder  Minimum  sein,  wofem  man  zwei  Punkte, 
zwischen  denen  das  Integral  zu  nehmen  ist,  als  gegeben  voraus- 
setzt. Diese  Art  der  Fassung  des  Princips,  die  sich  bei  Lagrange 
in  der  Formel  wie  in  umständlichen  Worten dargelegt  und  ans 
der  allgemeinen  dynamischen  Grundgleichung  entwickelt  findet, 
wird  auch  ebenso  wiederum  benutzt,  um  in  Combination  mit  der 
Gleichung  der  lebendigen  Kräfte  alle  Fundamentalbedingungen  der 
Bewegung  und  des  Gleichgewichts  zu  gewinueu.  Es  ist  dies  die 
Umkehrung  des  bei  dem  Beweise  eingeschlagenen  Weges;  während 
zuerst  die  allgemeine  dynamische  Grundgleichuug,  welche  von 
Lagrange  zum  Inbegriff  aller  mechanischen  Einsichten  gemacht 
wird,  den  Stützpunkt  bildete,  wird  sie  nun  zum  Resultat,  was  uns 
nicht  wundern  darf.  Die  iutegrirte  Form  muss  nämlich  die 
differentielle  liefern,  und  die  auf  das  Princip  der  virtuellen 


‘)  Mm.  anal.  Bd.  1 (.Itili)  Dynamik  Sect  Ul  Art.  AU. 
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Geschwindigkeiten  gegründete  dynamische  Grundgleichung  hat  ja 
die  diflerentielle  Form  und  giebt  unmittelbar  die  Beziehungen  der 
Bewegung  oder  des  Gleichgewichts  nur  für  den  Augenblick  an. 
Früher  hatte  sich  Lagrange.  wie  er  selbst  bemerkt,  vermittelst  der 
Combiuation  des  von  ihm  erweiterten  Frincips  der  geringsten 
Wirkung  mit  der  Gleichung  der  lebendigen  Krfifte  eine  allgemeine 
Methode  geschaffen,  alle  mechanischen  Probleme  zu  behandeln. 
Später  aber  und  bereits  in  der  1.  Ausgabe  der  Analytischen 
Mechanik  stützte  er  sich  consequent  nur  auf  die  allgemeine 
dynamische  Grundgleichung  und  sah  sein  nur  noch  uneigentlich 
sogenanntes  Princip  der  geringsten  Wirkung,  welches  man  besser 
als  ein  Princip  des  Maximum  oder  Minimum  bezeichnen  müsste, 
kurzweg  als  ein  Resultat  des  Calcüls  an,  welches  sich,  wie  die 
übrigen  Haupteigenschaften  der  Bewegung,  aus  jener  Grund- 
gleichung ergebe. 

Da  er,  ganz  wie  Fuler,  auch  den  durch  die  zweite  Umformung 
gegebenen  Gesichtspunkt  nicht  für  unwichtig  hält,  so  knüpft  er 
darau  schliesslich  noch  die  besondere  Bemerkung ‘b  man  könne 
mit  dem  besten  Recht  das  Princip  als  dasjenige  „der  grössten 
oder  kleinsten  lebendigen  Kraft“  bezeichnen.  Ks  sind  nämlich  die 
Summen  der  einem  Augenblick  entsprechenden  lebendigen  Kräfte 
des  Systems  innerhalb  der  gegebenen  Grenzen  ein  Maximum  oder 
Minimum.  In  dieser  Ausdrucksweise  gilt  ihm  das  Princip  auch 
als  unmittelbar  fähig,  auf  den  Fall  des  Gleichgewichts  übertragen 
zu  werden:  denn  er  hatte  schon  aus  der  statischen  Grundformel 
besonders  bewiesen  *),  dass  unter  allen  Lagen  eines  bewegten 
Systems  die  der  grössten  oder  kleinsten  lebendigen  Kraft  auch 
diejenige  sei,  in  welche  man  es  von  vornherein  würde  bringen 
müssen,  damit  es  sich  im  Zustande  des  Gleichgewichts  befände. 
Letztere  Wahrheit  war  mithin  das,  worauf  Maupertuis  mit  seinem 
„Gesetz  der  Ruhe“  gezielt  hatte. 

Aus  dem  Angegebenen  sieht  man  genugsam,  dass  bei  Lagrange 
das  Princip  der  geringsten  Wirkung  aufgehört  bat,  noch  eine 
sichtbare  logische  Bedeutung  zu  haben,  deren  Merkmal  mehr  als 
die  analytische  Eigenschaft  wäre,  die  sich  in  der  Möglichkeit  aus- 
drückt, die  Variation  gleich  Null  zu  setzen  oder  die  Alternative 
zwischen  Maximum  und  Minimum  voraussetzen  zu  dürfen.  Wer 
zuerst  nach  den  Gleichungen  und  deren  Eigenschaften  fragt  und 


’)  Ibid.  Art.  42.  *)  Ibid.  Statik  Sect.  lil  Art.  22. 
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in  den  analytischen  Ansdrücken  auch  ohne  weitere  logische  Aus- 
legung die  zutreffendste,  in  jeder  Beziehung  genügende  Gestalt 
der  Wahrheiten  sieht,  wird  bei  einer  solchen  Abfindung  mit  dem 
Prineip  sehr  wohl  stehen  bleiben  können.  Ganz  anders  aber  stellt 
sich  die  Aufgabe,  sobald  man  für  die  analytisch  noch  so  be- 
stimmten Ausdrücke  auch  entsprechende  Begriffe  verlangt.  Für 
die  einzelnen  Theile  der  Ausdrücke  hat  mau  sie  immer;  aber  in 
unsenn  Fall  ist  z.  B.  das  mehrmals  charakterisirte  Product  aus 
Masse,  Geschwindigkeit  und  Ranmelemeut  oder  dessen  zweite 
Form,  nämlich  das  Product  aus  der  lebendigen  Kraft  in  das 
Zeitelement  begrifflich  zu  interpretireu.  Wenn  man  die  Summen 
und  die  Integrale  nimmt,  so  bleiben  die  Massen  constant,  und 
man  kann  daher  alle  Summirungs-  und  Verändenmgszeichen,  die 
sich  unmittelbar  auf  die  Producte  beziehen,  in  unserm  Fall  also 
das  Integral  entweder  vor  oder  hinter  die  .Massen  setzen.  .Ana- 
lytisch ist  Derartiges  nun  ganz  gleichgültig;  denn  die  Quantität 
und  die  Operationen  bleiben  dieselben;  aber  logisch  ist  ein  erheb- 
licher Unterschied  vorhanden,  da  es  darauf  ankommt,  grade  das 
analytisch  beisammen  zu  halten  und  mit  einander  zu  verbinden, 
was  irgend  einem  natürlichen  Begriff,  wie  z.  B.  demjenigen  einer 
Art  Action  entsprechen  könnte.  Ausserdem  stellt  sich  noch  die 
ganz  natürliche  Forderung,  den  analytischen  Umstand,  dass  die 
Variation  gleich  Null  ist,  entweder  in  näherer  Bestimmung  durch 
weitere  analytische  Merkmale  oder  aber  in  seiner  völligen  Allgemein- 
heit mit  einem  logischen  Begriff  von  den  entsprechenden  realen 
Verhältnissen  eiact  zu  decken.  Bei  Euler  half  die  gewöhnliche 
Vorstellung  von  einem  Minimum  aus;  aber  diese  Vorstellungsart 
war  an  sich  nur  unzureichend  begründet  und  wurde  durch  die 
Bedenken  Lagranges  in  ihrer  alten  Gestalt  vollends  unhaltbar. 

130.  Um  zu  zeigen,  wie  schwankend  die  Vorstellungen  von 
einem  Prineip  der  geringsten  Action  jederzeit  blieben,  und  wie 
man  bisweilen  nach  genaueren  leitenden  Begriffen  suchte,  sei  die 
Carnotsche  Idee  angeführt,  welche  im  Hinblick  auf  das  Beispiel 
des  Stosses  die  sogenannten  verlornen  Kräfte  als  den  eigentlichen 
Gegenstand  des  Princips  der  geringsten  Action  ansieht.  Nach 
dem  Stosse,  sagt  Caruot  *),  ist  für  unelastische  Körper  die  wirklich 
statthabende  Bewegung  diejenige,  bei  welcher  die  Summe  der 
Producte  der  Massen  mit  den  Quadraten  der  verlornen  Ge- 


*}  PrincipM  fondamentaux  stc.  Paria  1803,  Art  186  3.  137. 
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schwindigkeiten  ein  Minimnui  int.  U«i  j«der  andern  Bewegung, 
die  man  etwa  voraussetzen  wollte,  würde  diese  Eigenschaft  nicht 
mehr  statthaben.  Nach  Carnot  ist  also  der  Verlust  an  lebendiger 
Kraft  bei  demStosse  unelastischer  Körper  ein  Minimum,  und  grade 
hierin  soll  das  Priucip  der  geringsten  Wirkung  bestehen. 

Erinnern  wir  uns  dessen,  was  wir  über  die  Vorstellungen 
Maupertuis’  beigebracht  haben,  so  ist  klar,  dass  schon  in  ihnen 
tbatsächlich  die  verlornen  Geschwindigkeiten  den  eigentlichen 
Gegenstand  der  Behauptungen  bildeten.  Auf  den  elastischen  Stoss 
bleibt  derselbe  Gesichtspunkt  anwendbar,  wenn  man  an  Stelle  der 
wirklich  verlornen  Äction  diejenige  setzt,  welche  im  Fall  des 
Mangels  der  Elasticität  unter  übrigens  gleichen  Umständen  ver- 
loren gegangen  sein  würde.  Ueberhaupt  kommt  es  gar  nicht  auf 
den  sogenannten  Verlust  als  solchen,  sondern  nur  darauf  an,  dass 
die  gegenseitig  aufgehobenen  und  zur  Veränderung  verbrauchten, 
wenn  auch  nachher  bei  der  Gagenveränderung  wieder  helgestellten 
Actionsmengen  ein  Minimum  bilden  oder,  genauer  gm'edet,  die  dem 
Maximum  oder  Minimum  entsprechende  analytische  Eigenschaft 
haben.  Nur  die  Verändening,  d.  h.  die  Hervorbringung  des  Unter- 
schieds in  den  Bewegungszuständen  ist  es,  wozu  eine  Actionsmenge 
ins  Spiel  gesetzt  wird,  welche  die  für  das  Princip  fragliche  Eigen- 
schaft haben  muss.  Es  sind  also  nicht  speciell  die  verlornen, 
sondern  überhaupt  die  in  einer  Umwandlung  verbrauchten,  d.  h. 
in  dieselbe  eingegangenen  Kräfte,  auf  welche  das  Princip  bezogen 
werden  muss,  wenn  man  dem  Carnotschen  Gedanken  eine  höhere 
Allgemeinheit  abgewinnen  will.  Soviel  ist  aber  in  jedem  Fall 
einzuräumen,  dass  es  wichtig  ist,  diejenigen  Theile  der  Geschwindig- 
keiten oder  Bewegungsgrössen  zu  unterscheiden,  welche  sich  durch 
gegenseitige  Action  in  irgend  einer  Beziehung  aufheben  und  nur 
unter  Voraussetzung  der  Elasticität  in  einer  entsprechenden  Rück- 
wirkung wieder  hervortreten.  Die  wechselseitige  Action  beruht 
ganz  und  gar  darauf,  dass  diese  Bestandtbeile  ins  Spiel  kommen; 
die  übrigen  bilden  nur  einen  Rest,  der  von  einer  Veränderung 
gar  nicht  afhcirt  wird,  sondern  nach  dem  allgemeineren  Gesetz 
der  Beharrung  einfach  fortbesteht.  Hienacb  ist  erklärlich,  dass 
ein  auf  die  eigentliche  Actionsmeuge  bezügliches  Princip  unmittelbar 
die  Bestaudtheile  der  ersten  Art  zum  Gegenstände  haben  und 
daher  direct  für  die  dem  Verbrauch  oder  der  Verwandlung  anheim- 
gefallenen Kraftelemente  gelten  wird. 

Der  Grund,  aus  welchem  das  Princip  der  geringsten  Action 
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von  seinem  ürspnmg  Lei  uud  iu  seinen  spateren  Fassungen  mit 
einer  überraschenden  Unsicherheit  behaftet  geblieben  ist,  dürfte 
weniger  in  der  metaphysischen  Haltung  der  logischen  Ausgangs- 
punkte. als  in  der  mathematischen  Zweideutigkeit  der  dem  Minimum 
entsprechenden  Gleichung  zu  suchen  sein.  Man  hat  sich  bis  auf 
Lagrange,  der  exacter  verfuhr,  durch  einen  sehr  begreiflichen 
Fehlschluss  täuschen  lassen.  Die  alte  Tradition  vom  Minimum, 
mit  welcher  der  Gedanke  eines  Maximum  nicht  verträglich  war, 
veranlasste,  den  nächsten  analytischen  Ausdruck  dadurch  zu  suchen, 
dass  inan  das  Differential  oder  die  Variation  gleich  Null  setzte. 
Mit  den  Bedingungen,  die  durch  eine  solche  Gleichung  geliefert 
\fvurden,  operirte  man,  fand  die  anders  woher  bekannten  mechanischen 
Wahrheiten  bestätigt  und  schloss  nun  rückwärts,  es  müsse  das  zu 
Grunde  gelegte  Princip  zutreffend  sein,  ln  der  That  hätte  man 
aber  nur  schliesseu  dürfen,  dass  die  Äusgaugsgleichung  eine  noth- 
wendige  mechanische  Voraussetzung  oder,  mit  andern  Worten,  ein 
mechanisches  Gesetz  enthalte.  Die  in  ihr  verborgene  allgemeiue 
W'ahrheit  durfte  aber  nicht  als  durch  die  Idee  des  Minimum 
gedeckt  betrachtet  werden,  da  man  ja  genau  dieselbe  Gleichung 
erhalten  haben  würde,  wenn  man  von  dem  völlig  entgegengesetzten 
Gedanken  eines  Principe  der  grössten  Actiou  ausgegangen  wäre. 
Wirklich  hatte  auch  d'Arcy,  von  dem  wir  bezüglich  seiner  Fassung 
des  Princips  der  Flächen  Nr.  124  gesprochen  haben,  in  der  weitern 
Ausführung  dieses  seines  Princips  sich  bemüht,  dasselbe  dem- 
jenigen der  geringsten  Wirkung  als  Princip  der  Erhaltung  der 
Aetion  entgegenzusetzen.  Erwägt  man  die  maximalen  Eigen- 
schaften, welche  sowohl  bei  dem  Flächenprincip  als  bei  demjenigen 
der  Erhaltung  der  algebiaischen  Summen  der  Bewegungsgrössen 
zur  Sprache  gebracht  werden  können  und  die  natürlichen  Effecte 
im  Gegensatz  zu  den  beliebigen  Projectioneu  kennzeichnen,  so 
liegt  es  allerdings  nahe,  alle  diese  charakteristischen  Eigenschaften 
zu  verschmelzen  und  ein  Gesetz  der  maximalen  Action  als  die 
passendste  Grundlage  aller  übrigen,  aus  einem  bestimmten  Gesichts- 
punkt etwa  auch  minimalen  Beziehungen  anzusehen. 

Die  analytische  Vorbedingung,  die  in  gleicher  Weise  für 
Maximum  und  Minimum  gilt,  ist  bekanntlich  die  Möglichkeit,  das 
Differential  der  Function  oder  Gleichung  gleich  Null  zu  setzen. 
Diese  Regel  gilt  nicht  blos  für  die  gewöhnlichen  Maxima  und 
Minima,  bei  denen  es  sich  darum  handelt,  den  zugehörigen  Werth 
der  unabhängigen  Veränderlichen  zu  ermitteln.  Sie  gilt  also  nicht 
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blos  da.  wo  der  Lauf  der  Function  «ellist  zu  einem  Maximal-  oder 
Minimalpunkt  führt,  sondern  auch  für  jene  höhere  Art  von 
Problemen,  welche  die  Ermittlung  derjenigen  Beziehungen  zwischen 
den  V^eränderlichen  zum  Ziel  haben,  vermöge  deren  das  Integral 
der  in  diesen  Veränderlichen  gegebenen  Function  ein  Maximum 
oder  Minimum  wird.  In  unserm  Princip  liegt  nun  letzterer  Fall 
vor.  Ferner  beruht  überall  die  Unterscheidung  von  Maximum  oder 
Minimum  auf  der  Erkennung  der  Negativität  der  zweiten  Differential- 
copfficienten  oder,  allgemeiner  geredet,  derjenigen  Functionen- 
complexe,  welche  sich  auf  die  zweiten  Potenzen  oder  überhaupt 
auf  die  zweiten  Dimensionen  der  Incremente  beziehen.  Lagrange 
hat*)  den  Fall  des  stabilen  und  des  labilen  Gleichgewichts  der- 
artig unterschieden,  dass  in  dem  einen  das  Maxiraum,  in  dem 
andern  das  Minimum  statthabe,  und  hat  in  dieser  Rücksicht  den 
Beweis  bei  Erörterung  seiner  allgemeinen  Annäherungsmethode 
für  die  dynamischen  Probleme  *)  vervollständigt.  Trotzdem  ist  eine 
einfache  Unterscheidung  der  Maxima  von  den  Minima  grade  in  Be- 
ziehung auf  das  Princip  der  geringsten  Action  ausser  für  den  Fall 
des  Gleichgewichts  nicht  in  Frage  gekommen.  Obwohl  man  die 
analytischen  Hülfsmittel  besitzt  *),  wenigstens  bis  zur  Feststellung 
der  Positivität  oder  Negativität  der  Coefficientengruppen  der  zweiten 
Dimensionen  der  Incremente  vorzudringeu  und  nur  für  den  Fall  in 
Umständlichkeiten  geräth,  dass  man,  wo  die  fraglichen  Glieder 
Null  werden,  noch  weiter  gehen  muss,  — so  findet  sich  doch  bei 
Lagrange  kein  Veisuch  gemacht,  ganz  im  Allgemeinen  zu  ent- 
scheiden, welche  mechanischen  Eigenthflmlichkeiten  für  das  bei 
dem  Princip  der  geringsten  Action  fragliche  Integral  ein  Maximum, 
und  welche  ein  Minimum  mit  sich  bringen. 

131.  Alle  bisher  in  diesem  Capitel  betrachteten  Principien 
waren  Sätze,  durch  welche  die  allgemeinsten  Eigenschaften  in  der 
Bewegung  eines  beliebigen  Systems  kenntlich  gemacht  wurden. 
Das  Princip,  zu  welchem  wir  jetzt  überzugehen  haben,  ist  den 
ersteren  insofern  nicht  gleichartig,  als  es  keine  neue  Eigenschaft 
der  Bewegung  hiuzufügt,  sondern  nur  sichtbar  werden  lässt,  wie 
sich  eine  Beziehung  zwischen  gegebenen  Kräften  und  hervor- 
gebrachten Bewegungen  durch  ein  äquivalentes  Gleichgewichts- 


*'j  M4c.  antl.  Bd.  I (1811)  Statik  Sect.  111  Art.  23. 

•)  Ibid.  D}'Datnik  Sect.  V g 3 Art.  20  fg. 

*)  Lagrange,  Theorie  dea  fonctions,  2.  Aofl.  Theil  II  Art  64  ig 
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verhältniss  ersetzen  lasse,  vermöge  dessen  alle  Orössenrelationen 
wesentlich  dieselben  bleiben  und  sogar  die  Aeuderung  der  Vor- 
zeichen nur  diejenige  ist,  welche  auch  durch  blosse  algebraische 
Umformung  der  unmittelbaren  Hewegungsgleichungeu  hervorgebracht 
werden  könnte. 

Gewöhnlich  sagt  man  von  dem  d’Alembertschen  Princip,  dass 
es  alle  Aufgaben  der  Dynamik  auf  statische  Beziehungen  zurück- 
gefuhrt  habe.  Dies  ist  im  Allgemeinen  richtig;  jedocli  hat  erst 
Lagrange  die  allgemeine  dynamische  Grundgleichung  aufgestellt, 
uud  mau  ist  in  den  Vorstellungen,  die  man  unter  dem  Namen 
des  d’Alembertschen  Princips  zur  Anwendung  brachte,  nicht  immer 
genau  der  eignen  Auffassuugsart  d’Alemberts  gefolgt. 

Wir  haben  früher  (Nr.  106)  das  Verfahren  Jacob  Bernoullis 
kennen  gelernt,  durch  welches  derselbe  bei  Gelegenheit  der  Auf- 
gabe vom  Schwinguugsmittelpunkt  alles  Wesentliche  vorwegnahm, 
was  in  dem  d’Alembertschen  Princip  mit  dem  Bewusstsein  einer 
ganz  allgemeinen  Gültigkeit  formulirt  wurde.  Wir  haben  dort 

auch  schon  die  verschiedenen  Möglichkeiten  dargelegt,  welche  sich 
für  die  Zusammensetzungsart  der  drei  Kräfteclassen  ergeben.  Es 
sei  daher  daran  erinnert,  dass  die  eventuellen  Kräftewirkungen  im 
freien,  d.  h.  statisch  nicht  gebundenen  Zustande,  dann  die  durch 
die  statische  Beschränkung  verlornen  Kräfte  und  endlich  die 
wirklich  resultirenden  Bewegungen  oder  die  entgegengesetzten 
Kräfte,  welche  mau  zur  Aufhebung  dieser  Bewegungen  einfuhrt, 
die  drei  Gruppen  bilden,  von  denen  man  im  Hinblick  auf  das 
Gleichgewicht  jede  einzelne  nach  Belieben  als  Resultante  oder 
Componente  betrachten  kann.  Jacob  Bernoulli  hatte  den  Begriff 
der  verlornen  Kräfte  erfasst  und  die  zunächst  am  meisten  natür- 
liche Zusammenset/.ungsart  zu  Grunde  gelegt.  Er  hatte  die  den 
wirklichen  Bewegungen  entsprechenden  Kräfte  als  Resultanten 
genommen,  während  die  freien  und  die  verlornen  Kräfte  die  sich 
zusammensetzenden  Compouenten  bildeten. 

D’AIembert  legte  sein  Princip  seiner  Dynamik  *)  zu  Grunde. 
Die  Behandlungsweise,  die  er  wählte  *),  und  die  man  nicht  blos 
aus  der  Wortforiuel  sondern  auch  aus  den  zahlreichen  Anwendungen 
im  zweiten  Theil  des  Buchs,  namentlich  aber  aus  dem  einleitenden 


')  Trait^  de  dj'Qamique,  Paris  1743. 

*)  Ibid.  S.  49.  (Andere  Ausg.  179Ü,  Theil  II  Oap.  1 .\rt.  tiU). 

D&hring,  OMChicht«  der  Mechanik.  2i} 
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Beispiel  *)  entnehmen  muss , richtete  sich  unmittelbar  auf  die 
Betrachtung  der  verlornen,  d.  h.  der  durch  die  wechselseitige 
Beziehung  der  statisch  verbundenen  Körper  einander  aufhebenden 
Kräftetheile.  Diese  verlornen  Kräfte,  für  sich  allein  ins  Auge 
gefasst,  müssen  im  Gleichgewicht  sein;  deun  sonst  würden  sie  zur 
Bewegung  beitragen,  was  dem  Begriff  derselben  entgegen  ist.  In 
der  Behauptung  des  Gleichgewichts  dieser  verlornen  Kräfte  besteht 
das  d’Alembertsche  Princip,  wenn  mau  streng  der  engem  Fassung 
folgt,  die  es  durch  den  namengebenden  Autor  selbst  erhalten  hat. 
Dagegen  ist  die  Einfühmng  der  den  wirklichen  Bewegungen  ent- 
gegengesetzten Kräfte  und  die  unmittelbare  Vorstellung  von  einem 
Gesammtgleichgewicht,  welches  zwischen  diesen  Kräften  und  den 
zwei  andern  Kräftegruppen  stattfinde,  principiell  erst  von  Lagrange  *) 
zu  einer  allgemeinen  Anwendung  gebracht  worden.  Auch  die 
verwandte  Vorstellung,  dass  die  Bewegungen,  welche  die  auf  das 
System  wirkenden  Kräfte,  wenn  sie  frei  agirten,  hervorbringen 
würden,  sich  aus  den  wirklichen  Bewegungen  und  den  verlornen 
Kräften  zusammensetzen  lassen  müssen,  war  für  d’Alembert  selbst 
nur  ein  Mittel  gewesen,  das  selbständige  Gleichgewicht,  welches 
allein  zwischen  den  verlornen  Kräften  statthat,  näher  zu  erläutern. 

Das  schon  citirte  Hauptbeispiel,  mit  welchem  d’Alembert  die 
mannichfaltigen  Anwendungen  des  Princips  einleitet,  behandelt  den 
Fall  einer  an  ihrem  einen  Ende  befestigten  und  übrigens  mit  ver- 
schiedenen Körpern  beschwerten  Stange.  Die  Körper  werden  hiebei 
unter  dem  Einfluss  von  Antrieben  gedacht,  die  ihnen  im  freien 
Zustande  gewisse  gegebene  Bewegungen  ertheilen  würden.  Da  wir 
es  hiebei  mit  einer  Gestaltung  zu  thuu  haben,  die  sich  auf  das 
von  uns  umfassend  erörterte  Schema  des  zusammengesetzten  Pendels 
zurückführen  lässt,  so  brauchen  wir  auf  dieselbe  nicht  näher  ein- 
zugehen. D’Alembert  zerlegt  natürlich  ganz  in  dem  Sinne,  wie  es 
Jacob  Beruoulli  und  l'Hopital  gethau  hatten,  die  Geschwindigkeiten 
derartig,  dass  er  die  Gleicbgewichtsbeziehungen  zwischen  den  ver- 
lornen Kräften  ansetzen  und  so  die  Geschwindigkeit  des  äussersten 
Punktes  aus  der  gewoimeneu  Gleichung  entwickeln  kann.  Diese 
Zerlegung  der  Kräfte  iu  zwei  Bestandtheile,  von  denen  die  einen 
im  Gleichgewicht  sein  müssen,  während  die  andern  zur  Bewegung 
beitragen,  ist  das  Charakteristische  des  Princips.  Denkt  mau 


')  Ibid.  ti.  09.  -■Viiderc  Ausg.  1790,  Theil  II  Cap.  III  Art.  87). 
Mec.  aual.  Bd.  I (.1dl  1)  Dynamik  Sect.  I Art.  II. 
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ausserdem  daran,  dass  der  Fall  eines  nicht  im  Gleichgewicht  be- 
findlichen, an  verschiedenen  Punkten  beschwerten  Hebels  in  seiner 
Bewegung  als  Grundtypus  für  die  einander  nur  theilweise  auf- 
hebenden bewegenden  Kräfte  betrachtet  werden  kann,  so  wird  es 
begreiflich,  wie  es  habe  soviel  Schwierigkeiten  verursachen  können, 
bis  dieser  dynamische  Normalfall  durch  die  üeberlegungen  Jacob 
Bemoullis  und  deren  d'Alembertsche  Verallgemeiuerung  bemeistert 
wurde.  Im  Hinblick  hierauf  könnte  mau  sagen,  dass,  wenn  die 
Bedingungen  des  Gleichgewichts  am  Hebel  zugleich  der  geschicht- 
liche und  der  rationelle  Ausgangspunkt  der  gesammten  Statik 
gewesen  sind,  die  Dynamik  statisch  combinirter  Körper  ihrerseits 
auf  die  Bedingungen  der  Bewegung  am  Hebel  als  das  historisch 
zu  Grunde  liegende  Princip  zurückzuweisen  habe.  Das  zusammen- 
gesetzte Pendel,  in  der  einfachen  Gestalt  einer  mit  mehreren 
Körpern  beschwerten  und  an  einem  Punkte  befestigten  Linie,  ist 
wesentlich  nichts  weiter  als  der  in  Bewegung  begriffene  Hebel, 
und  diese  Betrachtungsart  erklärt  auch  zugleich  die  Bedeutsamkeit 
des  Schrittes,  durch  welchen  Jacob  Bernoulli  die  Kräfte  am 
zusammengesetzten  Pendel  mit  dem  Princip  des  Hebelgleich- 
gewichts in  Beziehung  setzte.  Indem  wir  an  die  Betrachtungen 
über  letzteren  Gegenstand  im  vorigen  Capitel  erinnern,  bemerken 
wir  nur  noch  zum  principiellen  Abschluss  aller  bisherigen  Auf- 
fassungsarten, dass  die  vollständige  Verallgemeinerung  der  Idee 
eines  partiellen  Gleichgewichts,  welches  bei  jeder  dynamischen 
Kräftecombination  statthabe-,  erst  die  hinreichend  abstracte  und 
völlig  zutreffende  Form  liefert,  das  Verhältniss  von  Statik  und 
Dynamik  in  seiner  wahren  Natur  und  unverkürzten  Tragweite  zu 
begreifen.  Es  ist  Jedoch  hier  noch  nicht  der  Ort,  den  Gedanken 
dieses  partiellen  Gleichgewichts,  von  dem  wir  zuerst  bei  Galilei 
(Nr.  31)  im  Hinblick  auf  die  Mischung  von  Gleichgewichts-  und 
Bewegungseffecten  eine  Andeutung  gegeben  haben,  ausführlicher 
zn  handeln,  da  wir  zuvor  der  weiteren  geschichtlichen  Entwicklung 
der  allgemeinen  Principien  und  der  Systematik  der  rationellen  und 
analytischen  Mechanik  folgen  müssen. 


20* 
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Viertes  Capitel. 

Princip  der  Tirtnellen  Geschwindigkeiten  und  Systematisirnng 
der  Mechanik  durch  Lagrange. 

132.  Obwohl,  wie  wir  früher  gesehen  haben,  das  Princip 
der  virtuellen  Geschwindigkeiten  mindestens  ebenso  alt  ist,  als 
die  moderne,  durch  Galilei  maassgehend  eingeleitete  Mechanik,  so 
ist  doch  die  Benutzung  dieses  Princips  als  eines  Ausgangspunkts 
zur  Entwicklung  aller  übrigen  mechanischen  Wahrheiten  sehr  neu. 
Dieser  letztere  Gebrauch,  den  erst  Lagrange  von  dem  Princip 
machte,  hedeutet  sogar  einen  gewissen  Ab.schluss  in  der  Systematik 
der  Mechanik.  Die  Anwendung  eines  Fundamentalprincips,  welches 
sich  für  den  Calcül  eignet,  und  die  grundsätzliche  Durch- 
führung der  analytischen  Entwicklungen  als  des  Hauptleitfadens 
für  die  Verbindung  aller  Wahrheiten  der  rationellen  Mechanik  zu 
einem  einheitlichen  Sjstem,  — das  sind  die  beiden  Haupteigen- 
schafteu,  durch  welche  sich  die  Behandlungsart  Lagranges  auszeichnet. 

Ehe  wir  auf  die  Rolle  eingehen,  die  das  virtuelle  Princip  in 
dieser  jüngsten  und  ausgedehntesten  Anwendung  spielt,  müssen 
wir  von  der  Entwicklungsgeschichte  desselben  noch  Einiges  nach- 
holen. Zunächst  sei  daran  erinnert,  dass  sich  die  Spuren  desselben 
bis  vor  Galilei  zurückverfolgen  Hessen,  und  dass  wir  es  hei  GaHlei 
selbst  nicht  nur  ausdriicklich  als  statische  Beziehung  hervorgehoben 
und  angewendet  gefunden,  sondern  auch  in  einer  allgemeineren 
Gestalt  insoweit  angetroffen  haben,  als  es  dem  eigenthümlicheu 
Begriff  des  Moments,  den  der  Urheber  der  Dynamik  vor  Augen 
hatte,  überall  zu  Grunde  lag.  Auf  diesen  Begriff  des  Moments 
kam,  wie  wir  ebenfalls  schon  angeführt  haben,  erst  Lagrange 
wieder  zurück,  und  giündete  auf  denselben  seine  Herleitungsart 
der  allgemeinen  statischen  und  der  erweiterten  dynamischen  Grund- 
formel. Inzwischen  war  die  Galileische  Anschauungsweise  in  Ver- 
gessenheit gerathen  gewesen:  ja  das  virtuelle  Princip  selbst, 
welches  doch  auch  schon  bei  Cartesius  eine  fumlamentale  Be- 
deutung gehabt  hatte,  war  in  den  Hintergrund  getreten.  Die 
beiläufige  und  eingeschränkte  Art,  in  welcher  wir  es  (Nr.  00)  bei 
Newton  erwähnt  und  aufgefasst  fanden,  ist  für  die  spätere  Zeit 
sogar  noch  als  eine  besondere  Berücksichtigung  anzusehen.  .Johann 
Bernoulli  ist  derjenige,  der  zuerst  wieder  auf  das  virtuelle  Princip 
nnd  dessen  grössere  Tragweite  ernstlicher  zurückkommt.  Zwar 
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ist  die  Formulirnng,  die  er  in  seiner  Preisabhandlung  über  die 
Mittheilung  der  Bewegung  von  1723  aufstellt,  noch  ziemlich  eng 
an  die  Newtonsche  Fassung  angeschlossen.  Er  sagt  dort*): 
„Zwei  Agentien  sind  im  Gleichgewicht  oder  haben  gleiche  Momente, 
wenn  ihre  absoluten  Kräfte  im  umgekehrten  Verhältniss  ihrer 
virtuellen  Geschwindigkeiten  stehen,  mögen  die  auf  einandei 
wirkenden  Kräfte  in  Bewegung  oder  Kühe  sein.  Dies  ist  ein 
gewöhnliches  Princip  der  Statik  und  Mechanik  u.  s.  w.“  Schon 
in  einem  älteren  Brief  an  Varignon  (v.  26.  Januar  1717)  hatte 
Johann  Bernoulli  das  Princip  möglichst  allgemein  auszudrücken 
versucht,  wie  der  folgende  Satz  beweist,  welcher  Rücksicht  auf 
die  Vorzeichen  nimmt*):  „Die  Summe  der  positiven  Energien 

wird  gleich  der  Summe  der  negativen,  aber  positiv  genommenen 
Energien  sein.“  In  dieser  Ausdrucksweise  verräth  sich  etwas  von 
dem  Galileischen  Begriff  der  Energie  und  des  ihr  entsprechenden 
Moments  einer  Kraft.  Die  Zusammenfassung  aller  Energien  nach 
zwei  Gruppen,  welche  durch  das  Vorzeichen  geschieden  sind,  ist 
hier  die  Hauptsache.  Es  ist  nicht  genug,  das  Princip  für  die 
einfachen  Maschinen  oder  einfache  Kräfteverhältuisse,  die  wesent- 
lich nur  aus  zwei  Gliedern  bestehen,  geltend  zu  machen,  sondern 
es  kommt  darauf  au,  dasselbe  für  ein  beliebiges  System  von 
Kräftecombinationen  auszusprechen.  Obwohl  nun  Galilei  das  virtuelle 
Princip  schon  in  die  Hydrostatik  eingeführt  hatte,  so  lässt  sich 
doch  nicht  leugnen,  dass  Johann  Bernoulli  wenigstens  den  erforder- 
lichen Schritt  gethan  hat,  um  die  virtuellen  Verhältnisse  in  ge- 
sonderter Weise  für  die  Theile  eines  beliebigen  Systems  vorstellig 
und  zum  Kennzeichen  des  Gleichgewichts  zu  machen.  Hieraus 
erklärt  es  sich  auch,  dass  man  bisweilen  auf  Johann  Bernoulli, 
als  auf  den  modernen  Urheber  des  virtuellen  Princips  hingewiesen 
findet  *).  In  Wahrheit  hat  sich  dieser  Mathematiker  nur  den 
älteren  Vorstellungen  wieder  genähert  und  hiebei  die  grössere 
Allgemeinheit  walten  lassen,  welche  der  entwickeltere  Zustand  der 
Mechanik  fast  unwillkürlich  nahe  legte. 


')  Opera,  Lausanne  1742,  Bd.  III  Uisconrs  sur  les  lois  de  la  comniuni- 
catiun  da  mooTement.  Cap.  •'t  S.  22. 

•)  Bei  Varignon  Nouvellc  Meeaniqne  etc.,  Bd.  II  S.  176. 

*)  Unter  Andern  auch  bei  Funrier  Memoire  snr  la  statiqne,  contenant 
la  deiiionetration  du  principe  des  vitesses  virtuelles  etc.  Journal  de  l'ecole 
polytechniqne,  tome  II  (.an  VI)  pago  21. 
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133.  Wenn  Johann  Bernoulli  eine  allgemeinere  Formulirung 
des  virtuellen  Princips  unternahm,  so  hat  Lagrauge  die  wahrhaft 
fundamentale  Natur  desselben  am  tiefsten  erkannt  und  es  dem- 
gemäss in  seinem  System  zum  Kcksteiu  der  ganzen  Mechanik 
gemacht.  Um  diese  Holle  des  Princips  zu  verstehen,  muss  man 
jedoch  die  besondern  Vorstellungen  untersuchen,  die  der  Vollender 
der  analytischen  Grundformen  der  mechanischen  Deduction  von 
dem  Wesen  des  virtuellen  Satzes  hegte.  In  der  1.  Ausgabe 
seiner  Analytischen  Mechanik  ging  er  von  dem  Princip  wie  von 
einem  Axiom  aus,  ohne  zu  versuchen,  den  früheren  Erläuterungen 
desselben  auch  seinerseits  eine  Art  Beweis  hinzuzufügeu.  In  der 
2.  Ausgabe  fühlte  er  das  Bedürfniss,  seinen  ersten  und  wichtigsten 
Ausgangspunkt  fester  als  bisher  zu  sichern,  und  er  nahm  seine 
Zuflucht  zu  einer  Wendung ’),  durch  welche  das  Princip  der  Kräfte- 
wirkung am  Flaschenzug  das  einzige  Hülfsmittel  wird,  den  Satz 
von  den  virtuellen  Geschwindigkeiten  zu  erweisen.  Dej'  Vortheil, 
der  hiemit  verbunden  wäre,  sollte  hauptsächlich  darin  bestehen, 
die  beiden  andern  statischen  Principien,  nämlich  das  des  Hebels 
und  das  des  Parallelogramms  der  Kräfte,  entbehrlich  zu  machen. 
In  allen  früheren  Erläuterungen  des  virtuellen  Gesetzes  hatte  man, 
wie  Lagrange  mit  Hecht  behauptet,  jene  beiden  Fundamentalsätze 
in  Anspruch  nehmen  müssen,  um  die  Combination  der  virtuellen 
Geschwindigkeiten  zu  bewerkstelligen.  Man  hatte  allerdings  die 
Beziehungen  am  Hebel  selbst  durch  die  Gleichheit  der  virtuellen 
Momente  gedeckt;  aber  man  war  nie  zu  einer  eigentlichen  Deduction 
ans  einem  ganz  allgemein  gefassten  virtuellen  Princip  gelangt. 
Am  wenigsten  hatte  man  aber  die  Zusammensetzung  oder  vielmehr 
Zerlegung  der  Kräfte  entbehren  können,  indem  ja  in  den  Forrau- 
lirungen  des  Princips  selbst  die  Heduction  der  V'erschiebungs- 
geschwindigkeiten  auf  die  Hichtungen  der  Kräfte  vorausgesetzt 
wurde,  und  indem  man  die  Aufhebung  entgegengesetzter  virtueller 


*)  Mec.  anal.  Bd.  I (1811)  Statik  Sect.  1 Art.  18  und  19.  — Der 
Flaechenzngbeweis  von  Lagrange  schon  früher  veröffentlicht  in  einem  .Aufsatz 
dos  Journ.  de  l'öcole  polyt.,  5.  Cahier  toiue  II  p.  115  Sur  lo  principe  dei 
vitesses  virtuelles;  im  Contrast  stehend  zu  Fouriers  eben  angeführter,  dera- 
.«elbcn  Heft  augeböriger  Abhandlung.  — Unter  Andern  hat  auch  Laplace  in 
der  Mecaniqne  celeste  Buch  I Cap.  3 einen  Beweisversuch  unternommen  und 
Poinsot  sich  die  Mühe  gemacht,  dessen  Unklarheit  und  Cirkelnatur  in  einem 
besondern  Aufsatz  in  Liouvillc  Journal  des  mathematiques,  Bd.  III  1888, 
S.  244 — 2-18  zu  beleuchten. 
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Momente  offenbar  nur  durch  die  Zurückführung  auf  einerlei  Rich- 
tung begreiflich  machen  konnte.  Unter  allen  Umständen  hatte 
sich  also,  bald  offener,  bald  versteckter,  die  Rücksicht  auf  die 
Zusammensetzung  der  Geschwindigkeiten  und  Kräfte  einfindeii 
müssen.  Die  neue  Entwicklung  Lagranges  hat  den  Anschein  tür 
sich,  die  Zusammensetzung  der  Kräfte  gänzlich  zu  umgehen.  Der 
Flaschenzug,  jene  bekannte,  Verbindung  von  Rollen,  die  theils  in 
festen,  theils  in  beweglichen  Fassungen  angebracht  sind,  und  um 
welche  sich  ein  einziges  Seil  windet,  hat,  als  ideelle  Maschine  zur 
Demonstration  gebraucht,  allerdings  zwei  wichtige  Vortheile.  Sie 
ist  ein  Mittel,  die  Einheit  einer  Kraft,  die  durch  die  gleichmässige 
Spannung  des  Seils  dargestellt  wird,  nicht  nur  durch  Xebenordnung 
und  Häufung  der  parallelen  Seilstücke  beliebig  zu  vervielfältigen, 
sondern  auch  diesen  Vervielfachungen  der  Krafteinheit  eine  be- 
liebige Richtung  zu  geben,  indem  man  die  Verbindungslinie  zwischen 
der  beweglichen  und  der  befestigten  Fassung  willkürlich  in  die 
erforderliche  Lage  bringt..  Auf  diese  Weise  kann  man  in  Ge- 
danken durch  die  Spannung  eines  einzigen  völlig  biegsamen  und 
unausdehubaren  Fadens,  den  man  abwechselnd  um  feste  und  um 
bewegliche  Punkte  (Rollen)  führt,  nach  jeder  beliehigen  Richtung 
eine  Kraft  von  bestimmter  Grösse  erzeugen  und  an  einem  ge- 
gebenen Punkte  angreifeu  lassen.  Mit  einem  einzigen  Faden  kann 
man  beliebig  viele  derartige  Kräfte  construiren,  und  sie  alle  zu- 
sammengeuomraen  sind  dann  das  Resultat  einer  einzigen  Zugkraft, 
die  in  Gestalt  eines  Gewichts  oder  auf  sonst  eine  Weise  an  dem 
unbefestigten  Ende  des  Fadens  vorhanden  ist.  Indem  sich  bei 
jedem  Angriffspunkte  eine  gewisse  Anzahl  von  gleichmässig  ge- 
spannten Theilen  des  Fadens  parallel  nebeneinander  beliudet  und 
vermittelst  der  beweglichen  Fassung  auf  das  anzugreifende  Object 
einheitlich  wirkt,  finden  sich  die  in  den  Spannungen  gegebenen 
Zugkräfte  summirt.  Die  Anzahl  der  Seil-  oder  Fadenstücke  ist 
hienach  der  Ausdruck  für  die  Kraft.  Es  ist  dies  die  einfachste 
Form  der  parallelen  Kräftecombination,  die  sich  denken  lässt. 

Nimmt  man  nun  ein  System  von  Körpern  oder  Punkten  an, 
auf  welches  beliebige  Kräfte  wirken,  so  kann  man  diese  Kräfte 
sämmtlich  durch  einen  einzigen  Flaschenzug  hergestellt  denken. 
Ein  einziger  Faden  mit  seiner  gleichmässigen  Spannung  und  mit 
dem  Hülfssystem  der  festen  und  beweglichen  Punkte,  um  die  er 
gewunden  wird,  ersetzt  mit  der  Coordination  und  den  verschiedenen 
Richtungen  seiner  Spannung  alle  Kräfte  des  Systems.  Soll  nun 
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das  Princip  der  virtuellen  Geschwindigkeiten  als  allgemeingültig 
dargethan  «erden,  so  ist  es  nur  erforderlich,  nachzuweisen,  dass 
im  Falle  einer  unbegrenzt  kleinen  Verschiebung  des  Systems,  d.  h. 
des  Inbegriffs  der  Angriffsörter  der  Kräfte,  die  Entfemungs- 
verändeningen  der  beweglichen  gegen  die  festen  Fassungen  sich 
zu  einander  so  verhalten,  dass  die  Kraft  am  freien  Ende  keine 
entsprecheude  Ortsveränderung  ihres  Angriffspunkts  durch  eine 
Läugenveränderung  des  freien  unbefestigten  Fadenstücks  erfahren 
kann.  Lagrange,  der  sich  an  diesem  Ende  ein  wirkliches  Gewicht 
denkt,  geht  von  dem  speciclleren  Gesichtspunkt  aus,  dass  dieses 
Gewicht  unter  Voraussetzung  der  erwähnten  Verschiebung  uicht 
sinken  dürfe.  Da  aber  der  allgemeine  Begriff'  der  Kraft  mit  der 
Schwere  und  der  verticalen  Richtung  hier  nichts  Wesentliches  zu 
schaffen  hat,  und  da  ohnedies  der  Flaschenzug  uicht  als  wirkliche 
Maschine,  sondern  als  ideelle  Combination  dient,  an  welcher  man 
alles  nur  empirisch  Nöthige,  aber  ideell  Unwesentliche  ausmerzen 
muss,  so  ist  nicht  abzusehen,  warum  mau  sich  unnütze  Schwierig- 
keiten bereiten  und  die  Allgemeinheit  des  Uaisonnements  durch 
die  blosse  Ausschliessuiig  dos  Sinkens  einschränken  soll.  Es 
muss  vielmehr  jede  Möglichkeit,  also  auch  die  des  Steigens  oder 
überhaupt  der  Ortsveränderung  am  freien  Wirkungsende  des  Fadens 
gegen  die  dort  angebrachte  Kraft  ausgeschlossen  werden.  Ist  das 
System,  auf  welches  die  gesammte  Fadenvorrichtung  wirkt,  im 
Gleichgewicht,  so  müssen  die  unbegrenzt  kleinen  Verschiebungen 
seiner  Theile  sich  compeusireu,  und  es  darf  aus  denselben  keine 
analoge  Affection  der  Lauge  des  freien  Eudes  entstehen. 

134.  Um  zu  beurtheilen,  was  der  Beweis  vermittelst  des 
Flaschenzuges  leiste,  und  welchen  Sinn  er  haben  könne,  ist  es 
nöthig,  zuvor  den  Inhalt  des  virtuellen  Princips  und  einen  in 
seiner  Formuliiung  höchst  wesentlichen  Umstand  näher  ins  Auge 
zu  fassen.  Sobald  in  einem  System  Gleichgewicht  besteht,  so 
werden  die  bei  einer  unbegrenzt  kleinen  Verschiebung  auf  den 
Richtungen  der  Kräfte  durchlaufenen  unbegrenzt  kleinen  Räume, 
d.  h.  also  die  virtuellen  Geschwindigkeiten  so  beschaffen  sein,  dass 
die  Summe  der  Producte  dieser  Räume  oder  Geschwindigkeiten 
mit  den  zugehörigen  Kräften  gleich  Null  ist.  Man  kann  diese 
Beschaffenheit  auch  dadurch  ausdrücken,  dass  man  sagt,  die 
Kräfte  müssten  sich  im  Fall  des  Gleichgewichts  umgekehrt  wie 
die  virtuellen  Geschwindigkeiten  verhalten.  Doch  ist  diese  Vor- 
stellungsart nur  daun  ohne  Weiteres  deutlich,  wenn  mau  nicht 
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mehr  als  zwei  Körper  zu  vergleichen  hat.  Für  das  Beispiel  des 
Hebels  sind  beide  Vorstellungsarten  sehr  geläufig;  man  hat  hier 
nur  zwei  mögliche,  d.  h.  virtuelle  Verschiebungen,  nämlich  ent- 
weder in  dem  einen  oder  in  dem  andern  Sinne  der  Drehung  um 
den  Untei-stützungspunkt.  Die  kleinen  Kreisbögen,  welche  gleich- 
zeitig durchlaufen  werden,  sind  in  diesem  Fall  den  Hebelarmen 
proportional.  Die  Gewichte  müssen  sich  umgekehrt  wie  dieselben 
verhalten  oder,  nach  der  zweiten  Vorstellungsart  zu  reden,  die 
Producte  aus  ihnen  und  den  zugehörigen  Bogentheilchen  müssen 
eine  Summe  gleich  Null  ergeben.  Letzteres  geschieht  nun,  sei 
es,  dass  man  in  dem  einen  oder  dem  andern  Sinn  die  Drehung 
voraussetze;  denn  beide  Producte  sind  gleich,  und  eines  derselben, 
nämlich  jedesmal  dasjenige,  welches  dem  gegen  die  Kraftrichtung 
durchlaufenen  Bogen  entspricht,  wird  negativ.  Hiemit  haben  wir 
das  einfachste  Beispiel,  wie  man  in  die  algebraische  Summe  der 
virtuellen  Momente  die  Vorzeichen  einzuführen  habe.  Doch  ist  die 
Bestimmung  gewisser  Momente  als  negativ  keineswegs  eine  leicht 
abzuraachende  Nebensache,  sondern  wird  sich  sogleich  als  ein 
Cardinalpunkt  erweisen,  der  für  die  Fassung  und  Begründung  des 
Princips  gleich  wichtig  werden  muss,  sobald  er  in  seiner  ganzen 
Bedeutung  erkannt  ist. 

Wenn  die  Verschiebung  des  Angrilfspunktes  einer  Kraft 
genau  im  entgegengesetzten  Sinne  der  Wirknngsrichtung  dieser 
Kraft  stattfindet,  so  wirkt  die  Kraft  negativ,  indem  sie  die  frag- 
liche Lageveränderung  in  ihrem  eignen  Sinne  zu  hemmen  strebt. 
Anders  verhält  es  sich,  wenn  die  Verschiebung  genau  im  Sinne 
der  Kraft  vor  sich  geht.  Alsdann  ist  zwar  auch  ein  Widerstand 
vorhanden;  aber  er  rührt  von  der  Gegenkraft  her,  die  sich  von 
einem  andern  Punkte  des  Systems  auf  den  in  Frage  stehenden 
Punkt  überträgt,  wie  das  Hebelbeispiel  leicht  deutlich  macht. 
Die  unmittelbar  an  diesem  Pimkt  betrachtete  Kraft  wirkt  positiv 
und  ergiebt  ein  positives  Moment,  indem  der  virtuelle  Weg  nach 
ihrer  eignen  Kichtung  durchlaufen  wird. 

Weniger  einfach  gestaltet  sich  das  Verhältniss,  sobald  der 
gewöhnliche  Fall  eintritt,  dass  keine  genaue  Entgegensetzung  oder 
Uebereinstimmung  des  Sinnes  der  Verschiebungen  und  der  Kräfte 
statthat.  Dennoch  sind  alle  Zwischenfalle  innerhalb  dieser  beiden 
äussersten  Möglichkeiten  sammt  den  Extremen  selbst  mu-  die  be- 
sonderu  Gestaltungen  einer  und  derselben  allgemeinen  Beziehung. 
Mau  bemerkt  diesen  wichtigen  Umstand  recht  deutlich,  wenn  man 
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noch  erst  einen  dritten,  besonders  ausgezeichneten  Fall  untersucht, 
nämlich  denjenigen,  in  welchem  die  Verschiebung  auf  der  Kraft- 
richtnug  senkrecht  steht.  Alsdann  ist  bekanntlich  das  virtuelle 
Moment  Null,  weil  die  virtuelle  Geschwindigkeit  Null  ist.  Auf 
der  Kraftrichtung  wird  in  diesem  Falle  gar  kein  Kaum  durch- 
laufen, indem  die  Projectiou  der  Verschiebung  einen  blossen  Punkt 
ergiebt.  ln  allen  andern  Zwischonlagen,  also  in  dem  allgemeinen 
Fall,  in  welchem  der  Winkel,  den  die  Verschiebungsrichtung  mit 
der  Kraftrichtung  bildet,  weder  Nult  noch  ein  rechter  noch  ein 
grader  ist,  wird  eine  bestimmte  Keductiou  stattfinden,  und  es  wird 
die  durch  Projectiou  auf  die  Kraftrichtnng  reducirte  Verschiebimg 
positiv  zu  nehmen  sein,  wenn  der  Winkel  ein  spitzer,  negativ  aber, 
wenn  er  ein  stumpfer  ist.  Diese  Fälle,  sowie  die  besonders  aus- 
gezeichneten, vereinigen  sich  jedoch  unter  der  allgemeinen  Regel, 
stets  die  Verschiebung  nach  Lage  und  Sinn  der  Kraftrichtung  zu 
reducireii  und  so  nach  Grösse  und  Vorzeichen  zu  schätzen.  Auch 
die  äussersten  Gestaltungen  sind  nur  vereinzelte  Ergebnisse  eines 
und  desselben  Gesichtspunkts.  Die  Reduction  der  Verschiebung 
auf  denjenigen  Theil,  der  im  Sinn  oder  gegen  den  Sinn,  also  über- 
haupt nach  der  Linie  der  Kraftwirkung  durchlaufen  wird,  ist  das 
Entscheidende,  und  wenn  man  die  Ursache  der  Verschiebung  selbst 
als  eine  Kraft  anseheu  wollte,  so  würde  man  sagen  können,  dass  die 
den  unbegrenzt  kleinen  Verschiebungen  entsprechenden,  das  Gleich- 
gewicht störenden  Kräfte,  gemessen  nach  der  Richtung  der  am  System 
wirksamen  Kräfte,  mit  ihren  gegenseitigen  Einwirkungen  einander 
authebeu  und  die  Momentensumme  gleich  Null  ergeben  müssen. 

135.  Jedoch  ist  noch  ein  weniger  ungewohnter  Ausweg  vor- 
handen, für  die  gekennzeichnete  Reduction  nicht  blos  einen  ana- 
lytisch zu  rechtfertigenden  Ausdruck,  sondern  auch  einen  logisch 
haltbaren  Sinn  zu  gewinnen.  Man  kann  nämlich  die  Vorstellungs- 
art völlig  umkehren,  indem  man  nicht,  wie  gewöhnlich  geschieht 
und  wie  auch  Lagrange  überall  voraussetzt,  die  Verschiebungen 
auf  die  Kraftrichtungen,  sondern  die  letzteren  auf  die  Richtungen 
der  ersteren  reducirt.  Analytisch  wird  der  Ausdruck  für  das 
virtuelle  Moment  stets  derselbe;  aber  in  der  Vorstellungsart  ist 
es  ein  grosser  Unterschied,  ob  mau  die  drei  Factoren,  aus  denen 
das  virtuelle  Moment  besteht,  auf  die  eine  oder  die  andere  Weise 
abtheilt.  Derjenige  Factor,  welcher  durch  den  Cosinus  des 
Winkels  zwischen  Kraftrichtung  und  Verschiebungsrichtung  dar- 
gestellt wird,  kann  entweder  mit  der  Grösse  der  Verschiebung 
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oder  unmittelbar  mit  der  Grosse  der  Kraft  multiplicirt  gedacht 
»erden.  Das  eine  dieser  Producte  stellt  die  Projection  der  Ver- 
schiebung auf  die  Kraftrichtung  vor  und  entspricht  dem  vor- 
herrschenden Gesichtspunkt:  das  andere  Product  vertritt  die 
Projection  oder  Reduction  der  Kraftgr5sse  auf  die  V’erschiehiings- 
richtung.  Als  dritter  Factor  bleibt  in  dem  ersteren  Fall  die 
absolute  Kraftgrösse,  in  dem  letzteren  die  absolute  unveränderte 
Verschiebung  übrig.  Vom  Standpunkt  der  gewöhnlichen  Vor- 
stellung der  den  Grund  der  Hichtungsvirtualitäten  bildenden 
Systeraanordnung  und  namentlich  für  den  Fall  fest  vorgeschriebener 
Richtungen  erscheint  die  zweite  .\nschauungs weise  als  die  mechanisch 
natürlichere.  Die  sonst  freie  Kraft  kann  im  Zusammenhang  des 
Systems  nur  nach  Maassgabe  und  in  den  Schranken  der  möglichen 
Verschiebung  oder  der  mehrfachen  Verschiebungen,  die  mau  etwa 
als  zulässig  anzuuehmen  hat,  wirksam  gedacht  werden.  Sie 
reducirt  sich  mithin  zunächst  auf  die  mögliche  oder  virtuelle 
Richtung  einer  solchen  Verschiebung  und  entwickelt  sich  übrigens 
mit  der  durch  die  Verschiebung  nicht  blos  der  Richtung  sondern 
auch  der  Grösse  nach  vorgezeichut'ten  (relativen)  Geschwindigkeit. 
Auf  diese  Weise  setzt  sich  ihre  Energie  aus  zwei  Factoren  zu- 
sammen, von  denen  der  eine  die  der  Richtung  nach  schon 
reducirte  Kraft,  der  andere  aber  die  unbegrenzt  kleine  Weg- 
strecke oder  die  durch  die  letztere  dargestellte  Geschwindigkeit 
ist.  Ob  man  nämlich  den  virtuellen  Weg  durch  das  Zeitelemeut 
dividirt  oder  nicht,  ist  ganz  gleichgültig.  Proportional  bleiben 
dennoch  die  Geschwindigkeiten  durch  die  kleinen  Wege  repräsentirt. 

Am  Beispiel  des  Winkelhebels  oder  auch  au  demjenigen 
eines  graden  Hebels,  an  welchem  nicht  die  verticale  Schwerkraft, 
sondern  andere  Zugkräfte  in  beliebigen  Richtungen  augreifen, 
kann  man  sich  sofort  speciell  veranschaulichen,  wie  sich  die  beiden 
Vorstellungsarten  wesentlich  unterscheiden.  Die  Kräfte  wirken 
unter  allen  Umständen  nach  Richtung  der  Bögen,  d.  h.  sie  reduciren 
sich  zunächst  nach  dem  Winkel  gegen  dieselben.  Ausserdem 
wirken  sie  nach  Maassgabe  der  durch  die  Bogenlängen  vor- 
gestellten möglichen  Geschwindigkeiten.  Was  die  Kräfte  sonst 
noch,  etwa  in  einer  andern  Richtung  und  bei  einer  anders  vor- 
geschriebenen Geschwindigkeit  vermöchten,  oder  überhaupt  ein  Theil 
ihrer  sonst  möglichen  freien  Wirkung  wird  durch  die  vorgeschriebene 
Richtung  und  durch  die  Einschränkung  der  natürlichen  Geschwindig- 
keit auf  der  virtuellen  Bahn  aufgehoben.  Diese  Bahn  mit  ihren 
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Bedingungen  ist  es,  woran  sich  ein  Theil  der  Kraft  so  zu  sagen 
bricht.  Für  die  Richtung  ist  dies  so  klar  wie  an  der  schiefen 
Ebene;  überhaupt  liegt  die  allgemeine  fundamentale  Richtungs- 
reduction  der  Kraft  vor,  wie  sie  allen  Zerlegungen  eigen  sein  muss. 
Was  aber  die  gehemmte  natürliche  Geschwindigkeit  anbetrifft,  so 
begreift  sich  auch  die  Wirkung  dieser  Einschränkung  leicht,  wenn 
man  principiell  davon  ausgeht,  dass  eine  statische  Kraft  nach 
Verhältniss  des  Geschwindigkeitsfactors  wirkt,  von  dem  sie  afficirt 
ist.  Hier  liegt  allerdings  der  Kern  des  virtuellen  Princips;  aber 
es  handelt  sich  vorläufig  nur  erst  um  die  Schaale,  d.  h.  um  ein 
Verständniss  seiner  allgemeinen,  complicirten  und  umfassenden 
Formulirung. 

Im  Gegensatz  zu  der  zweiten  Voi-stollungsart  versuche  man 
es  nun  mit  der  Auslegung  der  ersten.  Die  Verschiebung  wird 
also  hier  z.  B.  auf  die  am  Hobel  schief  angreifende  Kraft  projicirt, 
und  diese  Projectioii  des  kleinen  Bogens,  multiplicirt  mit  der 
absoluten  Kraft,  gilt  dann  als  virtuelles  Moment.  Was  soll  man 
aber  für  eine  Vorstellung  mit  diesem  Product  der  Kraft  in  einen 
kleinen  Itaumabschnitt  verbinden,  der  auf  ihrer  Richtung  markirt 
ist,  ohne  unmittelbar  etwas  Reales,  d.  h.  etwas  zu  bedeuten,  was 
mehr  wäre,  als  der  blos  phänomenale  Begriff  einer  fremden,  aber 
aus  dem  Gesichtspunkt  der  Kraftrichtuug  aufgefassten  und  so  zu 
sagen  in  der  Projection  gesehenen  BahiilinieV 

Bei  ganz  strenger  Betrachtung  müsste  übrigens  auch  die 
völlige  Abstractiou  von  den  unbegrenzt  kleinen  Verschiebungen  und 
die  Zurückfübrung  aller  Verhältnisse  auf  die  genauen,  un ver- 
schobenen Angriffspunkte  der  Kräfte  grade  noch  mehr  zeigen,  wie 
wenig  es  angeht,  die  Reduction  der  Kraft  auf  die  virtuelle 
Richtung  mit  der  Reduction  von  etwas  Anderem  auf  die  Kraft- 
richtung zu  vertauschen.  Dieses  Andere  würde  hier  der  blosse 
Differentialcoefficient,  also  der  reine  und  nicht  mehr  infinitesimal 
gemischte  Ausdruck  der  strengen  punktuellen  und  eventuellen 
Geschwindigkeit  oder  vielmehr  blos  des  Geschwindigkeitsverhält- 
nisses sein,  welches  nach  der  Verfassung  des  Systems  im  Hinblick 
auf  eine  mögliche  Verschiebung  für  den  fraglichen  Punkt  in  Be- 
ziehung auf  die  übrigen  Punkte  existirt.  Lagrange  hat  in  seiner 
Functionentheorie  wenigstens  analytisch  diese  Beseitigung  der 
virtuellen  Verschiebungen  vollzogen  und  die  ganze  principielle 
Beziehung  mit  leichter  Mühe  in  endlichen  .\usdriicken  dargestellt. 
Die  strengen  Geschwindigkeiten  werden  überall  durch  die  abge- 
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leiteten  Functionen,  d.  h.  durch  die  von  den  differentiellen  Ele- 
menten befreiten  reinen  Differentialcoefhcienten  ausgedrückt,  und  es 
ist  natürlich,  dass  auch  die  virtuelle  Geschwindigkeit  in  dieser 
eiacten  Weise  aufgefasst  werde.  Da  sie  keine  actuelle  Geschwindig- 
keit ist,  so  liegt  kein  Widerspruch  darin,  sie  auf  den  Zustand  der 
Ruhe  zu  beziehen.  Es  braucht  sich  nämlich  gar  nicht  um 
Geschwindigkeiten,  sondern  nur  um  die  punktuellen,  in  der  Ruhe 
vorhandenen  Vorbedingungen,  d.  h.  Bedingungsgrössen  der  Ent- 
stehung der  als  erzeugbar  gedachten  Geschwindigkeiten  zu  handeln. 
Geht  man  von  dieser  genauen  Zergliederung  des  Sachverhalts  von 
vornherein  aus,  so  hat  man  es  für  die  .\ngriffspunkte  der  Kräfte 
mit  virtuellen  Richtungen  und  mit  gegebeneu  Grössenverhältnissen 
der  virtuellen,  d.  h.  möglichen  Geschwindigkeitserzeugungen  zu 
thun.  Diese  gegebenen  Verhältnisse  sammt  den  zugehörigen 
virtuellen  Richtungen  lassen  sich  nun  aber  nicht  auf  die  an- 
greifende Kraft  reduciren  oder  den  Bedingungen  dieser  Kraft 
unterordnen,  sondern  es  muss  umgekehrt  diese  Kraft  iu  den 
Schranken  der  vorgezeichneten  Bedingungen  wirksam  gedacht  und 
mithin  auf  die  gegebene  Richtung  und  das  gegebene  Geschwindig- 
keitsverhältniss  reducirt  werden. 

136.  Selbst  wenn  man  den  Verschiebungen  besondere  störende 
Kräfte  entsprechen  lassen  wollte,  wie  wir  es  Nr.  134  als  möglich 
vorausgesetzt  haben,  so  würde  mau  diese  Kräfte  doch  nicht  un- 
mittelbar mit  deu  angreifenden  Kräften  vergleichen  können,  sondern 
des  Richtungsunterschieds  und  der  relativen  Geschwindigkeits- 
verhältnisse wegen  eine  Reduction  nöthig  haben.  Nun  könnte  die 
letztere  so  vorgestellt  werden,  dass  eine  Grösse  ermittelt  wird,  die 
iu  der  eignen  Wirkungsrichtung  der  angreifenden  Kraft  ein 
Aequivalent  der  virtuellen  Störung  bildet.  Trotzdem  bliebe  aber 
diese  Art,  das  Verhältniss  zu  betrachten,  offenbar  mit  dem 
Charakter  des  Gezwungenen  behaftet.  .Ta  man  müsste  sogar,  um 
die  Vorstellungsart  wenigstens  exact  zu  machen,  die  virtuellen 
Störungen  immer  unmittelbar  mit  den  Gegenkräften,  nicht  aber 
mit  denjenigen  Kräften  vergleichen,  durch  welche  sie  am  System 
erzeugt  gedacht  werden  könnten.  Man  würde  auf  diese  Weise 
zwei  äquivalente  Kräftegruppen  erhalten,  deren  jede  dem  Gleich- 
gewicht entspricht,  die  sich  aber  dadurch  unterscheiden,  dass  sich 
in  der  einen  der  Wirkungssinn,  d.  h.  die  Vorzeichen  sämmtlich 
umgekehrt  finden.  Erat  durch  diesen  Umweg  würde  man  den 
Uebergang  von  deu  virtuellen  Störungen  zu  deu  auf  die  Aequi- 
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Valenz  mit  diesen  Störungen  reducirten  Kräften  machen  können, 
die  an  dem  System  gegeben  sind. 

Nach  dem  Vorangehenden  dürfen  wir  den  Gedanken  als 
gesichert  betrachten,  dass  eine  directe  und  natürliche  Vorstellung 
von  dem  Wesen  der  virtuellen  Kräftewirkung  nur  möglich  ist, 
wenn  man  von  den  gegebenen  Kräften  ansgeht  und  dieselben  auf 
die  Richtungen  und  relativen  Geschwindigkeiten,  die  das  System 
im  Falle  einer  Verschiebung  ergiebt,  nach  den  erwähnten  Gesichts- 
punkten reducirt.  Von  diesem  natürlichen  Standpunkt  aus  ergeben 
sich  für  das  virtuelle  Priucip  verschiedene  Ausdrucksarten.  Zu 
der  gewöhnlichen  Formuliruiig,  derzufolge  die  Summe  der  virtuellen 
Momente  gleich  Null  ist,  und  zu  den  manuichfaltigen  Variationen, 
in  denen  man  diese  Fassung  wiederholen  kann,  tritt  noch  eine 
logisch  sehr  wichtige  hinzu,  die  den  Vortheil  hat,  an  sich  selbst 
noch  keine  Beziehung  auf  die  Beschaffenheit  des  analytischen 
Ausdrucks  zu  enthalten.  Wenn  mau  nämlich  einfach  sagt,  dass 
die  virtuelle  Kräftewirkung  im  Falle  des  Gleichgewichts  gleich 
Null  sein  müsse  oder,  wenn  mau  diesen  Ausdruck  lieber  will, 
keinen  Bewegungsrest,  oder  kein  zur  Bewegung  übrig  bleibendes 
Kraftelemeut  ergeben  dürfe,  so  liegt  in  dieser  Forderung  wesentlich 
nichts  weiter  als  eine  Umschreibung  des  Gleichgewichts  als  der 
gegenseitigen  Aufhebung  der  eventuellen  oder  möglichen  Kräfte- 
wirkung. Die  Kräfte  sind  im  Gleichgewicht,  wenn  sie  keine 
Bewegung  hervorbringen.  Was  geschehen  würde,  wenn  jede  nach 
den  Bedingungen  des  Systems  ihr  Bestreben  zur  Bewegung  bei 
einer  kleinen  Störung  verwirklichte,  — dieses  hypothetische 
Geschehen  muss  einen  strengen  Rückschluss  auf  das  gestatten, 
was  wirklich  geschieht.  Man  kann  also  das  Gleichgewicht  negativ 
deflnireu  als  denjenigen  Zustand  der  Kräfte,  in  welchem  die  als 
möglich  vorausgesetzte  und  fingirte  Verschiebungsbewegung  sich 
vermöge  der  blossen  Kräftewirkung  selbst  als  unmöglich  erweist. 

Als  virtuelle  Kräftewirkung  wird  man  also  nur  die  in  einer 
abstracten  Weise  als  möglich  vorausgesetzte  elementare  Entwicklung 
anzusehen  haben.  Die  Abstraction  liegt«  hiebei  darin,  dass  man 
sich  jede  Kraft  isolirt  und  nur  derjenigen  Beschränkung  unter- 
worfen denkt,  welcher  die  Bewegung  ihres  Angriffspunkts  in  Folge 
der  Verfassung  oder  Gestalt  des  Systems  schon  an  und  für  sich 
unterliegt.  Die  Summe  der  virtuellen  Actionen  wird  im  Fall  des 
Gleichgewichts  gleich  Null  sein  müssen.  Diese  neue  Formel  für 
das  Princip  macht  es  verständlich,  warum  es  ganz  gleichgültig 
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ist,  ob  man  zum  Maass  der  virtuellen  Momente  die  Geschwindig- 
keiten oder  die  elementaren  Arbeiten  nimmt  Beide  werden  durch 
die  Verschiebungen  repräsentirt,  indem  zu  den  letzteren  der  Factor 
der  reducirten  Kraft  hinzutritt.  Doch  darf  nicht  vergessen 
werden,  dass  die  mögliche  Action  keine  actnelle  ist,  nnd  dass  die 
Producte  aus  den  Kräften  in  die  Wegelemente  in  Ermangelung 
einer  Gegenkraft  keine  andere  Bedeutung  haben  können,  als  wenn 
es  sich  um  eine  blosse  Beharrungsgeschwiudigkeit  oder  Bewegungs- 
grösse handelte.  Dennoch  ist  es  aber  möglich,  nöthigeufalls  auch 
den  Gesichtspunkt  der  Gegenkraft  einziiführen  und  die  virtuellen 
Verschiebungen  als  Resultate  zu  betrachten,  die  durch  üeber- 
windung  eines  Widerstandes  gewonnen  sind.  Bei  dieser  Be- 

trachtungsart muss  der  Kraftfactor  nicht  als  blosses  Gewicht 
sondern  sammt  der  Gegenki-aft  als  Träger  einer  beschleunigenden 
Ursache  vorgestellt  werden.  Wie  man  sich  aber  auch  das  Ver- 
hältniss  denken  möge,  so  wird  man  doch  nicht  in  Verlegenheit 
sein,  dem  Begriff  einer  unter  gewissen  Voraussetzungen  möglichen 
Action  eine  deutliche  Veranschaulichung  abzugewinnen. 

137.  Wenn  es  die  virtuelle  Wirkung  der  Kräfte  ist,  auf 
die  man  zu  achten  hat,  so  steht  das  Princip  bereits  fest,  nnd  die 
weitere  Frage  ist  nur  die,  wie  diese  virtuelle  Wirkung  zu  messen 
sei.  Um  aber  zu  wissen,  wie  man  die  virtuelle  Wirkung  der 
Kräfte  zu  schätzen  habe,  muss  man  zuvor  darüber  einig  sein,  wie 
und  durch  welche  Factoren  die  Kräftewirkung  überhaupt  bestimmt 
werde.  Die  actuelle  oder  die  freie  Kräftewirkung  giebt  auch  das 
Maass  ab,  die  blos  mögliche  nnd  virtuelle,  d.  h.  die  eingeschränkte 
Action  auszudrücken.  So  weist  also  das  virtuelle  Princip  auf  den 
Begriff  der  Kraftgrösse  und  deren  Factoren  zurück.  Ueber  die 
Beziehungen  der  Kraft  zur  Geschwindigkeit  und  zum  Raume  muss 
entschieden  sein,  ehe  man  daran  denken  kann,  das  virtuelle 
Princip  auf  einen  sichern  Gnmd  zu  stützen.  Ist  aber  über  diesen 
Fundamentalpunkt  entschieden,  dann  genügt  auch  der  blosse  Satz, 
dass  die  virtuelle  Wirkung  im  Fall  des  Gleichgewichts  Null  sein 
müsse.  Diese  virtuelle  Wirkung  übersetzt  sich  daun  sofort  in  die 
Summe  der  virtuellen  Momente,  und  diese  Momente  wiederum 
kann  man  nach  Belieben  als  Producte  aus  den  der  Richtung  nach 
reducirten  Kräften  und  den  relativen  Geschwindigkeiten,  oder  aber 
aus  diesen  Kräften  und  den  Elementarräumen  zusammengesetzt 
denken.  Ja  man  kann  diesen  Momenten  Jeden  mechanischen 
Begriff  unterlegen,  der  geeignet  ist,  die  momentane  Actiou  einer  Kraft 
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auszudrücken,  die  genöthigt  ist,  nach  einer  bestimmten  Kichtung 
und  innerhalb  vorgeschriebener  Geschwindigkeitsverhältnisse  zu 
agiren. 

Um  Missverständnisse  auszuschliessen,  sei  schon  hier  daran 
erinnert,  dass  die  virtuelle  Thätigkeit  ein  Inbegriff  von  vielerlei 
Möglichkeiten  sein  kann,  während  actuell  nur  eine  einzige  Bewegung 
denkbar  ist.  Der  Endpunkt  eines  Hebels  kann  in  zwei  Richtungen 
verschoben  werden.  Von  zwei  Punkten,  die  an  dieselbe  Entfernung 
gebunden  sind,  kann  jeder  in  allen  Richtungen  verschoben  werden, 
und  es  giebt  sogar  zwei  Verschiebungen,  bei  denen  die  ent- 
sprechende virtuelle  Verschiebung  des  andern  Punktes  Null  seiu 
kann.  Ein  einziger  in  der  Ebene  freier  Punkt  ist  auch  eine  Art 
System,  sobald  er  der  Angriffspunkt  mehrerer  Kräfte  ist,  und  die 
virtuellen  Verschiebungen  sind  der  Inbegriff  aller  Radien,  die  man 
in  einem  kleinen  Kreise  um  ihn  herum  denken  mag.  Sollen  nun 
die  Kräfte  um  diesen  Punkt  im  Gleichgewicht  sein,  so  müssen  sie 
sich  für  jeden  Radius,  auf  dem  mau  sie  wirksam  denkt,  und  auf 
den  man  sie  projicirt,  zu  Null  ueutralisiren.  Die  virtuelle  Ver- 
schiebung selbst  ist  in  diesem  Fall  ein  gemeinschaftlicher  Factor, 
den  man  nicht  zu  berücksichtigen  braucht.  Es  bleiben  mithin  nur 
die  reducirten  Kräfte  selbst  übrig,  und  diese  müssen  daher  auf 
jeder  beliebigen  Richtung  in  der  Ebene  eine  Gesammtsumme  gleich 
Null  hervorbringen.  Hätten  wir  den  Punkt  als  frei  im  Raume  be- 
trachtet, so  würden  wir  eine  noch  grössere  Mannichfaltigkeit, 
nämlich  alle  Radien  einer  kleinen  um  den  Punkt  beschriebenen 
Kugel  als  virtuelle  Verschiebungen  zu  beiücksichtigen  gehabt  haben. 
Die  Möglichkeit,  dass  für  irgend  eine  dieser  Verschiebungen  die 
Summe  der  zugehörigen  virtuellen  Momente  oder,  was  hier  dasselbe 
ist,  der  auf  die  Verschiebungsrichtuug  reducirten  Kräfte,  nicht 
gleich  Null  sei,  muss  ausgeschlossen  werden,  wenn  unter  den 
Kräften  Gleichgewicht  bestehen  soll.  Bekanntlich  kann  man  diese 
vielen  virtuellen  Verschiebungen  auf  drei  wesentliche  reduciren,  die 
den  drei  Dimensionen  des  Raumes  entsprechen.  Sind  nämlich  die 
Momente  oder  Kraftreductionen  für  drei  nicht  in  einer  Ebene 
liegende  Richtungen  Null,  so  müssen  sie  es  auch  für  alle  übrigen 
sein,  indem  sich  jedes  andere  Moment  aus  jenen  drei,  die  selbst 
Null  sind,  durch  Projectionen  ableiteu  lassen  muss.  Die  Methode, 
die  Virtualitäten  oder  Möglichkeiten,  welche  in  grösserer  Anzahl 
vorhanden  sind,  auf  die  wesentlichen  und  unabhängig  maass- 
gebenden Fälle  zurückzuführen,  ist  das  Hauptmittel  Lagranges. 
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vermöge  dessen  die  analytischen  Variationen  der  für  ein  mechanisches 
System  geltenden  Bedinguugsgleichnngen  eine  so  grosse  Tragweite 
erhalten.  Doch  war  es  uns  an  dieser  Stelle  nur  dämm  zu  thiin. 
bemerken  zu  lassen,  wie  der  Begriff  der  virtuellen  Kraftwirknng 
die  Vorstellung  von  Möglichkeiten  einschliesst,  die  sich  im  Hin- 
blick auf  die  Verfassung  eines  mechanischen  Systems  näher 
bestimmen.  Hiebei  ist  es  aber  nicht  einmal  nöthig,  dass  man  alle 
Einschränkungen,  die  durch  das  System  gegeben  sind,  auf  einmal 
berücksichtige,  sondern  mau  kann  schrittweise  die  einzelnen  noth- 
wendigen  Beziehungen  und  die  ihnen  entsprechenden  Bedingungs- 
gleichungen zur  Verengung  des  Bereichs  der  Möglichkeiten  der 
Kraftwirkung  benutzen.  Auf  diese  Weise  erhält  man  Anfangs 
einen  weitem  Spielraum,  für  den  man  die  virtuelle  Kräftewirkung 
bestimmen  kann,  um  dieselbe  nachher  noch  weiter  einzuschränken 
und  schliesslich  die  geringste  Zahl  der  unter  allen  Umständen  offen 
bleibenden  Möglichkeiten  zum  AnkuQpfungspunkt  für  die  ent- 
scheidende Gesammtbeurtheilung  des  virtuellen  Effects  zu  machen. 
Hiemit  werden  dann  alle  Möglichkeiten  in  einer  übersichtlichen 
Weise  erschöpft,  indem  Alles,  was  an  diesen  Möglichkeiten  secundär, 
d.  h.  eine  blosse  Consequenz  auderer  schon  erwogener  Möglich- 
keiten ist,  als  unerheblich  ausgeschieden  wird.  In  dieser  Wendung 
beruht  Lagrauges  Hauptmethode,  das  virtuelle  Princip  analytisch 
zu  verwerthen.  Kehren  wir  jedoch  zu  dem  Ausgangspunkt  unserer 
Becbenschaft  zirrück  und  sehen  wir  zu,  wie  sich,  nach  Feststellung 
des  allgemeinen  Sinnes  des  virtuellen  Princips,  der  Beweis  desselben 
durch  den  Flaschenzug  ausnimmt. 

138.  Bei  der  Beurtheilung  des  Beweises  durch  den  Flaschenzug 
hat  man  sich  zu  erinnern,  dass  der  virtuelle  Satz  umkehrbar  ist, 
und  dass  er  mithin  zwei  Behanptungen  einschliesst.  Wenn  Gleich- 
gewicht vorhanden  ist,  so  wird  die  Summe  der  virtuellen  Momente 
in  jeder  Hinsicht  gleich  Null  sein,  und  umgekehrt,  sobald  Letzteres 
der  Fall  ist,  wird  auch  Gleichgewicht  vorhanden  sein  müssen. 
Der  principale  Satz  ist  natürlich  das,  was  wir  hier  als  Umkehrung 
bezeichnet  haben:  denn  es  handelt  sich  in  der  Mechanik  weniger 
um  die  Folgen  imd  Eigenschaften  als  vielmehr  um  die  Vor- 
bedingungen des  Gleichgewichts  und  der  Bewegung.  Das  Princip 
soll  uns  lehren,  die  Bedingungen  des  Gleichgewichts  zu  bestimmen, 
wenn  es  auch  historisch  zuerst  blos  zur  Charakteristik  einer 
allgemeinen  Eigenschaft  des  vorhandenen  Gleichgewichts  gedient 
hat.  Lagrange  gebt  jedoch  vom  gegebenen  Gleichgewicht  aus 
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und  beweist  zuerst  den  Satz,  dass  unter  Voraussetzung  dieses 
gegebenen  Gleichgewichts  die  Summe  der  virtuellen  Momente 
gleich  Null  sei. 

Die  Veranschaulichung,  die  der  ideelle  Flaschenzug  hiefür 
darbietet,  entspricht  in  einem  gewissen  Sinne  derjenigen  Vor- 
stellungsart, die  wir  in  Beziehung  auf  die  Richtungsreduction  als 
die  erste  und  gewöhnliche  auseinandergesetzt  haben.  Nach  der 
oben  beschriebenen  Zurüstung  greifen  die  beweglichen  Fassungen 
an  den  verschiedenen  Punkten  des  Systems  an.  Der  Einfachheit 
wegen  denke  man  sich  z.  B.  eine  Hebolliuie,  d.  h.  eine  um  einen 
Punkt  drehbare  Stange,  au  deren  Endpunkten  die  Kräfte,  d.  h. 
die  beweglichen  Fassungen  des  Flaschenzuges  nicht  in  rechten 
Winkeln  sondern  in  unterschiedenen  schiefen  Richtungen  angreifeu 
sollen.  Die  virtuelle  Verschiebung  wird  nun  eine  Verlängening 
des  Abstandes  der  einen  beweglichen  Fassung  von  der  festen  mit 
sich  bringen,  und  es  wird  dieser  Verlängerung  eine  Verkürzung 
am  andern  Endpunkt  entsprechen.  Die  virtuellen  Verschiebungen 
sind  in  unserm  Beispiel,  in  welchem  wir  die  Hebelstange 
horizontal  denken,  offenbar  vertical.  Die  ihnen  entsprecheudeu 
Verkürzungen  und  Verlängenmgeu  oder,  mit  andern  Worten, 
die  Verschiebungen  der  Angriffspunkte  auf  den  Richtungen  der 
Kräfte  selbst  sind  aber  die  oben  erörterten  Reductioneu,  welche 
durch  Multiplication  der  Verschiebung  mit  dem  Cosinus  des  Winkels 
eutstebeu,  den  die  hier  verticale  Verschiebungsrichtung  mit  der 
Kraftrichtung,  d.  h.  hier  mit  der  Richtung  der  angreifeudeu  Seil- 
gruppe bildet.  In  der  That  verkün.t  oder  verlängert  sich  die 
Ausdehnung  der  fraglichen  Seilgruppe  nur  um  die  Projectiou  der 
virtuellen  Verschiebung  auf  die  Seilrichtung:  denn  während  der 
Augriffspunkt,  als  Endpunkt  der  Wirkungslinie  der  Kraft  betrachtet, 
die  Verschiel)ung  vertical  durchläuft,  nähert  oder  entfernt  er  sich 
zugleich  nach  der  schiefeu  Richtung  der  Seilgruppe,  deren  Ende 
er  bildet,  um  die  Projectiou  jener  Verschiebung.  Dies  ist  so  an- 
schaulich, dass  man  keine  bessere  Verdeutlichung  auffindeu  dürfte. 
Der  Dienst,  den  hier  der  Flascheuzug  leistet,  ist  wirklich  ein 
Mittel,  der  gewöhulichtui  Vorstelluugsart  von  der  Reduction  der 
Verschiebung  wenigstens  einen  indirecteii  mechanischen  Sinn  zu 
geben.  Das  virtuelle  Moment,  welches  auf  diese  Weise  construirt 
wird,  setzt  sich  in  der  That  aus  der  uiircducirteu  Kraft,  die  durch 
die  Anzahl  der  Seile  gemessen  wird,  und  aus  der  auf  die  Richtung 
dieser  Kraft,  also  auf  die  Seilrichtuug  reducirten  Verschiebung 
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zusammen.  Lagrange  nennt  kurzweg  diese  letztere  die  virtuelle 
Geschwindigkeit.  Man  müsste  sie  genauer  als  \irtuelle  Geschwindig- 
keit nach  Hichtung  der  Kraft  bezeichnen ; denn  sie  ist  keine  blosse 
Folge  der  Systemverfassiiug  oder  Systemvorrichtuiig,  sondeni  hängt 
von  der  zufälligen  Lage  der  augreifendeu  Kraft  ab.  Hie  Ver- 
kürzungen und  Verlängeningeu,  die  sich  für  das  Hebelbeispiel  sehr 
einfach  gestalten,  müssen  nun  für  jedes  Gleichgewicbtssystem  offen- 
bar so  beschaffen  sein,  dass  sie  au  der  Gesammtlänge  des  Seils 
nichts  ändern.  Thäten  sie  Letzteres,  so  würden  sie  das  Gewicht 
oder  Oberhaupt  die  Kraft  am  freien  Ende  des  Seils  afficiren  und 
deren  Angriffspunkt  verschieben,  was  gegen  die  Voraussetzung 
sein  würde,  indem  ein  Kest  von  bewegender  Kraft  als  Ueberschuss 
über  die  gegenseitigen  Aufliebungswirkungen  übrig  bliebe.  Diese 
Möglichkeit  ist  aber  durch  den  Begriff  des  Gleichgewichts  aus- 
geschlossen. .Jede  Bewegung  des  freien  Endes,  auch  wenn  sie 
unbegrenzt  klein  gedacht  wird,  würde  eine  freie  überschüssige 
Kraft  ausdrücken.  Eine  solche  Kraft  darf  aber  nicht  entstehen, 
wenn  die  Kräfte,  die  nach  der  Voraussetzung  actuell  einander  die 
Waage  halten,  auch  virtuell  gegen  einander  wirksam  gedacht 
werden.  Die  Unmöglichkeit  der  Längenveränderung  des  .Seils  ist 
durch  das  Gleichgewicht  selbst  unmittelbar  gegeben  und  hieraus 
folgt  sofort,  dass  die  partiellen  Verkürzungen  und  Verlängerungen 
einander  compensiren  müssen.  Jede  Verlängerung  oder  Verkürzung 
der  Ausdehnung  des  einfachen  Seils,  welches  durch  eine  Gruppe 
paralleler  Seile  vorgestellt  wird,  drückt  das  virtuelle  Moment  der 
zugehörigen  Kraft  aus.  Indem  man  nämlich  die  Jedesmalige  Anzahl 
der  Seile  mit  der  zugehörigen  Verkürzung  der  Gnippe  als  solcher, 
d.  h.  mit  der  Projection  der  virtuellen  Verschiebung  multiplicirt, 
berechnet  man  ja  das  virtuelle  Moment  und  zugleich  die  Total- 
verkürzung der  einfachen  Seilläuge  in  der  Parallelgnippe.  Die 
Constanz  der  gesammten  Seilläuge,  die  sich  aus  den  Partiallängen 
der  Gruppen  zu.sammensetzt,  bedeutet  also,  dass  die  Summe  der 
virtuellen  Veränderungen  gleich  Null  sein  müsse,  und  dies  ist  der 
virtuelle  Satz  unter  Voraussetzung  des  gegebenen  Gleichgewichts. 

Die  Umkehrung  ’)  ist  nicht  schwer.  Ist  nämlich  als  That- 
sache  nicht  das  Gleichgewicht,  sondern  der  Umstand  gegeben,  dass 
die  virtuellen  Momente  einander  zu  Null  aufheben,  so  heisst  dies 
im  Hinblick  auf  den  ideellen  Flaschenzug  nichts  Anderes,  als  dass 
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die  Gesammtlänge  des  Seils  nicht  verändert  wird  lind  mithin  dessen 
freies  Ende  mit  der  dort  angebrachten  Kraft  in  derselben  Position 
bleibt.  Letzteres  ist  aber  das  Zeichen  des  Gleichgewichts;  denn 
hätten  die  Kräfte  in  ihrer  gegenseitigen  Einwirkung  einen  Ueber- 
schiiss  ergeben,  so  hätte  sich  dieser  durch  eine  Verlängerung  oder 
Verkürzung  des  Seils  bethätigen  müssen. 

139.  Dies  ist  in  den  wesentlichen  Zügen  die  neu  erfundene 
Beweisart,  deren  sich  Lagrange  bedient,  um  das  Fuudamentalprincip 
vom  Hebel  und  vom  Parallelogramm  der  Kräfte  unabhängig  zu 
machen,  und  es  allein  auf  den  ideellen  Flaschenzng  zu  gründen. 
Der  nächstliegeude  Einwand,  dass  der  Flaschenzug  unter  den 
sogenannten  einfachen  Maschinen  die  am  wenigsten  einfache  sei, 
indem  er  die  Wirkung  an  der  Kolle  voraussetze,  — dieser  Einwand 
lässt  sich  allenfalls  beseitigen,  da  ja  der  ideelle  Flaschenzug  nur 
lauter  gedanklich  beherrschbare  und  sehr  einfache  Begriffe  erfordert. 
Eine  unausdehnbare,  biegsame  Linie  nebst  den  Gruppen  fester  und 
beweglicher  Punkte  ist,  wie  wir  gesehen  haben,  ein  genügendes 
Denkschema,  um  alle  Kräfte  in  der  gewünschten  Weise  nach 
Intensität  und  Richtung  darzustellen  und  die  virtuellen  Vorgänge 
zu  veranschaulichen.  Bedient  sich  auch  Lagrange  nicht  ausdrück- 
lich eines  blossen  Denkschema,  so  lässt  er  doch  die  Reibung  zur 
Seite  und  setzt  voraus,  dass  die  Rollen  unbegrenzt  verkleinert 
werden  können.  Ein  einziger  weiterer  Schritt  würde  also  genügen, 
um  den  Flaschenzug  in  ein  Schema  zu  verwandeln,  welches  eben- 
sowenig wie  das  des  Hebels  oder  das  der  schiefen  Ebene  mit 
mechanischen  Zufälligkeiten  behaftet  wäre.  Wie  jede  Linie,  an 
der  ein  Punkt  als  fest,  die  übrigen  aber  als  drehbar  vorgestellt 
werden,  das  ideelle  Schema  des  Hebels  vorstellt,  so  braucht  sich 
auch  das  strengste  Raisonnement  nicht  zu  scheuen,  mit  der  gedank- 
lichen ganz  durchsichtigen  Combination  einer  Fadenliuie  und 
gewisser  fester  und  beweglicher  Punkte  zu  operireu.  Der  einzige 
Begriff,  dessen  Ungewohntheit  Bedenken  erregen  könnte,  wäre  das 
Herumführen  und  Gleiten  der  biegsamen  Linie  in  Bezug  auf  die 
festen  und  beweglichen  Punkte.  Indessen  bedient  sich  die  mechanische 
Deduction  ja  auch  ideeller  Canäle,  um  eine  Bahnlinie  als  vor- 
geschrieben zu  deuken,  und  es  muss  überhaupt  erlaubt  sein,  über 
die  reinen  geometrischen  Begriffe  durch  neue  ideelle,  der  Mechanik 
angepasste  Gebilde  hinauszugreifen.  Ein  solches  ist  nun  der  ideelle 
Flaschenzug,  und  er  kann  daher  als  ein  vorzügliches  Mittel  be- 
trachtet werden,  die  Kräfteverhältnisse  zur  Anschauung  zu  bringen. 
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Trotz  dieser  vorzüglichen  Eigenschaft  bleibt  aber  dennoch  ein 
ungünstiger  Umstand  bestehen,  der  da  zeigt,  wie  die  Richtungs- 
reduotion  einer  Kraft  für  das  virtuelle  Princip  ein  BegriflF  sei,  der 
sich  anf  keine  Weise  umgehen  lässt.  Was  hilft  es  also,  das  Com- 
binationsgesetz  der  unter  einem  Winkel  wirkenden  Kräfte  in  einer 
ausdrücklichen  Formulirung  zu  verbannen,  weun  man  es  in  irgend 
einer  verhüllten  Form  dennoch  zur  Anwendung  bringen  muss? 
AUerdings  bietet  das  Princip  des  Flascheuzuges  selbst  eine  Hand- 
habe dar,  um  sichtbar  zu  machen,  wie  eine  Kraft  bei  Vorzeichnung 
der  Bahn  ihres  Angriffspunktes  nur  eine  Bewegungswirkung  üben 
könne,  die  sich  im  Verhältniss  des  Cosinus  des  fraglichen  Rich- 
tungsunterschiedes reducirt.  Die  Beweguugseffecte,  welche  die  Seile 
in  den  verschiedenen  Neigungen  hervorbringeu,  beschränken  sich 
stets  auf  die  wirklichen  Verkürzungen,  sobald  man  das  Resultat 
der  Bewegung  auf  die  eigne  Richtung  der  Seile  bezieht.  Indessen 
ist  der  Sinn  dieser  Verkürzung  keineswegs  unmittelbar  klar,  da 
die  Verkürzung  selbst  ein  zusammengesetztes  Ergebniss  ist,  welches 
zergliedert  und  erläutert  sein  will.  Nehmen  wir  daher  zur  Ver- 
einfachung an,  dass  es  sich  um  keine  virtuelle  Geschwindigkeit, 
sondern  nur  um  eine  virtueUe  Richtung  handle,  die  man  durch 
einen  graden  Canal  determinirt  denken  kann,  so  wird  das  an- 
greifende Ende  einer  Seilgruppe  etwa  längs  einer  Spalte  dieses 
Canals  den  in  demselben  eingeschlossenen  beweglichen  Punkt  in 
einer  der  beiden  möglichen  Richtungen  fortschiebeu.  Wirkten  die 
Seile  nicht  schief,  sondern  in  der  Richtung  des  Canals  selbst,  so 
würde  die  ganze  in  ihnen  enthaltene  Kraft  zur  Bewegung  verwendet, 
und  eine  Richtungsreduction  fände  nicht  statt.  So  aber  ziehen 
die  Seile  zum  Theil  gegen  die  Wandung  des  Canals  und  bringen 
durch  diese  Pressung  keine  Bewegung  hervor.  Nur  mit  dem 
übrigen  Theil  der  Kraft,  der  in  die  Richtung  des  Canals  ftUt, 
bringen  sie  eine  Ortsveiändening  hervor.  Die  Grösse  der  letzteren 
verhält  sich  nun  zu  der  Verkürzung  der  Seilgrnppe.  d.  h.  zu  der 
Bewegung,  die  sie  nach  ihrer  eignen  Richtung  hervorbringt,  wie 
die  Einheit  zur  Projection  oder,  wie  man  auch  sagen  kann,  zum 
Cosinus  des  fraglichen  Winkels.  .Jene  Einheit  selbst,  die  durch 
das  Bewegungsstück  im  Canal  repräsentirt  wird,  kann  aber  eben- 
falls als  eine  Reduction  derjenigen  Bewegungswirkung  angesehen 
werden,  die  entstanden  sein  würde,  wenn  die  absolute  Kraft  nicht 
schief,  sondern  nach  der  Richtung  des  Canals  angegriffen  hätte. 
Es  kann  daher  die  auf  der  Seilrichtung  selbst  projicirte  Strecke 
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nicht  diejenige  reducirte  Bewegung  bedeuten,  welche  nach  der 
gewöhnlichen  Keduction  ini  Canal  entsteht.  Diese  letztere  ist  der 
Weg,  der  unt<>r  dem  Kinfluss  der  reducirten  Kraft  durchlaufen 
wird;  der  andere  Weg  ist  aber  derjenige,  der  mit  der  vollen 
Kraft  durchlaufen  werden  muss,  damit  das  Product  aus  Weg 
und  Kraft  ein  Aequivalent  der  reducirten  Action  bleibe.  Ein 
anderer  Sinn  lässt  sich  mit  der  W-rkürzung  der  Seilgnippe  nicht 
verbinden.  Es  hat  sich  mithin  gezeigt,  wie  die  blosse  Hichtuugs- 
reduction  der  Wirkmig  einer  Kraft  zwar  durch  den  Flaschen- 
zug veranschaulicht,  aber  nicht  deutlicher  gemacht  werden  könne, 
als  sie  ohnedies  und  bei  der  einfachen  Anbringung  einer  Kraft 
ohne  solche  Vorrichtung  wird.  Gesetzt  man  brächte  unmittel- 
bar eine  von  einem  festen  Centrum  aus  wirkende  Zugkraft  an, 
die  durch  Verkürzung  eines  Fadens  nach  diesem  Centrum  hin 
entwickelt  würde,  so  würde  in  dem  Canal  eine  Verschiebung  ent- 
stehen, die  man  durch  Division  der  Verkürzung  durch  den  Cosinus 
des  fraglichen  Winkels  erhielte.  Dieser  Sachverhalt  wäre  sogar 
ein  rein  geometrischer,  da  der  Punkt  nur  dadurch  die  Ajinäherung 
zum  Centrum  vollzieht,  dass  er  die  liagliche  zugehörige  Strecke 
in  dem  unverrückbaren  Canal  zurücklegt.  Man  könnte  demnach 
in  dieser  ganz  einfachen  Wendung,  die  auf  den  Nothwendigkeiten 
und  Beziehimgen  phänomenaler  Bewegungen  beruht,  einen  mathe- 
matischen Beweis  des  Gesetzes  der  Kichtungsreduction  einer  Kraft 
sehen,  wenn  dadurch  irgend  etwas  mehr  als  eine  Relation  zwischen 
Bewegungserscheiuungen  gegeben  wäre.  Sowenig  die  Zusammen- 
setzung der  i-äumlichen  Bewegungen  schon  an  sich  selbst  eine 
Zusammensetzung  der  Kräfte  ist,  ebensowenig  kann  jene  Richtungs- 
reduction  oder,  wenn  man  will,  jene  projective  Auffassung  einer 
Bewegungserscheinung  bereits  an  und  für  sich  die  Angabe  des 
Werthes  einer  Kraft  für  eine  bestimmte  Wirkungsrichtung  und 
lias  allgemeine  Princip  dieser  Angabe  vertreten.  Ist  nun  aber 
schon  dieses  einfache  Schema  unzulänglich,  so  wird  es  der  Vor- 
gang am  Flaschenzug,  in  welchem  es  mit  einigem  Nebenwerk 
erscheint,  noch  weit  mehr  sein.  Die  Richtungsreductioii  einer  Kraft 
bleibt  also  eine  unabhängige  principielle  Voraussetzung  und  ein  Axiom, 
welches  weder  durch  das  Gesetz  des  Flaschenzugs  noch  durch  irgend 
einen  Bestandtheil  des  virtuellen  Princips  ersetzt  werden  kann. 

140.  Der  Satz,  der  auch  im  Princip  des  Flaschenzugs  nicht 
enthalten  ist  und  auch  nicht  ans  demselben  als  aus  etwas  Ein- 
facherem abgeleitet  werden  kann,  betrifft,  wie  wir  eben  gesehen 
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haben,  diejenige  Kegel,  nach  welcher  die  Wirkung  einer  Kraft  auf 
eine  gegebene  feste  Richtung  reducirt  wird.  Dieser  .Satz  ist  nun 
aber  mit  dem  allgemeinen  Princip  der  Zusammensetzung  und  Zer- 
legung der  Kräfte  so  ziemlich  äquivalent;  denn  wenn  man  ihn 
einmal  hat,  so  kann  man  ihn  auch  leicht  in  das  Parallelogramm 
der  Kräfte  verwandeln  und  mit  seiui'r  Hülfe  die  wichtige  Reduction 
der  Kräftewirkungen  nach  C'oordinateiiaxen  vornehmen.  Hieraus 
folgt,  dass  alle  Versuche,  die  mechanischen  Grundwahrheiten  ohne 
jenen  Satz  von  der  Kichtungsreductiou  zu  entwickeln,  ihren  Zweck 
verfehlen  müssen.  Von  welchem  Princip  man  auch  ausgelie,  mau 
wird  diesen  Satz  mit  oder  ohne  deutliches  Bewusstsein  eiuschliessen, 
da  man  ohne  ihn  keinen  Schritt  zu  thun  vermag,  sobald  es  sich 
nm  die  C'ombination  von  Wirkungen  in  verschiedener  Richtung 
handelt.  Wer,  wie  Lagrauge,  sofort  mit  der  analytischen  Zurüstung 
beginnt,  kann  nicht  umhin,  wenigstens  die  Zerlegung  der  Be- 
wegungen nach  Coordinatenaxeu  sogleich  einzuführen,  und  da  sich 
dieser  Zerlegung  der  Bewegungserscheinungen  mit  der  Beriick- 
sichtigung  der  Kraftintensitäteii  und  der  Massen  gar  bald  eine 
Zerlegung  der  eigentlichen  Kräfte  unterschiebt,  so  hüllt  sich  in  die 
Reduction  aller  Verhältnisse  auf  Coordinatenaxeu  ganz  offenbar  das 
gewöhnliche  Zusammensotzuugsprincip  der  Kräfte.  Ein  Beweis 
also,  der  auf  diesem  Wege  geführt  wird,  kann  noch  so  vortreffliche 
Eigenschaften  haben;  aber  er  wird  auf  den  Anspruch  verzichten 
müssen,  nicht  auf  dem  Parallelogramm  der  Kräfte  zu  beruhen. 

Das  ganze  fünfte  Capitol  des  dritten  Theils  von  Lagranges 
Functioneutheorie  ist  einer  Entwicklung  des  virtuellen  Priiicips 
gewidmet,  die  als  die  letzte  vollendetste  Fassung  des  Flaschenzug- 
beweises angesehen  werden  kann,  aber  in  der  That  noch  weit  mehr 
ist,  indem  sie  die  allgemeine  Formel  des  Priucips  aus  den  ein- 
fachsten und  elementarsten  Verhältnissen  hervorgehen  lässt.  Wenn 
also  noch  in  der  zweiten  Ausgabe  der  Analytischen  Mechanik  der 
virtuelle  Satz  fertig  hiugestellt  und  nur  durch  den  f’laschenzug 
bewiesen  und  dann  in  eine  analytische  Formel  umgesetzt  wird,  so 
hat  die  zweite  Ausgabe  der  Functionentheorie,  die  zwei  .Jahre 
später  als  der  erste  Band  der  zweiten  Bearbeitung  der  Analytischen 
Mechanik  erschien,  den  nicht  unerheblichen  Vorzug,  den  virtuellen 
Satz  analytisch  als  eine  Cousequenz  der  Bedingungsgleichnngen 
erscheinen  zu  lassen,  von  denen  die  einzelnen  Körper  oder  Punkte 
des  .Systems  mit  ihren  gegenseitigen  Actionen  abhängig  sind.  Die 
voi-geschriebene  Fläche  oder  Bahn  wird  hier  der  Typus  für  alle 
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Bedingungen,  und  der  Inbegriff  aller  möglicheu  Beziehungen,  die 
durch  Gleichungen  zwischen  den  Coordinaten  der  verschiedenen 
Punkte  gegeben  sein  köimen,  bildet  Alles,  was  durch  die  blosse 
Verfassung  des  Systems  als  vorgeschrieben  und  als  Determination 
für  die  gegenseitigen  Verschiebungen  gelten  kann.  Es  ist  gleich- 
sam das  gewöhnliche  Capitel  von  der  Ki-äi'tewirkuug  in  Rücksicht 
auf  feste  Flächen  oder  Bahnen  in  ein  solches  verwandelt,  welche» 
von  einem  weit  allgemeineren  Gesichtspunkt  ausgeht  und  von  der 
Bewegung  oder  überhaupt  Kräftewirkung  innerhalb  einer  gegebenen 
Systemverfassuug  die  universellste  Rechenschaft  giebt.  Das  Schluss- 
ergebuiss  dieser  Rechenschaft  ist  daun  eben  die  Formel  des 
Priucips  der  virtuellen  Geschwindigkeiten. 

Lagrange  giebt  es  deutlich  genug  zu  verstehen  ’),  dass  er 
sich  bewusst  sei,  mit  der  Darstellung  in  der  zweiten  Ausgabe  der 
Functionentheorie  einen  Fortschritt  gemacht  und  das  Priucip  aus 
den  Bedinguugsgleichiingeu  abgeleitet  zu  haben.  Die  Methode 
dieser  Ableitung  besteht  darin,  zuerst  den  ganzen  Inbegriff  der 
nach  den  Bedingungsgleichungeu  möglichen  gegenseitigen  Be- 
wegungsactionen in  unbestimmten  Kräften  auszudrücken,  deren 
Faotoren  aber  durch  die  Differeutialcoefficienteu  oder  ersten  Ab- 
leitungen gegeben  sind,  die  sich  aus  jenen  Gleichungen  partiell 
für  jede  Coordinate  bilden  lassen.  Diese  unbestimmten  Multipli- 
catoren  vertreten  solche  Bestaudtheile  der  Kraftmomente,  die  sich 
erst  aus  der  Reaction  gegen  die  angreifeudeu  Kräfte  näher  be- 
stimmen. Sie  müssen  also  gleichsam  offen  bleiben,  damit  sich  in 
völliger  Abstractiou  nur  das  bestimmt  ausgedriiekt  und  gleichsam 
definirt  finde,  was  wirklich  blos  von  der  Systemverfassung  herrührt 
und  die  gegenseitigen  Verschiebungen  in  einer  ganz  allgemeinen 
Weise  regelt.  Diese  gegenseitigen  Actioueu  müssen  nun  einander 
aufhebeu,  und  wenn  man  die  ihnen  entgegengesetzten  Kräfte  ein- 
führt und  ihnen  gleich  setzt,  so  ergiebt  die  Summirung  dieser 
Gleichungen  das  virtuelle  Princip.  Die  Formel  des  letzteren  ist 
mithin  ausschliesslich  aus  den  Bedingungsgleichungen  hergeleitet, 
welche  die  gegenseitige  Lage  der  Punkte  des  Systems  uormiren. 
Nur  darf  ein  einziger  Umstand  hiebei  nicht  mit  Stillschweigen 
übergangen  werden.  Es  ist  nämlich  uöthig.  die  aus  den  Be- 

diugungsgleicbungen,  welche  die  Zeit  gar  nicht  enthalten,  ab- 
geleiteten Functionen  formal  so  zu  bearbeiten,  dass  sie  nicht  als 


')  Theorie  des  fonctions  anal,  dritte  Abth.  Cap.  6 Art  SO. 
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unmittelbare  Functionen  der  Coordinaten,  aondeni  als  Functionen 
der  Zeit  erscheinen,  während  welcher  eine  Lageverändening  vor 
sich  geht  oder  überhaupt  die  Lage  eines  Punktes  irgend  einer 
Determination,  sei  es  der  Ruhe  oder  der  Bewegung,  unterliegt. 
Diese  Beziehung  auf  die  Zeit  ist  eine  analytisch  sehr  einfache 
Operation  und  hat  logisch  keine  Bedenken,  da  die  Zeit  unter  allen 
Umständen  die  unabhängige  Variable  liilden  kann,  auf  die  man  die 
Coordinaten  sogar  im  Falle  der  Ruhe  wenigstens  formal  beziehen  kann. 

141.  In  einem  nicht  unwesentlichen  Punkt  weicht  der 

Gebrauch  des  ideellen  Flascheiizuges  in  der  Functionentheorie  von 
dessen  Anwendung  in  der  Analytischen  Mechanik  ab.  In  der 
letzteren  war  es  noch  die  vollständige,  wenn  auch  ideelle  Maschine, 
mit  einem  freien  Ende  des  Seils,  ja  sogar  mit  einem  Gewicht  oder 
einer  Kraft  an  diesem  unbefestigten  Ende.  In  der  neuen,  weit 
rationelleren  Fassung  setzt  sich  die  ganz  ideelle  Vonichtung  aus 
festen  Rollen  und  einem  Faden  zusammen,  der  ohne  die  Hülfe  beweg- 
licher Rollen  um  die  zu  bewegenden  Körper  selbst  mehrmals 
hemmgeführt  und  schliesslich  an  dem  letzten  Körper  mit  dem 
sonst  freien  Ende  auch  befestigt  wird.  Auf  diese  Weise  sind  that- 
sächlich  noch  gar  keine  Kräfte  au  den  Körpern  thätig,  sondern  es 
sind  nur  die  Verhältnisse  und  Richtungen  dargestellt,  auf  welche 
sich  die  etwa  au  den  Köipern  angreifenden  Kräfte  reduciren  müssen. 
Stellt  man  sich  aber  vor,  dass  irgend  ein  Körper  einen  Zug  ans- 
übe, so  pflanzt  sich  die  Spannung  auf  alle  übrigen  fort  und  die 
Verhältnisse  der  gegenseitigen  Actionen  sind  sofort  bestimmt,  sobald 
man  noch  hinzufügt,  dass  Gleichgewicht  bestehen  solle.  In  diesem 
Fall  muss  nämlich  der  Zug,  der  in  dem  Faden  in  dem  einen  Sinne 
statthat,  dem  Zug  in  dem  andern  Sinne  völlig  gleich  sein,  so  dass 
kein  Bewegungsüberschuss  in  der  einen  Richtung  hervorgebracht 
wird.  Damit  also  nicht  nur  die  Länge  des  Fadens  überhaupt 
constant  bleibe,  was  auch  bei  einer  einseitigen  Bewegung  statt- 
finden könnte;  sondern  damit  die  angestrebten  Veründeningen  dieser 
Länge  in  entgegengesetztem  Sinne  sich  nach  Maassgabe  der  Be- 
dinguugsgleichungeu  gegen  einander  compensiren,  ist  es  erforderlich, 
dass  der  unbestimmte  Spannungsfactor,  den  man  voraussetzt,  sich 
bei  jedem  Körper  derartig  vervielfältige,  dass  die  virtuelle  Ver- 
kürzung oder  Verlängemng  mit  diesem  Factor  ein  Product  ergebe, 
welches  mit  Seinesgleichen  summirt,  das  Resultat  Null  liefert. 
Hienach  wird  man  die  Rolle  des  unbestimmten  Kraftfactors  in 
diesen  virtueUen  Momenten  klar  übersehen.  Erst  wenn  man  ein 
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Sj'stpni  von  Kräften  an  den  Körpern  angebracht  denkt,  bestimmt 
sich  die  Spannung  des  Fadens  und  das  Absolute  an  der  gegen- 
seitigen Action.  Bis  dahin  war  es  nur  das  Relative,  was  durch 
die  Fadenvorrichtung,  die  den  Bedingungsgleichungen  äquivalent 
ist,  ausgedrückt  wurde.  Analytisch  wichtig  ist  nun  der  schon  in 
der  vorigen  Nummer  erörterte  Punkt,  dass  die  partiellen  Dift'erential- 
qnotienten  oder  .Ableitungen,  die  man  aus  den  Bedingungsgleichungen 
bestimmt,  die  Proportionen  vorstellen,  in  denen  die  Körper  ver- 
möge der  blossen  Systemveifassmig  aufeinander  wirken. 

Ein  weiterer  Vorzug  der  neuen  Gestalt  des  Beweises  besteht 
in  dem  stufenweisen  Vorschreiten  desselben.  Zuerst  ist  es  ein 
einfacher  Faden,  der  über  eine  feste  Rolle  hinweg  zwei  Körper  mit 
einander  verbindet;  dann  wird  dieselbe  Veranstaltung  durch  zwei 
feste  Rollen  hervorgebracht,  um  weiterhin  die  verschiedenen  Um- 
schlingungen der  Körper  und  Rollen  durch  den  Faden  vornehmen 
zu  können.  Die  Bedingungsgleichungen  halten  mit  diesen  Vor- 
kehrungen Schritt  und  werden  jedesmal  durch  eine  äquivalente 
einfache  Form,  die  von  Lagrange  als  taiigirende  Gleichung  nach 
Analogie  der  geometrischen  Berührungen  bezeichnet  wird  *),  derartig 
ersetzt  gedacht,  dass  man  sieht,  wie  in  der  That  die  Verhältnisse 
der  abgeleiteten  Functionen  die  gegenseitigen  Noth Wendigkeiten 
der  Lage  ausdrücken  und  in  der  Fadenvorrichtung  wirklich  ein 
allgemein  veranschaulichendes  Gegenbild  erhalten. 

Dies  sind  die  grossen  Vorzüge  der  neuen  Beweisvariante; 
aber  es  ist  noch  einer  hervorzuheben  nöthig,  der  auf  den  ersten 
Blick  sogar  als  ein  Fehler  erscheinen  könnte.  Das  citirto  fünfte 
Capitel  beruht  nämlich  mit  seinen  Entwicklungen  auf  den  drei 
ersten  und  stützt  sich  auf  die  dort  dargelegten  Reductionen  der 
Räume,  Geschwindigkeiten  und  Kräfte  auf  die  Coordinatenrichtungen. 
Es  ist  hier  also  gauz  unverkennbar,  dass  die  Zerlegung  der  Kräfte 
die  Voraussetzung  der  Entwicklung  des  virtuellen  Princips  bildet. 
Das  letztere  tritt  in  der  Functionentheorie  als  der  Endpunkt  einer 
Entwickluugsreihe  hervor,  innerhalb  deren  alle  elementaren  Be- 
ziehungen, die  für  die  Bewegung  eines  als  Punkt  betrachteten  Körpers 
gelten,  bereits  abgethan  sind.  Vas  im  sechsten  und  siebenten 
Capitel  noch  zur  Erledigung  der  mechanischen  Fmictioneutheorie 
folgt,  enthält  jene  principiellen  Hauptsätze  (Bewegung  des  Schwer- 
punktes, Flächenprincip,  Erhaltung  der  lebendigen  Kräfte  u.  s.  w.), 

’)  Ibid.  Art.  28. 
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die  von  Lagrange  durch  analytische  Bearbeitung  der  Formel  des 
virtuellen  Princips  gewonnen  werden.  Vergleicht  man  diese 
Systematik  mit  derjenigen  der  Analytischen  Mechanik,  so  unter- 
scheidet sie  sich  von  der  letzteren  nur  dadurch,  dass  sie  in  alledem, 
was  dem  virtuellen  Princip  vorangeht,  einen  elementaren  ünterbau 
mehr  enthält,  in  welchem  die  eigentlichen  Axiome  der  Mechanik 
hervortreten,  und  in  weli^hem  auch  das  Zerlegnngsprincip  der  Kräfte* 
seine  Stelle  ' ) hat. 

Freilich  wird  die.ses  Zerlegnngsprincip  oder,  was  dasselbe  ist, 
das  allgemeine  Zusammensetzungsprincip  der  Kräfte  von  Lagrange 
in  dem  angeführten  Zusammenhang  ausdrücklich  als  mit  der 
Zusammensetzung  der  Räume  zusammenfallend  angesehen.  Kr 
behauptet  *)  sogar,  dass  alle  Beweise,  die  man  von  der  Zusammen- 
setzung der  Kräfte  gegeben  habe,  nur  eine  Verkleidung  der  Zu- 
sammensetzung der  Räume  (la  composition  des  espaces  d6guis4e) 
gewesen  wären,  allenfalls  mit  der  einzigen  Ausnahme  derjenigen, 
die  man  auf  das  Gleichgewicht  des  graden  Hebels  gegiündet  hätte. 
Diese  Aultassnngsart  verstärkt  aber  nur  um  so  mehr  die  systematische 
Consequenz;  denn  gleichviel  ob  in  WirkRchkeit  das  Zusammen- 
setzungsprincip priucipiell  richtig  erläutert  ist,  so  soll  es  doch 
wenigstens  aus  der  Zusammensetzung  der  blossen  Bewegungs- 
räume an  der  fraglichen  Stelle  bereits  gefolgert  sein  und  dient 
daher  um  so  offenkundiger  als  Ausgangs-  und  Stützpunkt  für  alles 
Weitere  und  darunter  auch  für  das  virtuelle  Princip.  Die  Faden- 
vorrichtung hat  also  nicht  mehr  die  Aufgabe,  die  Kräftezerlegungen 
nach  verschiedenen  Richtungen  zu  rechtfertigen,  sondern  sie  dient 
nur  dazu,  die  Systemverfassuug  ganz  im  Allgemeinen,  d.  h.  Alles 
zu  veranschaulichen,  was  in  den  Beziehungen  der  Körper  durch 
irgend  welche  Verbindungen  und  Abhängigkeiten  derselben  vorge- 
schrieben sein  kann. 

Schliesslich  sei  bei  dieser  Gelegenheit  noch  darauf  hinge- 
wiesen, dass  in  einem  gewissen  sehr  einfachen  Sinn  der  Flaschen- 
zug ein  Princip  der  Zusammeusetzung  der  Kräfte  auf  einer  und 
derselben  Linie  vermittelst  der  Coordination  der  Spannungen  vor- 
stellt. Ausserdem  ist  er  ein  Mittel,  die  volle  Kraft  in  eine  andere 
Richtung  zu  übertragen,  und  endlich  veranschaulicht  er,  wenn  man 
ihn  in  Bewegung  setzt,  auf  die  unmittelbarste  Weise  die  Arbeit 
einer  Kraft  und  das  Gesetz  der  Aequivalenz  der  beiden  Factoren 

*)  Ibid.  3.  Abth.  Cap.  2 Art.  8 und  9. 

*)  Ibid.  Endworte  von  Art.  9. 
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der  Arbeit.  Die  Intensität  der  Kraft  ist  durch  die  Anzahl  der 
Seile,  der  Weg  nach  Richtung  der  Kraft  aber  durch  die  Verkürzung 
oder  Verlängerung  ausgedrückt.  Das  Product  aus  Weg  und  Kraft 
behält  seinen  Werth,  wenn  mau  die  Anzahl  der  Seile  in  demselben 
Verhältniss  vermindert  oder  vermehrt,  in  welchem  man  die  Längen- 
verändening  der  Gnippe  grösser  oder  geringer  macht.  Uebrigens 
ist  es  sogar  nicht  unwahrscheinlich,  dass  Lagrange  zu  seinem 
Flaschenzugbeweis  für  das  virtuelle  Princip  durch  einen  Vorgang 
des  Cartesius  veranlasst  worden  sei,  dessen  Verfahren  allerdings 
nur  als  ein  höchst  unentwickelter  Keim  zu  der  neuen  Wendung 
angesehen  werden  kann.  Jedoch  haben  wir  schon  früher  (am  Ende 
von  Nr.  49j  bemerkt,  dass  der  Vorzug  der  fraglichen  Cartesischen 
Erörterungen  darin  besteht,  dass  dort  Flaschenzug,  virtuelles 
Princip  und  Kraftbegriff  in  eine  nahe  einheitliche  Beziehung 
gebracht  werden. 

142.  Wir  werden  später  die  Beziehung  des  virtuellen 
Princips  zum  Kraftbegriff  wieder  aufzunehmen  haben,  sobald  dieses 
Princip  seine  Tragweite  für  die  Dynamik  in  gleicher  Weise  wie 
für  die  Statik  gezeigt  haben  wird.  Zunächst  müssen  wir  aber  zur 
Kennzeichnung  der  historischen  Bedeutung,  zu  welcher  das  Princip 
in  der  Epoche  Lagranges  gelangte,  einige  Thatsachen  anführen. 
Nachdem  Lagrange  in  der  Analytischen  Mechanik  (ITSSl  das 
virtuelle  Princip  zum  Systemfundament  und  zum  allgemeinen 
Grundtypus  aller  Differentialgleichungen  der  Mechanik  gemacht 
hatte,  blieben  weder  Monographien  noch  eigenthümliche  Reflexionen 
über  den  wieder  in  den  Vordergrund  getretenen  Satz  und  über 
dessen  neue  Consequenzen  aus.  Eine  besondere,  ziemlich  umfang- 
reiche Schrift  von  Fos.sombroni,  welche  ausschliesslich  das  virtuelle 
Princip  behandelte  ’),  gab  sogar  l.iagrange  selbst  Veranlassung,  sich 
in  einem  Briefe  an  den  Verfasser  ’)  über  ein  Ergebniss  dieser 
Specialuntersuchung  und  über  die  allgemeinen  Principien  der 
Mechanik  sehr  bezeichnend  zu  äussern.  Lagrange  schreibt:  „Wenn 
es  noch  etwas  in  der  Mechanik  zu  wünschen  giebt,  so  ist  es  die 
.\nnäherung  und  Vereinigung  der  Principien,  die  ihr  zur  Grundlage 
dienen,  und  vielleicht  sogar  der  strenge  und  directe  Beweis  dieser 
Principien.“  Dann  bemerkt  er,  Fossombroui  habe  gefimden,  dass 


•)  Fossombroui,  Memoria  sul  priucipio  delle  velocita  virtusli,  Firenze  1790. 
*)  Vom  81.  Mai  1797;  angeführt  in  der  neasten  Ausg.  der  V'erke 
GalUeis,  Bd.  XIU  (1855)  Vorrede  Seite  XXIV. 
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es  Fälle  giebt,  in  denen  die  virtuelle  Gleichung  fflr  endliche 
Differenzen  gilt,  und  dies  seien  diejenigen,  in  denen  etwas 
Mittleres  zwischen  dem  stabilen  Gleichgewicht  und  demjenigen 
statthabe,  in  welchem  die  Störung  ein  Bestreb<‘u  der  weiteren  Ent- 
fernung vom  Gleichgewicht  erzeugt.  In  diesem  Fall,  der  das  heute 
gewöhnlich  als  indifferent  bezeichnete  Gleichgewicht  betrifft,  muss 
mau  sich,  wie  wir  hinzusetzeu  mflsseu,  die  Störung  nur  als 
eine  geometrische  Lageverschiebnng,  nicht  aber  als  Wirkung  einer 
wenn  auch  unbegrenzt  kleinen  Störungskraft  denken.  Die  Hebel- 
linie ist  hier  ein  gutes  Beispiel,  da  bei  der  Unterstützung  des 
genauen  Schwerpunkts  auch  eine  beliebige  endliche  Drehung  den 
Gleichgewichtszustand  nicht  ändert.  Die  universelle  Behandlung 
der  drei  Arten  des  Gleichgewichts  geht  uns  jedoch  hier  nicht  nöher 
an,  und  Lagrange  hat  in  der  Analytischen  Mechanik  alle  HQlfs- 
mittel  des  Calcüls  aufbieten  müssen,  um  die  beiden  Seiten  des 
Gegensatzes  unter  bestimmte  Merkmale  zu  bringen  und  nament- 
lich die  Minima  und  Maxima  der  lebendigen  Kraft  als  die  aus- 
zeichnenden Charaktere  von  Stabilität  und  Labilität  nachznweisen. 

Was  die  allgemeine  Bemerkung  Lagranges  über  den  Zustand 
der  Principien  der  Mechanik  betrifft,  so  kann  dieses  Geständniss 
um  80  mehr  zur  Erläuterung  der  eignen  Systematik  des  Autors 
dienen,  als  seine  Analytische  Mechanik  ja  schon  beinahe  ein  Jahr- 
zehnt lang  vorhanden  war.  Lagrange  arbeitete,  wie  die  zweite 
Ausgabe  am  Ende  seines  Lebens  zeigt  und  wie  die  erste  und 
zweite  Ausgabe  der  Fnnctionentheorie  lehren,  immer  wieder  von 
Neuem  an  einer  grösseren  Vertiefung  und  strengeren  Sichtung  der 
principiellen  Fundamente.  Um  so  weniger  dürfen  daher  die  An- 
regungen überraschen,  die  andere  Denker  unter  dem  Einfluss  seiner 
Schriften  erfuhren.  Zu  den  letzteren  gehört  besonders  der  ältere 
Camot,  der  in  seiner,  von  uns  schon  öfter  angeführten  Schrift 
über  die  Grundprincipien  der  Mechanik’)  auch  das  virtuelle  Princip, 
welches  er  im  Anschluss  an  die  Vorstellungsart  von  Lagrange 
kurzweg  das  Galileische  Princip  nennt  *),  mit  einer  eigeuthfim- 
lichen  Reflextion  zu  bereichern  sucht. 

Carnot  legt  nämlich  grosses  Gewicht  darauf,  dass  man  die 
virtuellen  Verschiebungen  regelmässig  als  rein  geometrische  Vor- 
gänge denke,  denen  keine  Kraftrealität  entspricht,  und  für  die  also 


')  Prmcipes  fondameDtsni  de  l'^quilibre  et  da  meavemaDt.  Paria  1803. 
*)  Ibid.  Art.  121  S.  93. 
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eine  erzpiigende  Störiingskraft  nicht  vorauszusetzen  sei.  Ja  er  be- 
hauptet ausdrücklich  ’),  das  Gleichgewicht  werde  durch  die  geringste 
Kraft  in  eine  blos  geometrische  Bewegung  veiwandelt;  es  sei  aber 
eine  endliche  Kraft  nöthig,  um  eine  andere  Art  der  Stönmg  hen’or- 
ziibringen.  Geometrisch  werden  nämlich  von  ihm  alle  Bewegungen 
genannt,  welche  die  gegenseitigen  Verhältnisse  der  Körper  nicht 
ändern,  sondern  nur  eine  gleichgültige,  nicht  auf  gegenseitiger  Ein- 
wirkung beruhende  Positionsverändernng  ohne  dynamischen  Effect 
repräsentiren.  Klar  ist  nun  aber  an  dieser  Idee  der  rein  geometrischen 
Verschiebung  nichts  weiter  als  die  Absicht,  dem  gewöhnlichen 
Verfahren  gemäss  die  Verschiebungen  als  solche  als  etwas  Will- 
kürliches und  ünmotivirtes  einzufflhren,  um  für  die  Ursachen  der- 
selben keine  besondere  Rechenschaft  und  Veranschlagung  nöthig  zu 
haben.  Offenbar  muss  auch  die  geringste  Kraft,  wenn  sie  über- 
haupt vorausgesetzt  wird,  dem  strengen  Gleichgewichtszustände 
gegenüber  eine  dynamische  Veränderung  hervorbringen.  Am  wenigsten 
lässt  sich  die  eutgegeustehende  Vorstellung  bei  Carnot  rechtfertigen, 
der,  wie  eine  eigne  verdienstvolle  Schrift  desselben  *)  zeigt,  zur 
Klänmg  der  infinitesimalen  Begriffe  neben  Lagrange  wohl  das 
Erheblichste  beigeti-agen  hat.  Zur  daiieraden  Aufhebung  des  stabilen 
Gleichgewichts  gehört  allerdings  nicht  blos  eine  endliche,  sondern 
auch  eine  jenseits  einer  gewissen  Quantitätsgrenze  liegende  Kraft; 
aber  die  auf  blosse  O.scillationen  beschränkte  Störung  wird  auch 
in  diesem  Fall  durch  die  allergeringste  Kraft  bewirkt.  Im  strengen 
Raisonnement  muss  auch  die  unbegrenzt  kleine,  in  das  genaue 
Gleichgewicht  eingreifende  Kraft  mit  einer  Wirkung  vorgestellt 
werden,  die  sich  nur  der  Grösse,  aber  nicht  der  Art  nach  von  der 
einer  bestimmten  Kraft  unterscheidet.  Die  Möglichkeit  der  un- 
begrenzten Verkleinerung  reducirt  alle  Wirkungen  auf  die  elementare 
Form,  macht  dieselben  aber  nicht  zu  rein  geometrischen  .Gebilden 
ohne  mechanische  Bedeutung  für  die  Verhältnisse  der  gegebenen  Kräfri*. 

143.  Das  Einzige,  wodurch  Carnots  Vorstellung  einen  ge- 
wissen Sinn  erhalten  kann,  ist  die  Ueberlegung,  dass  für  die  un- 
begrenzt kleinen  V'^erschiebungen  die  Kräfte  selbst  nur  um  Grössen 
zweiter  Ordnung  gegeneinander  verändert  werden,  und  dass  diese 
Veränderungen  mithin  nach  den  Grundsätzen  des  Calcüls  bei  der 
Aufstellung  der  Gleichung  ausser  Ansatz  bleiben  können.  Aber 

■)  Ibid.  Art.  159  S.  129. 

*)  Die  R^äexiuns  aur  la  in^taphysique  du  calcul  mfiniteamial,  zuerst  1797, 
2.  Aufl.  1819  uud  öfter. 
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schon  die  modernere  Form  der  Anffassnng  der  virtuellen  Gleichung 
als  einer  Relation  zwischen  den  virtuellen  Arbeiten  der  gegebenen 
Kräfte  zeigt  deutlich  genug,  dass  mau  nicht  umhin  kann,  die 
Stöniüg  als  dynamischen  Effect  zu  denken. 

Dennoch  hat  Carnot  das  Verdienst,  durch  seine  Hinweisung 
auf  den  Begriff  der  rein  geometrischen  Verschiebung  darauf  auf- 
merksam gemacht  zu  haben,  dass  die  gewöhnliche  Conceptionsart 
der  elementaren  Positionsverändeningeu  in  der  Systemgruppe  etwas 
gleichsam  von  Aussen  Hinzugedachtes  einfflhrt,  ohne  nach  dem 
mechanischen  Effect  dieser  Störung  zu  fragen.  Es  ist  hiemit  also 
unabsichtlich  der  Punkt  bezeichnet,  der  eigentlich  die  Schuld  trägt, 
dass  die  Vorstellungen  von  der  eventuellen  Kräftewirkung  nicht 
vollständig  befriedigen.  Sobald  das  virtuelle  Princip  auch  auf 
bewegte  Systeme  übertragen  wird,  kann  mau  vollends  nicht  mehr 
umhin,  die  möglichen  Verschiehungeu  als  eventuelle  Kräftewirknngen 
zu  denken,  die  sich  nach  den  gewöhnlichen  Gesetzen  bestimmen 
und  mithin  auch  secundäre  Grössenelemente  zweiter  Ordnung  ins 
.Spiel  bringen.  Die  virtuelle  Gleichung  hat  im  Allgemeinen  den 
Charakter  aller  Differentialgleichungen,  d.  h.  sie  ist  von  ab- 
gekürzter Form,  oder  sie  repräsentirt,  um  mit  (^’arnot  zu  reden, 
eine  unendlich  kleine  Ungleichheit.  Natürlich  ist  diese  Ungleich- 
heit bei  Gleichungen  zwischen  eigentlichen  und  unmittelbaren 
Differentialieu  mindestens  von  der  zweiten  Ordnung,  und  wenn 
daher  die  Summe  unbegrenzt  kleiner  Grössen  gleich  Null  gesetzt 
wird,  so  darf  man  sich,  um  die  Abkürzung  wieder  hergestellt  zu 
denken,  nur  vorstellen,  dass  an  .Stelle  der  Null  eine  unbestimmte, 
unendlich  kleine  Grösse  der  zweiten  Ordnung  stehe.  Diese  ideelle 
Correctur  ist  für  das  strenge  Denken  durchaus  nothwendig,  und 
grade  im  Geiste  der  zuletzt  angeführten  Carnotschim  .Schrift,  welche 
den  lichtvollen  Begriff  der  unvollkommenen  Gleichungen  (^qnations 
imparfaites)  aufstellt,  müsste  man  sogar  mit  der  virtuellen  Gleichung 
auch  den  Flaschenziigbeweis  von  Lagrange  dahin  erläutern,  dass 
allerdings  eine  unendlich  kleine  Gesammtveränderung  der  Faden- 
länge zwischen  den  Punkten  des  .Systems,  aber  nur  eine  solche 
von  zweiter  Ordnung  vorausgesetzt  werden  könne.  Wo  der  Faden 
am  zweiten  Ende  nicht  frei,  sondern  befestigt  ist,  wird  die  ent- 
sprechende Vorstellung  schwieriger;  aber  auch  hier  muss  man  im 
Allgemeinen  als  Folge  der  Verschiebung  Grössen  Veränderungen 
zweiter  Ordnung  annehmen,  die  da,  wo  sie  die  Fadenlänge  nicht 
zu  afSciren  vermögen,  irgend  eine  unerhebliche  Veränderung  in  der 
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Spannung  bewirken.  Natürlich  giebt  es  besondere  Fälle,  in  denen 
mit  oder  ohne  Rücksicht  auf  die  Grössen  einer  weiteren  Ordnung 
die  strengste  Gleichheit  statthat,  und  in  denen  daher  die  Faden- 
länge nicht  im  Minde.sten  afficirt  wird.  Im  Hinblick  auf  diese 
Fälle  mag  man  sich  der  Gemerkung  von  Lagrange  über  das 
Resultat  Fossorabronis  erinnern.  Wenn  man  nämRch  an  Stelle 
der  Differeutialien  beliebige  Differenzen  setzen  kann,  so  dass  für 
eine  bestimmte  Grösse  derselben  die  virtuelle  Gleichung  genau, 
d.  h.  ohne  Abkürzung  gilt,  so  ist  hiemit  ausgedrflckt,  dass  die 
verändernde  Verschiebung  einen  Zustand  herbeiführt,  in  welchem 
wiederum  das  strengste  Gleichgewicht  besteht.  Dieser  Sachverhalt 
schliesst  jedoch  nicht  aus,  dass  man  auch  in  diesem  Fall  von  der 
zusätzlichen  Störungskraft  abstrahiren  müsse. 

Was  den  Mangel  der  Carnotschen  Auffassungsart  anbetrifft, 
so  erklärt  sich  derselbe  einigerraaassen,  wenn  man  bedenkt,  dass 
der  fi-agliche  Autor  trotz  seiner  vorzüglichen  Aufschlüsse  über  die 
Gesetze  der  Operation  mit  unvollkommenen  Gleichungen  es  dennoch 
offen  lassen  konnte,  ob  man  sich  mit  Euler  die  Differeutialien  als 
strenge  Nullen  denken  wolle  oder  nicht.  Thatsächlich  geschieht 
nur  das  Letztere,  indem  man  ja  sogar  diese  Grössen  construirt,  die 
Zeitelemente  oder  überhaupt  die  unabhängigen  Elemente  constant 
macht  u.  dgl.  Der  ganze  Vortheil  und  die  Klarheit  der  differentieUen 
Vorstellungen  würde  verloren  gehen,  wenn  man  sie  nicht  als 
Differenzen  dächte,  die  unter  Voraussetzung  uneingeschränkter 
Verkleinerung  ihre  Rolle  spielen.  Sie  unterscheiden  sich  von  den 
endlichen  Differenzen  nur  dadurch,  das»  Alles,  was  über  sie  und 
ihre  Beziehungen  aufgestellt  wird,  nur  Gültigkeit  haben  soll,  wenn 
es  auf  den  Fall  der  unbeschränkten  Verkleinerung  bezogen  wird 
und  wenn  man  also  voraussetzen  darf,  es  könne  über  Jeden  an- 
genommenen Grad  der  Kleinheit  immer  noch  hinaus  gegangen 
werden.  Selbstverständlich  fixirt  man  irgend  einen  Grad  dieser 
Kleinheit,  indem  man  z.  B.  das  Zeitelement  oder  überhaupt  das 
Element  einer  unabhängigen  Veränderlichen  constant  setzt.  .Jede 
solche  Voraussetzung  ist  aber  willkürlich,  und  nur  die  Noth- 
wendigkeit,  dass  man  sie  in  irgend  einer  Weise  mache,  ist  nicht 
vom  Belieben  abhängig.  In  der  Dynamik  sind  alle  infinitesimalen 
Grössenvorstellungen  vom  Zeitelemeut  {dt)  abhängig.  Dieses  Element 
selbst  muss  aber  in  jedem  bestimmten  Gedanken  als  eiu  Zeit- 
theilchen  von  einer  gewissen  Grösse  gedacht  werden.  Es  muss 
ausserdem  die  Eigenschaft  haben,  dass  die  Wahl  dieser  Grösse 
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gegpn  Null  hin  iml)eschränkt  sei.  Rat  man  aber  einmal  fiir 
eine  Reibe  von  Operationen  eine  Grösse  fixirt.  so  darf  man 
dieselbe  in  dem  betreffenden  Znsammenhan"  nicht  wieder  verlassen. 
Man  kann  sie  durchgängig  durch  die  Voraussetzung  eines  andern 
Grades  von  Kleinheit  ersetzen;  al>er  man  wird  eine  solche  V'oraus- 
setznng  nie  blos  tbeilweise  für  ein  Stück  des  Zusammenhangs 
ändern  dürfen. 

Aller  dieser  Erläuterungen  über  die  blossen  Annähenings- 
gleichmigen,  die  wenn  auch  eine  unbegrenzte  Approximation,  so 
doch  immer  die  approximative  Form  vertreten,  kann  man  sich 
entschlagen,  sobald  man  sich  mit  Eagrange  entschliesst,  die  virtuelle 
(ileichnng  auf  ungemischte  endliche  Ausdrücke  zu  rednciren,  in 
denen  nichts  Infinitesimales  mehr  enthalten  ist.  Alsdann  werden 
die  Verschiebungen  zu  provisorischen  Hülfsvorstelinngen,  deren 
man  sich  in  dem  Resultat  vollständig  entänssert,  so  dass  also 
auch  in  dem  entsprechenden  realen  Ausdruck  des  virtuellen  Prin- 
cips  in  Begriffen  und  Worten  eigentlich  nicht  die  geringste  Spur 
des  Gedankens  einer  nnendlichkleinen  Positionsverändernng  be- 
stehen bleiben  sollte.  Diese  letztere  Forderung  ist  jedoch  weniger 
erfüllt  worden,  als  die  rein  analytische  Aiismetv.ung  der  nebeu- 
•sächlichen  Hülfsgrössen.  Um  Lagranges  Anftassnugsart  und  deren 
nicht  hoch  genug  anzusclilagende  Verdienste  um  die  Strenge  des 
Raisounements  zu  verstehen,  müssen  wir  uns  auf  ein  paar  Ge- 
sichtspunkte der  strengen  analytischen  Methode  näher  einlassen. 

144.  Die  Geschwindigkeit  wird  von  Lagrange  in  der  Fnnctioneu- 
theorie  streng  punktuell  gefasst  und  entspricht  mithin  einem  Zeit- 
punkt. der  selbst  keine  Dauer  hat,  sondern  als  streng  markirende 
Ahscheidnng  der  folgenden  von  der  vorangegangenen  Zeit  fnngirt. 
Diese  Art,  den  Begriff  der  Geschwindigkeit  vorzustellen,  steht  im 
Gegensatz  zu  derjenigen,  bei  welcher  die  Geschwindigkeit  ohne 
Heitere  Unterscheidung  auf  das  Zeiteloment  von  einer  unbeschränkt 
kleinen  Dauer  bezogen  wird  und  mithin  der  Quotient  ist,  welcher 
der  Division  des  zugehörigen  Raumelem  3uts  durch  das  Zeiteleuieiit 
entspricht.  Indem  man  mehrere  Zeitelemente  betrachtet  und  die 
Veränderung  der  Zeit  ausdrückt,  wird  mau  das  Zeitelemeut  selbst 
als  unveränderlich  setzen  müssen,  d.  h.  man  wird  es  constant  zu 
machen  haben.  Unter  Voi-anssetzung  eines  solchen  beliebig  gegen 
Null  verkleinerbaren,  aber  sich  beständig  gleichen  Zeitelements 
wird  man  nun,  wenn  mau  die  Geschwindigkeit  für  ein  solches  be- 
stimmt, darunter  jedesmal  den  zugehörigen  durchlaufenen  Elementar- 

Pfthrlng,  Geschiclite  der  Itfecbnnlk.  22 
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raum  in  Vergleichung  mit  der  Grösse  des  Zeitelements  verstehen. 
Man  wird  nicht  in  den  Fall  kommen,  für  die  Bestimmung  der 
Geschwindigkeit  zu  unterscheiden,  ob  dieser  Klementarraiiin  in 
streng  gleichtViriniger  Bewegung  durchlaufen  werde  oder  nicht.  Im 
Gegentheil  wird  der  regelmässige  Fall  der  sein,  dass  sich  zu  der 
gleichförmigen  Bewegung  noch  ein  .abändenides  Element  zweiter 
Ordnung  hinzugesellt  und  mit  derselhen  gemischt  findet.  Das 
Itaumelement  il.r  wird  nämlich  nur  dann  streng  gleichmässig  durch- 
laufen, wenn  es  selbst  constant,  d.  h.  der  Zeit  proportional  ist. 
Wie  dann  die  verschiedenen  llaumelemente  einander  gleichen,  so 
ist  in  diesem  besondern  Fall  auch  innerhalb  der  Ausdehnung  des 
Kaumelements  völlige  Gleichmässigkeit  und  Proportionalität  mit 
den  zugehörigen  Uuterabschnittcheu  des  Zeitelements  vorhanden, 
und  der  Ausdruck  der  Geschwindigkeit  gilt  ohne  jede  Abkürzung 
nicht  blos  für  die  Dauer  des  Zeitelements,  sondern  auch  für  dessen 
strengen  punktuellen  Anfang.  lu  allen  andern  Fällen  ist  der 

Ditferentialquotieiit,  durch  welchen  die  Geschwindigkeit  ausgedrückt 
wird,  eben  nur  der  einheitliche  Ausdruck  für  das  Verhältniss  des 
Zeitelements  zum  Raumelement,  und  es  ist  in  diesem  Verhältniss 
ausser  dem  wesentlichen  endlichen  Bestandtheil  noch  ein  infinitesi- 
maler Rest  enthalten.  Diesen  Rest,  mit  welchem  man  im  eigent- 
lichen Differeiitialcalcfil  operiren  muss,  hat  nun  Eagrange  in  der  Fmio- 
tionentheorie  entfernt,  während  er  ihn  in  der  Analytischen  Mechanik 
im  Sinne  der  herkömmlichen  Vorstellungen  und  der  dort  adoptirten 
Methode  des  Uuendlichkleinen  bestehen  Hess.  Die  Frage,  was 
praktisch  besser  sei,  ist  insofern  schwer  zu  beantworten,  als  die 
DilTerentialnotation  auch  schon  über  die  bequemste  Vorstellungsart, 
die  mit  ihr  verträglich  ist,  von  vornherein  entscheidet.  Beide 
Fassungen  <les  Begriffs  der  Geschwindigkeit  können  jede  für  sich 
und  sogar  uebeneiuaniier  ohne  Widerspruch  bestehen;  nur  bleibt 
in  der  infinitesimalen  Fassung  eine,  wenn  auch  unerhebliche  Un- 
bestimmtheit, indem  die  fragliche  Beimischung  nicht  constanter 
Art"  es  verbietet,  innerhalb  des  Zeitelements  noch  weiter  zu  niiter- 
scheiden.  Der  Augenblick  oder  Zeitpunkt,  für  den  auf  die  zweite 
unvollkommnere  Art  die  Geschwindigkeit  gedacht  wird,  ist  der 
Begrift'  einer  kleinen  Dauer,  deren  Anfang.  Ende  und  Mitte  so  zu 
sagen  iu  Eins  zii.sammenfliessen,  so  dass  die  in  ihr  möglic.hen 
Manuichfaltigkeiten  grundsätzlich  ununterscbieden  bleiben  sollen. 
Die  differentielle  Vorstellung  der  Geschwindigkeit  wird  jedoch 
völlig  rationell,  sobald  mau  sich  nur  bewusst  wird,  dass  mau  au 


Digitized  by  Google 


— -339 


derselben  einen  Begriff  hat,  innerhalb  dessen  eine  Beimischnng 
von  Veränderung  zu  denken  ist. 

Wie  bequem  nun  aber  auch  die  differentielle  Notation  sein 
möge,  so  darf  sie  doch  nkdit  hindern,  dass  die  Behandlung  der 
.Mechanik  den  Begriffen  der  antiken  Mathematik  Rechnung  trag<>. 
Es  darf  nicht  zwei  Begriffe  vom  geometrischen  Punkte  geben,  und 
wenn  man  von  der  einem  Punkte  entsprechenden  Geschwindigkeit 
redet,  so  ist  man,  auch  ganz  abgesehen  von  der  Begriffsfassung 
lies  Zeitpunkts,  schon  durch  die  Strenge  der  Geometrie  gezwungen, 
einen  elienso  bestimmten  Begriff’  der  Geschwindigkeit  aufzustellen. 
Im  Geffihl  dieser  Nothwendigkeit  hat  Eagrange  in  seiner  Fuuctionen- 
theorie  und  in  seinen  Vorlesungen  über  den  Fuuctionencalcill  ’)  die 
abgeleiteten  Functionen  (fonctions  derivöes)  an  ilie  Stelle  der 
Dift’erentialquotienten  der  verschiedenen  Ordnungen  gesetzt,  oder 
mit  andern  Worten,  er  hat  reine  Differentialcoefficienten  ohne 
infinitesimale  Beimischung  durch  eine  neue  Notation  von  den  ge- 
wöhnlichen Differeutialquotienten  unterscheidbar  gemacht.  Die 
Entwicklungsart  dieser  Functionen  bei  Lagrange  aus  einer  Funda- 
mentalreihe, die  zwar  mit  der  Taylorschen  Reihe  zusammenftillt, 
aber  nicht  aus  dem  DifferentialcAlcül  abgeleitet  wird,  geht  uns 
hier  nicht  näher  an.  Doch  sei  im  Allgemeinen  bemerkt,  dass  die 
Kntwickluug  einer  Function  nach  den  Potenzen  des  Zuwachses 
ihrer  unabhängigen  Variablen  das  flberall  entscheidende  Mittel  ist, 
die  modernen  geometrischen  und  mechanischen  Begriffe  auf  das 
Maass  der  antiken  Strenge  zuriickznfnhren.  Lagrange  will  ebenso- 
wenig die  Tangente  an  einem  Punkt  zur  Gemeinschaft  mit  einem 
Curveiielement,  als  die  Geschwindigkeit  in  einem  Punkt  zu  einem 
schwankenden  Begriff’  werden  lassen,  in  welchem  verschiedene,  von 
einander  altweichende  Bewegungen  dennoch  eine  Gemeinschaft 
haben  können.  So  streng  als  der  Begriff  der  alten  Mathematiker 
von  der  geometrischen  Berührung,  soll  auch  derjenige  von  der 
mechaniselnm  Geschwindigkeit  sein.  Diese  Forderung  ist  um  so 
natürlicher  und  zwingender,  als  der  Begriff’  der  Geschwindigkeit 
ja  noch  im  phoronomischen  Gebiet  liegt  iiud  mithin,  wie  die  reine 
•Mathematik,  dem  ausschliesslich  ideellen  Deiikeu  angehört. 

Nach  dieser  strengen  Fassung  wird  die  Geschwindigkeit  eine 
bestimmte,  mit  keiumn  unendlichen  Element  gemischte  Quantität 
und  entspricht  dem  mathematischen,  d.  h.  ausdehnungsloseu  Ramii- 


')  LefODü  dur  le  calcul  des  fductiuus,  2.  Aull.  läod. 
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punkt  ebenso  exact,  als  es  in  seiner  Art  der  antike  Begriff  einer 
Tangente  thnt.  Audi  hat  die  Entwicklung  bei  Lagrange  in  beiden 
Fällen  der  BegriiTsfassung  etwas  Analoges.  Er  bestinunt  nämlich ’) 
an  Stelle  der  (jeschwindigkeit  für  den  Punkt  eine  gleichförmige 
Bewegung,  welche  die  gegebene  noch  so  veränderliche  Bewegung 
gleichsam  zeitlich  tangirt,  indem  für  beide  in  einem  einzigen  Zeit- 
punkt ein  gemeinschaftlicher  Ort  des  beweglichen  Punktes  vor- 
handen ist,  übrigens  aber  jeder  gleichzeitige  Ort  in  der  gleich- 
förmigen Bewegung  dem  entsprechenden  Ort  in  der  veränderlichen 
Bewegung  so  nahe  liegt,  dass  keine  zweite  gleichförmige  Bewegung 
gedacht  werden  kann,  die  sich  näher  an  den  (lang  der  veränder- 
lichen anschlösse.  Mit  derselben  Wendung,  mit  welcher  die  giade 
Tangente  als  Uichtuug  der  Curve  in  dem  Berührungspunkt  auf- 
gefasst  wird,  kann  nun  auch  die  tangirende  gleichförmige  Bewegung 
der  bezeichneten  Art  als  Geschwindigkeit  der  gegebenen  veränder- 
lichen Bewegung  angesehen,  d.  h.  eben  mit  diesem  Ausdnick 
kenntlich  gemacht  und  unter  andern  Begriffen  ähnlicher  Art  her- 
vorgehobeii  werden.  Hienach  bestimmt  die  Geschwindigkeit  in 
einem  Punkte  unter  Voraussetzung  einer  veränderlichen  Bewegung 
nicht  ausschliesslich  die  wirklich  erfolgende  Bewegung,  sondern 
nur  diejenige,  welche  erfolgen  würde,  wenn  in  dem  Gesetz  der 
gegebenen  Bewegung  alle  abändernden  Ursachen  plötzlich  gestrichen 
würden.  Die  wirkliche  Bewegung  kommt  aber  dieser  hypothetischen 
für  ein  unbeschränkt  kleines  Element  auch  unbegrenzt  nahe,  so 
dass  Alles,  was  an  derselben  als  gleichförmig  abgesondert  werden 
kann,  in  dem  entsprechenden  Element  der  gleichförmigen  Bewegung 
seinen  exacteu  Ausdruck  findet.  Man  kann  also  die  elementare 
noch  so  gleichfonnige  Bewegung,  wie  jedes  veränderliche  Differential, 
als  eine  .Summe  denken,  die  sich  aus  zwei  Bewegungen  zusammen- 
setzt und  zweierlei  Grösseuerzeugungen  entspricht.  Die  eine  Be- 
wegung ist  alsdann  gleichförmig,  und  der  andere  Bestaudtheil 
repräsentirt  den  verändernden  Zusatz  oder  Abzug.  Diese  letztere 
Hinzufügung  ist  aber  im  Element  immer  von  zweiter  Ordnung, 
d.  h.  sie  verringert  sich  mit  der  unbeschränkten  Verkleinerung 
des  Elements  im  Vergleich  mit  dom  letzteren  selbst  ins  Unbe- 
grenzte, so  dass  sie  gegen  dasselbe  verhältuissmässig  so  klein 
wird,  wie  eine  unbegrenzt  kleine  Grösse  gegen  eine  endliche. 


‘1  Theorie  des  fooctious  uiial.  (ISIS)  dritte  Abth.  Cap.  l besonders 
Art.  -1.  Auch  Calcul  des  fouctious,  S.  Vurlesuni;  uiii  Eude  S.  lUS. 
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Hieraus  ist  denn  auch  klar,  dass  man  mit  derselben  unbegrenzten 
Approximation,  mit  welcher  man  das  Ciirvenelement  als  Richtung  der 
Cnrve  nimmt,  auch  das  Beweguugsclement  als  Geschwindigkeit  der 
Bewegung  nehmen  kann.  Das  Curvenelement  weicht  unbegrenzt 
wenig  von  der  graden  Linie  ab,  die  man  zwischen  seinen  zwei 
Endpunkten  ziehen  kann;  ebenso  weicht  das  Bewegungselement 
unbegrenzt  wenig  von  derjenigen  gleichfonnigen  Bewegung  ab,  die 
man  zwischen  den  zwei  zeitlichen  Endpunkten  dieses  Elements 
ausgeführt  denkeu  kann.  Noch  zutreffender  und  dem  Geiste  der 
strengen  Analogie  entsprechender  wird  die  Vorstellungsart,  wenn 
man  auch  in  der  Geometrie  das  Curvenelement  nicht  mit  der 
Sehne,  sondern  mit  dem  zugehörigen  Taugentenelemeiit  vergleicht, 
und  in  der  Mechanik  nicht  die  mittlere  Geschwindigkeit  zwischtm 
den  zwei  zeitlichen  Endpunkten  des  Elements,  sondern  die  gleichsam 
tangirende  gleichförmige  Elementarbewegung  zum  Vergleichungs- 
gegenstand nimmt.  Freilich  kann  man  von  einer  Zugehörigkeit 
des  Tangentenelements  in  der  Geometrie  nur  reden,  wenn  man 
Cnrve  und  Tangente  als  durch  eine  correspondirende  Bewegung 
construirt  denkt  und  mithin  die  Geometrie  phoronomisch  näher 
bestimmt.  Alsdann  ist  aber  auch  die  Analogie  ganz  streng,  und 
es  giebt  in  der  Mechanik  dann  ein  Element  der  gleichförmigen 
Bewegungstangente  zu  berücksichtigen,  von  welchem  das  wirkliche 
Bewegungselement  nach  Raumgrösse  und  Bewegungsform  nur  un- 
begrenzt wenig  abweicht. 

In  die  Gestalt  der  vorangehenden  Darlegungen  mussten  wir 
die  Idee  Lagranges  kleiden,  um  das  Bestreben  des  für  die  strengere 
Fassung  der  Begriffe  der  modernen  Mathematik  und  Mechanik 
classischen  Autors  ohne  besondern  Calcül  und  unter  Anlehnung 
an  die  gewöhnlichsten  Vorstellungen  der  Differentialtradition  sicht- 
bar zu  machen. 

145.  Das  entscheidende  Beweismittel  ist.  wie  schon  gesagt, 
bei  Lagrange  die  allgemeine  Entwicklungsreihe  einer  Function 
nach  den  ganzen  und  positiven  Potenzen  des  Zuwachses  der  Ver- 
änderlichen. Er  geht  hiebei  von  einer  beliebigen  Gleichung  der 
Bewegung  aus  und  verwandelt  den  Ausdruck  des  Raumes  durch 
die  Zeit  in  eine  Reihe  nach  den  Potenzen  des  Zeitelements, 
welches  unbeschränkt  klein  muss  gedacht  werden  können,  damit 
jedes  Glied  fiir  sich  allein  mit  unbeschränkter  Approximation  auch 
zugleich  den  Werth  aller  folgenden  Glieder  vertreten  könne. 
Unter  dieser  Voraussetzung  ist  der  bekannte  Ausdruck  für  den 
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Rest  der  Reihe,  den  Lagrange  einführte  und  der  vor  Cauchys 
Restforinel  die  vollkomiueuste  Form  lieferte,  offenbar  eine  formale 
UeberflOssigkeit,  die  nur  dann  Bedeutung  haben  würde,  wenn  es 
sich  um  einen  Zuwachs  handelte,  der  nicht  unbeschränkt  verkleinert 
werden  dürfte.  Sind  die  Bedingungen  des  Falles  aber  der  Art, 
dass  mau  den  Zuwachs  unbegrenzt  verkleinern  darf,  was  für  jede 
stetige  Grössenveränderuug  zulässig  ist,  so  stellen  die  steigenden 
Potenzen  des  Zuwachses,  die  sich  mit  den  abgeleiteten  Functionen 
üiultiplicirt  finden,  die  verschiedenen  Grössenordnungeu  dar.  Der 
richtige  Begiifl’  des  unbegrenzt  Kleinen  ist  also  auch  von  Lagrange 
ebensowenig  als  eine  rationelle  Unterscheidung  der  verschiedeuen 
Ordnungen  desselben  umgangen  worden,  und  konnte  es  auch  nicht, 
da  er  zu  den  wesentlichen  Begiilfen  des  Denkens  gehört.  Was 
sich  aber  in  der  That  au.sgemerzt  findet,  ist  der  falsche  Begrifi' 
von  einem  unbegrenzt  Kleinen,  welches  unter  dem  herkömmlichen, 
au  sich  selbst  übrigens  ganz  unschuldigen  Namen  des  Unendlich- 
kleinen  eine  Art  Vorwegnahme  aller  Verkleinerungen  durch  die 
Idee  einer  Jenseits  aller  V^erkleiuerung  liegenden  Grösse,  über 
welche  hinaus  keine  kleinere  mehr  gedacht  werden  könne,  vor- 
stellen sollte.  Da  man  den  widerspruchslosen  Begrifi'  des  unbe- 
grenzt Kleinen  ')  nach  einiger  Orieutining  auch  da  geltend  machen 
kann,  wo  meist  der  logisch  unhaltbare  oder  unklar  gedachte  die 
Vermittlung  des  Raisonnements  zu  bilden  pflegt,  so  ist  weder  die 
difl'ereutielle  Notation  noch  die  zugehörige  unmittelbare  Operation 
mit  unbegrenzt  kleinen  Grössen  ein  Hiuderniss,  völlig  streng  zu 
verfahren,  und  man  braucht  nicht  einmal  den  Begriff  Lagranges 
von  abgeleiteten  Functionen  ohne  Bezug  auf  die  unbegrenzt  kleinen 
Elemente,  — mau  braucht  nicht  einmal  diese  besondere  Zurüstung 
einer  durchaus  neuen  Notation  und  Begriffsfassung,  um  die  strengsten 
und  klarsUm  Ideen  vorstellig  zu  machen.  Eines  kann  man  jedoch 
hiebei  nicht  umgehen;  man  muss  nämlich  die  gemischten  Differentiale 
von  den  abgekürzten  bisweilen  unterscheiden  können  und  hiezu 
wenigstens  transitorisch  irgend  eine  auszeichiieude  Markirung  ein- 
treten  lassen.  Das  Raumelement,  welches  einer  veränderlichen 
Bewegung  angehört  und  etwa  durch  dx  bezeichnet  wird,  kann 

')  Die  cxacte  KassunK  ifcst;elbcn  ist  von  mir  iiml  zwar  in  itcr  N'atiir- 
lidien  Dialektik,  Berlin  18<35,  besonders  Tbcil  11  erster  Abseli.  Cai>.  :>  iiud 
ancb  seli'in  früher  in  der  lateinischen  .\bhandlung  über  liauni.  Zeit  mul 
t'ausalitüt  sowie  über  die  l.o^'ik  der  Intinitesinialanalysis,  Berlin  18GI,  ver- 
iilfeutUcht  worden  und,  soweit  mir  bekannt,  ohne  Vorgänger  gewesen. 
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pineu  doppelten  Sinn  haben.  Entweder  ist  es  das  genaue  und 
vollständige  Uauintheilchen , welches  in  dem  Zeiltheilchen  durch- 
laufen wird;  oder  aber  es  ist  ein  abgekürzter  Ausdrnck  davon  und 
stellt  den  Raum  vor,  der  mit  der  streng  punktuellen  Geschwindig- 
keit am  Anfang  des  Zeitelements  während  der  Dauer  dieses 
Elements  durchlaufen  werden  würde,  wenn  die  Bewegung  streng 
gleichförmig  wäre.  Nimmt  man  diese  zweite  Grösse,  die  etwas 
Hypothetisches  an  sich  hat,  und  dividirt  sie  durch  das  Zeitelement, 
so  hat  man  in  diesem  Quotienten  den  absolut  genauen  Ausdruck 
der  Geschwindigkeit.  Warum  sollte  man  aber  nicht  bei  dem  llaum- 
element  Zweierlei  denken  können,  da  man  doch  sonst  im  Differential- 
calcül  die  Abkürzungen  ohne  Weiteres  vornimmt?  Man  kann  dies 
um  so  mehr,  da  sich  bei  näherer  Untersuchung  zeigt,  dass  nur 
durch  die  Abküi'zung,  auf  die  hier  aufmerksam  gemacht  wird,  die 
gewöhnlichen  W'eglassuugen  der  Grössen  zweiter  Ordnung  zu 
einem  streng  logischen  Verfahren  werden.  Mau  braucht  nicht 
mit  Uaruot  den  Begriff  der  unvollkommenen  Gleiclumgen  zu  Hülfe 
zu  rufen  und  nicht  das  Gleichheitszeichen  in  Gedanken  durch  die 
Marko  einer  unbegrenzt  kleinen  Ungleichheit  zu  ensetzeu,  wenn 
mau  nur  die  sehr  natürliche  Cousequenz  befolgt,  die  Abkürzung 
niemals  hinkend,  sondern  stets  analog  auf  den  beiden  Seiten  einer 
Gleichung  vorzunehmen  und  vor/.ustellen.  Steht  also  auf  der  einen 
Seite  das  Kaumelenieut  und  auf  der  andern  ein  unverkürzter  Aus- 
druck desselben  mittelst  einer  Function  des  Zeitelements,  so  kann 
man,  wenn  mau  die  Quadrate  des  Zeitelemeuts  als  Grössen  zweiter 
Ordnung  weglässt,  auch  nicht  umhin,  sich  das  Raumelement  um 
eine  Grösse  zweiter  Ordnung  abgekürzt  zu  denken;  denn  nur  unter 
dieser  Voraussetzung  besteht  für  beide  Seiten  die  strengste  Gleich- 
heit. Hiemit  ist  aber  auch  ersichtlich,  dass  mau  keiner  durchaus 
neuen  Notation  bedarf,  um  die  strengen  Begriffe  zu  veranschaulichen, 
und  dass  man  bei  einiger  Aufmerksamkeit  auch  ohne  besondere 
Markiruug  in  jedem  Zusammenhang  wissen  wird,  ob  die  Elemente 
ungemischt  oder  gemischt  zu  denken  seien.  Ebenso  wird  die 
sinnliche  Veranschaulichung,  die  in  der  unmittelbaren  Vorstellung 
der  Elemeutargrösseu  liegt,  bei  diesem  Verfahren  nicht  aufgeopfert. 
Trotzdem  sind  aber  in  gewissen  Fällen  die  reinen  Hervorhebungen 
der  abgeleiteten  Functionen  durch  die  besondern  Zeichen  von 
Lagrange  für  die  Ebenmässigkeit  des  Vorstellens  sehr  nützlich, 
und  man  wird  daher  unter  Umständen  gut  thun,  auch  die  durch 
abgekürzte  Elemente  ausgedrückten  Differeutialquotienten,  so  streng 
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diesplben  auch  das  Gewünschte  aiisdrflcken,  dennoch  mit  einem 
Zeichen  zu  vertauschen,  welches  von  der  symbolischen  Repräsen- 
tation der  Elemente  frei  ist.  Ob  man  daher  schreibt  x'=  f't  oder 

_ jiß  Alles  bleibt  sich  wesentlich 

dl  dl 

gleich,  wenn  nur  unter  dx  im  letzten  Fall,  in  welchem  die 
Geschwindigkeit  v streng  gedacht  sein  soll,  ein  abgekürztes  Element 
vorgestellt  wird.  Ini  vorangehenden  Fall  hat  man  dagegen  die 
Wahl,  da  die  Ausdrücke  auf  beiden  Seiten  in  zweierlei  Sinn, 
nämlich  beide  uuabgekürzt  oder  beide  abgekürzt  verstanden  werden 
können.  Der  allererste  Fall  ist  dagegen  schon  durch  die  Notation 
völlig  eindeutig  und  drückt  das  fragliche  Verhältniss  oder  mit 
andern  Worten  die  Geschwindigkeit  unter  völliger  Abstraction  von 
den  Hülfsgrösseu  aus. 

Es  würde  hier  zu  weit  führen,  wenn  wir  die  strenge  BegrifTs- 
lässuug  der  Beschleunigung  und  Kraft  bei  Lagrauge  in  unserm 
Zusammenhänge  ebenso  erörtera  wollten,  wie  diejenige  der 
Geschwindigkeit.  Jedoch  sei  bemerkt,  dass  der  Urheber  der 
strengen  Vorstelluugsarteu  sich  in  der  Analytischen  Mechanik  aus- 
schliesslich au  die  Operation  mit  den  unmittelbaren  Elementar- 
grössen hält  und  die  Beschleunigung  als  Uift'ereutial  der  Geschwindig- 
keit, welches  daun  noch  durch  das  Zeitelemeut  zu  dividiren  ist, 
im  Geiste  einer  guten  Intinitesimalmethode  vorstellig  macht'). 
Allerdings  führt  er  keine  logische  Wendung  ein,  durch  welche  die 
lüliuitesimalmethode  au  sich  selbst  streng  gestaltet  würde;  aber 
es  tritt  auch  nirgend  ein  eigentlicher  Widerspruch  hervor,  und  es 
ist  überall  sichtbar,  dass  sich  der  Autor  die  Difterentiale  einfach 
als  kleine  Differenzen  denkt,  die  mit  der  Voraussetzung  und 
Forderung  der  unbegrenzten  Verkleinerung  behaftet  sind.  Durch 
diesen  Umstand  erhöht  sich  die  innere  Eleganz  des  monumentalen 
Werks  der  Analytischen  Mechanik  nicht  unwesentlich,  indem  ihm 
eine  falsche  Metaphysik  des  Uueudlichkleinen  in  den  Hauptzügeu 
fremd  bleibt.  In  dieser  negativen  Beziehung  ist  es  sogar  glück- 
licher gewesen,  als  die  Fuuctioneutheorie  in  der  positiven  Hinsicht; 
denn  es  hat  den  Vorzug  gehabt,  mit  einer  allgemein  auerkaniiteu 
Notation,  an  die  sich  eine  falsche  Metaphysik  anlehnte,  wesentlich 
nur  haltbare  V'orstellungeu  zu  verbinden  und  so  den  Vortheil,  der 
in  der  Gunst  des  Herkommens  und  einer  recipirten  Symbolik  liegt. 


’)  Mm.  aual.  üd.  1 (läll)  Dynamik  Sect.  11  Art.  U. 
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mit  eiuer  gewissen  Reform  der  anhaftenden  Vorstell  ungsart  zu 

vereinigen.  Auch  wäre  es  in  der  That  merkwürdig,  wenn  derselbe 

Geist  im  Grunde  der  Sache  eiuer  doppelten  Anschauungsweise 

gleichzeitig  und  auf  die  Dauer  fähig  gewesen  wäre.  Dagegen  ist 

die  Functionentheorie  nicht  mir  um  der  neuen  Notation,  sondern 

auch  um  der  Beschränkung  der  sinnlichen  Hülfsgrössen  willen 

äusserlich  nicht  durchgedrungen  und  hat  auch  innerlich,  neben  ihren 

glänzenden  Vorzügen,  den  Nachtheil,  nicht  direct  genug  die  f 

Diflerentialmethode  selbst  durchgreifend  zu  roforinireu,  indem  sie 

den  Fuuctionencalcül  zu  sehr  isoliit  und  keinen  Versuch  macht, 

in  die  differentiellen  Begriffe  unmittelbar  und  ohne  Beseitigung 

der  gewöhnlichen  Symbolik  einen  exacteu  Sinn  zu  legen. 

146.  Vorausgesetzt,  dass  die  Schwierigkeiten  und  Uugeuauig- 
keiteu  der  differentiellen  Fassung  der  mechanischen  Grundbegrifle 
entfernt  sind,  so  kann  die  weitere  principielle  Frage  nur  noch 
darauf  gehen,  die  Beschränkung  dereelben  auf  gew  isse  ausgezeichnete 
VorsteUungen  gehörig  zu  begründen.  Lagrauge  geht  in  der  Functionen- 
theorie  zunächst  von  den  blossen  Bewegungserscheinuugen  aus  und 
entwirll,  so  zu  sagen  aus  dem  willkürlich  festsetzeudeu  Gedanken 
heraus,  die  verschiedenen  möglichen  Bewegungsarten.  Er  geht 
hiebei  von  den  Gattungen  der  analytischen  Beziehuugsformen  aus, 
in  denen  zwei  veränderliche  Grössen,  hier  also  Zeit  und  Raum, 
überhaupt  stehen  können.  Ist  die  Gleichung  in  Beziehung  auf 
die  Zeit  vom  ersten  Grade,  so  ist  die  Bewegung  gleichförmig;  ist 
sie  eine  reine  quadratische,  so  ist  sie  gleichförmig  veränderlich; 
sie  ist  dies  auch,  wenn  die  Gleichung  überhaupt  vom  zweiten 
Grade  ist,  aber  sie  kann  alsdann,  sobald  die  Gleichung  gemischt 
ist,  in  eine  gleichförmige  und  eine  gleichförmig  veränderliche 
zerlegt  werden.  Geht  man  von  diesen  analytischen  Festsetzungen 
der  Bewegungsformen  aus,  so  hat  mau  mit  der  unmittelbaren 
Gleichung  zwischen  dem  Raume  und  der  Zeit  den  Raum  durch 
eine  Function  der  Zeit,  d.  h.  durch  eine  gewisse  analytische  Form 
mit  bestinunteu  Constanten  ausgedrückt.  Diese  Foim  ist  für  dieselbe 
.4rt  von  Bewegung  ebenfalls  eiuunddieselbe.  Das,  wodurch  sich 
verschiedene  Bewegungen  derselben  Art  unterscheiden,  sind  also 
nur  die  Constanten.  Entfernt  mau  aus  den  Bewegungsformeu  alle 
unwesentliche  Zusammensetzung  und  Mischung,  so  bleiben  sogar 
nur  die  unentbehrlichen,  charakteristischen  Constanten  übrig.  Eine 
solche  ist  bei  der  Gleichung  ersten  Grades  der  Factor,  mit  welchem 
sich  im  Ausdruck  des  Raumes  die  Zeit  multipRcirt  finden  muss. 


Digilized  by  Google 


34Ü 


Dieser  Factor  ist  es  allein,  wodurch  sich  eine  Ortaveräiiderung 
dieser  Art  von  einer  andern  gleicher  Art  unterscheidet.  Die  zweite 
Constaute  kann  nur  die  Lagebestiinniung  der  Kaumcoordiuate 
hetreft'en,  indem  bei  der  Bewegung  von  vornherein  ein  fester 
Abstand  vom  Anfangspunkt  der  Coordinatenaxe  in  Rechnung 
gebracht  werden  muss.  .Jene  charakteristische  Coustante  ist  es 
also  allein,  durch  welche  sich  irgend  eine  gleichförmige  Bewegung 
von  einer  andern  gleichförmigen  Bewegung  unterscheidet.  Man 
erhält  dieses  unterscheidende  Merkmal  ohne  Weiteres  mit  der 
Herstellung  der  einfachen  und  geordneten  Grundform  der  gleich- 
förmigen Bewegung.  Zeichnet  man  es  durch  irgend  einen  Namen 
aus,  so  kann  mau  mit  diesem  neuen  Begriff  opeiiren,  und  es  ist 
klar,  dass  mau  in  ihn  nichts  weiter  hiueiugelegt  hat,  als  diejenige 
Bedeutung,  die  ihm  die  in  freier  Feststellung  gleichsam  erdachte 
Gleichung  durch  den  Zusammenhang  ihrer  Theile  zu  geben  vermag. 
Dieser  Begriff  ist  nun  derjenige,  welchen  mau  Geschwindigkeit 
nennt,  und  er  ist  auf  diese  Weise  erst  aus  dem  Gedanken  heraus 
coustruirt  uud  gleichsam  geschaffen. 

V’erlährt  mau  analog  mit  der  Gleichung  zweiten  Grades,  so 
zeigt  sich,  dass  auch  sie,  abgesehen  von  der  Mischung  mit  einer 
gleichlormigeu  Bewegung,  nur  eine  einzige  charakteristische  Con- 
staute enthält,  durch  welche  sich  irgend  eine  gleichförmig  ver- 
änderliche Bewegung  von  einer  andern  ebenfalls  gleichtörinig 
veränderlichen  Bewegung  einzig  uud  allein  zu  untei-scheideu 
vermag.  Diese  Constante  muss  mithin  als  ein  neuer  Begriff  aus- 
gezeichnet uud  benannt  werden:  sie  ist  bekanntlich  das,  was  man 
Beschleunigung  nennt.  Ob  man  das  Einfache  oder  Doppelte  des 
Factors  nimmt,  mit  welchem  sich  das  Quadrat  der  Zeit  multiplicirt 
findet,  ist  hier  noch  nicht  wesentlich. 

Gesetzt  man  gehe  statt  von  den  beiden  erwähnten  Formen 
von  einer  ganz  allgemeinen  Gleichung  ohne  besondere  Forin- 
bestimmimg  aus,  so  drückt  diese  Gleichung  analytisch  uud  logisch 
nichts  weiter  aus,  als  dass  der  Raum  in  einer  beliebigen  Weise 
von  der  Zeit  abhängig,  d.  h.  als  irgend  welche  Function  der  Zeit 
gedacht  werden  solle,  möge  dieselbe  algebraisch  sein  oder  nicht. 
Diese  Voretellung  umschliesst  alle  nur  erdenklichen  oder  vielmehr 
zu  erdichtenden  Möglichkeiten.  Bei  dieser  Voraussetzung  kann 
man  nicht  mehr  unmittelbar  von  den  zwei  erwähnten  chaiakteristischen 
Constanten  reden:  denn  wenn  z.  B.  auch  die  Beziehung  nur  vom 
dritten  Grade  wäre,  so  würde  mau  den  Factor  der  dritten  Potenz 
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der  Zeit  als  das  eigentlich  Unterscheidende  zn  markiren  und  alles 
Uebiige  nur  als  unwesentliche  Mischung  der  neuen  ilewegungsfonu 
mit  den  niedern  Formen  anzusehen  haben.  Die  zweimalige 
Differentiation,  die  sonst  die  constante  Beschleunigung  liefert, 
würde  eine  im  Verhältniss  der  Zeit  veränderliche  Grösse  ergeben. 
Was  nun  aber  diese  letztere  real  sollte  bedeuten  können,  könne 
man,  sagt  Lagrange '),  gar  nicht  wissen,  und  hiemit  motiviil  er 
das  Stehenbleiben  bei  den  zweiten  Diß'erentiationen.  Es  soll  uns 
also  nur  das  interessiren,  was  an  den  Bewegungen  in  Beziehung 
auf  die  Zeit  quadratisch  ist,  oder  mit  andern  Worten  nur  das,  was 
an  ihnen  gleichförmig  veränderlich  ist.  Hier  zeigt  sich  nun  das 
Ungenügende  des  Ausgangspunkts,  und  es  zeigen  sich  auf  einmal 
zwei  Mängel  zugleich.  Erstens  sieht  man  nicht  ein,  wanim  man 
nicht  wenigstens  theoretisch  die  Differentiationen  fort.setzen  solle: 
denn  Lagrauges  Benifiiug  auf  die  Erfahrung,  derzufolge  man  in 
der  Natur  keine  mehr  als  quadratisch  von  der  Zeit  abhängige 
Bewegung  kenne,  begründet  wohl  eine  Beschränkung  der  An- 
wendungen der  Theorie,  aber  nicht  eine  in  sich  ungerechtfertigte 
.\breissung  der  Theorie  selbst.  Zweitens  wird  auch  positiv  der 
Fall  der  Natur  durch  die  einfache  Beschränkung  auf  die  quadratische 
.\bhängigkeit  dos  Haumos  von  der  Zeit  gar  nicht  gedeckt,  da  nicht 
die  gleichförmig  veränderliche,  sondern  die  nach  Maassgabe  der 
Distanzen  selbst  veränderliche  Bewegung  die  Fuudameutalthatsache 
der  Natur  bildet.  Jede  fnnctionelle  Beziehung  entspricht  einer 
logischen  Abhängigkeit.  Nun  wäre  es  aber  sehr  künstlich,  die  Ur- 
sache, vermöge  deren  der  zu  durchlaufende  Ilaum  selbst  von  einer 
Kaumgrösse  nämlich  von  der  Distanz  (/>)  des  Kraftcentrums  vom 
jedesmaligen  Angritfspunkt  abhängig  ist,  als  eine  Function  der 
Zeit  denken  zu  wollen,  da  zwischen  dem  Zeitablauf  als  solchen 
und  den  Veränderungen  der  Kraft  kein  unmittelbarer  Zusammeu- 
liang  besteht.  Die  Raumposition  entscheidet  über  die  Kraft,  und 
es  ist  au  sich  gleichgültig,  wie  und  in  welcher  Zeit  der  Köiqier 
zu  dieser  Position  gegen  das  Kraftcentrum  gelangt  sei.  Die 
Bleichung  der  Bewegung  eines  Punktes  auf  der  Richtung  der 
Kraft  wird  also  nur  dann  in  genügender  Allgemeinheit  gedacht, 
wenn  man  den  Kaum  nicht  blos  einer  Function  der  Zeit,  sondern 
einer  Function,  die  ausser  der  Zeit  auch  noch  den  veränderlichen 
•Abstand  enthält,  gleichsetzt  und  mithin  anstatt  x=ß  von  vorn- 
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herein  x,  = J'{p,  /)  schreibt.  Geht  man  von  die.ser  Grundbeziehung 
au.s,  so  zeigt  sich  bei  den  Difl'erentiationen,  dass  die  Beschleunigung 
ini  Allgemeinen  variabel  sei,  und  dass  sie  ein  ebenso  punktueller 
Begriff  sei,  wie  die  Geschwindigkeit.  Nur  für  einen  bestimmten 
Kaumpunkt  und  also,  insofern  es  sich  nicht  um  Ruhe  sondern 
am  Bewegung  handelt,  auch  nur  für  einen  bestimmten  Zeitpunkt 
existirt  auf  der  Kraftrichtung  eine  und  dieselbe  Beschleunigungs- 
grösse.  Diese  punktuelle  Beschleunigung  oder,  wenn  man  sie  auf 
die  Masseneinheit  bezieht,  diese  punktuelle  Kraft  kann  stets  nur 
approximativ  als  eine  in  der  Wirklichkeit  constaute  Grösse  gedacht 
werden.  Ihre  Coustanz  ergiebt  sich  daher  auch  im  Calcül  nur 
unter  der  Voraussetzung,  dass  man  den  Abstand  p coustaut  macht, 
d.  h.  von  seiner  Veränderung  als  von  etwas,  was  in  gewissen 
Fällen  unerheblich  ist,  völlig  abstrahirt.  Nur  so  gewinnt  man 
z.  B.  die  constaute  Beschleunigung  der  Schwere  für  irgend  einen 
Breitengrad;  aber  abgesehen  von  aller  Approximation  ist  die 
Gravitationsbeschleunigung  oder  das  Gewicht  für  jeden  Pnnkt  ein 
anderes;  ja  es  ändert  sich  nicht  blos  unmittelbar  mit  jedem  Raum- 
punkt, sondern  auch  mittelbar  mit  jedem  Zeitpunkt,  da  die 
planetarischen  Körper  in  fortwährenden,  wenn  auch  in  dieser  Be- 
ziehung sehr  unbeträchtlichen  Lageveränderungen  begriffen  sind. 
Es  wird  sich  später  zeigen,  dass  für  die  Principieu  der  Mechanik 
die  Beziehung  der  Kräfte  auf  die  Distanzveränderungen  eine 
elementare  Wichtigkeit  hat,  indem  ohne  diese  Beziehung  die  Er- 
haltung der  Kraft  nicht  in  ihrem  vollständigen  Umfang  begriffen 
werden  kann. 

Was  aber  die  oben  erwähnte  Abreissung  der  Theorie  bei  den 
tjuadraten  der  Zeit  oder  des  unbegrenzt  kleinen  Zeitzuwachses 
betrifft,  so  ist  es  allerdings  möglich,  auch  die  Abhängigkeit  von 
der  Distanz  formal  als  eine  Function  der  Zeit  zu  denken,  indem 
sich  ja  in  jedem  besondern  Fall  der  Bewegung  die  Distanz  in 
einer  stetigen  Weise  mit  dem  durchlaufenen  Raum  ändert  und 
mithin  indirect  zu  der  aufgewendeten  Zeit  in  irgend  einer  Grössen- 
relation steht,  ln  diesem  Fall  und  nach  dieser  Auftässungsart 
wird  die  Function  der  Zeit  für  den  Raum  eine  Reihe  ergeben,  in 
welcher  auch  die  höheren  Potenzen  des  Zeitelements  in  Frage 
kommen  müssen.  Ueberhaupt  darf  es  für  die  Phoronomie  als 
solche  keine  Grenzen  geben,  indem  jede  ohne  Widerspruch  denk- 
bare Bewegung  in  dem  rein  phoronomischen  Gebiet  als  Gegen- 
stand der  Theorie  zugelassen  werden  muss.  Anders  hat  man  sich 
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aber  zu  verhalten,  sobald  engere,  eigentlich  mechanische  Be- 
dingungen den  Rahmen  der  möglichen  Begriffsgebilde  abgeben. 

147.  Im  Bereich  der  Brincipien  ist  der  Uebergaiig  von  <len 
Idossen  Bewegnngserscheiniingen  zu  der  Berncksicbtignng  der 
Massen  einer  der  wesentlichsten  Schritte.  Lagrange  thut  ihn, 

indem  er  sich  auf  die  Erfahrung  *)  beruft.  Namentlicb  wird  der 
Stoss  unelastischer  Körper,  deren  Massen  sich  umgekehrt  wie  die 
Geschwindigkeiten  verhalten,  dafür  in  Bezug  genommen,  dass  die 
Massen  und  Geschwindigkeiten  einander  proportional  ersetzen.  Die 
Wirkung  einer  gespannten  Feder  in  der  Bewegung  von  zwei  un- 
gleichen Ma.ssen,  zwischen  denen  sie  eingesetzt  ist,  gilt  ebenfalls 
als  Instanz.  Endlich  wird  auch  die  Bewegung,  die  das  Ueber- 
gewicht  an  der  Atwoodscheu  Fallmascbiue  der  Summe  der  Massen 
ertheilt,  als  Erfabrungsschema  für  ilie  V>rtheiluug  der  Schwerkraft 
einer  kleineren  auf  eine  grössere  aber  träge  Masse  verwertbet. 
Die  beiden  für  sich  im  Gleichgewicht  befindlichen  .Massen  sind 
nämlich  insofern  träg,  als  sich  in  ihnen  die  Schwerkraft  durch 
den  Gegensatz  der  Richtung  aufliebt.  Sie  bilden  daher  ein  System, 
welches  einschliesslich  der  Masse  des  angellängten  üebergewichts 
von  der  in  dem  letzteren  wirksamen  Kraft  bewegt  werden  muss. 
Die  Beschleunigung  reducirt  sich  also  im  Verhältuiss  der  Gesammt- 
masse  zum  Ueberge wicht,  oder  was  dasselbe  ist,  zur  Diftereiiz, 
welche  sich  durch  Abzug  der  im  Gleichgewicht  hefiiidlicheii  Massen- 
theile  von  der  Gesammtmasse  ergiebt.  Die  Berufung  auf  die 
Beobachtung  und  das  Experiment  liefert  hienach  den  Begriff  von 
etwas, 'was  man  Masseubeschleunignng  nennen  könnte,  und  was 
gewöhnlich  kurzweg  Kraft  heisst.  Die  Beschleunigung  hat  nur 
einen  phoronomischen  und  keinen  mechanischen  Sinn,  wenn  sie 
nicht  auf  eine  Masse  bezogen  wird.  Die  Krafteintieit  ergiebt  sich 
also,  wenn  man  die  Beschleuuiguugseinheit,  d.  h.  irgend  eine  auf 
die  Zeiteinheit  bezogene  Raumeiiiheit,  mit  der  Masseiieinheit  ver- 
bindet. Da  nun  Lagrange  es  als  Erfahrungsprincip  ansiebt,  dass 
die  Kraft  im  graden  Verhältniss  der  Masse,  welche  von  der  Be- 
schleunigung aflicirt  ist.  wirksam  sei,  so  gewinnt  er  hiedurch  den 
Satz,  dass  der  Ausdruck  für  die  Kraft,  also  z.  B.  auch  das 
Gewicht  durch  die  Masse  zu  dividireu  sei,  um  die  Beschleunigung 
zu  erhalten.  Genau  stellt  man  sich  aber  das  V^erhältniss  nur  vor. 
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wfinn  man  sich  ausdrücklich  bewusst  ist,  dass  man  durch  die 
fragliche  Division  keine  hlos  phoronoinisehe  Beschleunigung,  sondern 
die  Beschleunignng  für  die  Masseneinheit  und  mithin  einen  eigent- 
lichen Kraftausdruck  erhält,  dem  man  es  analytisch  nur  nicht 
immer  anzuseheu  braucht,  dass  er  mit  dieser  Einheit  multiplicirt 
zu  denken  sei.  Lagrange  verwandelt  alle  seine,  in  der  Functionen- 
theorie gewonnenen,  zunächst  auf  die  blossen  Bewegungserscheinungen 
bezüglichen  Formeln  dadurcli  in  sichtbar  mechanische  Beziehungen 
der  Massen,  dass  er  die  abstracten  Ausdrücke  der  Kräfte,  die 
überhaupt  eine  Bewegungsursache  bedeuteten,  mit  einem  Divisor 
versieht,  der  die  Massen  der  Punkte  oder  Körper  vorstellt,  an 
denen  sie  wirken.  Die  Kinführnng  dieses  Divisors  kann  so  aus- 
gelegt werden,  dass  hiedurch  die  Kräfte,  welche  sonst  als  Be- 
schleunigungen für  gleiche  Massen  gedacht  wurden,  jetzt  auf 
Beschleunigungen  für  gegebene  verschiedene  Massen  rediicirt  werden. 
Mau  kann  sich  aber  auch  das  Verhältniss  anders  vorstellen,  indem 
man  annimmt,  dass  die  unbestimmten  Ausdrücke  für  die  Kräfte, 
die  verschiedene  Massen  als  u na usged rückte  Factoren  enthielten, 
durch  die  Division  auf  Beschleunigungen  der  Masseneinheit  reduciit 
werden.  Ganz  offenbar  ist  es,  dass  man  in  eine  Gleichung,  auf 
deren  einer  .Seite  die  Beschleunigung  der  Coordinate  des  punktuellen 
Köri)ers  und  auf  deren  anderer  Seite  eine  Summe  von  Kräften 
steht,  die  Berücksichtigung  der  Masse  nur  dadurch  einführen  kann, 
dass  man  die  Kraft  durch  die  Masse  des  Körpers  dividirt,  oder 
anstatt  dieses  Divisors  die  Masse  auf  der  andern  Seite  als  Factor 
der  Beschleunigung  hiuziisetzt.  Auf  diese  Weise  gewinnen  die 
Gleichungen  die  mechanische  Form,  während  sie  sonst  nur  ein 
phoronomisches  Ansehen  hatten.  Dies  ist  wenigstens  die  Idee 
Lagranges,  in  welcher  sich  jedoch  eine  bedenkliche  Wendung  ver- 
hüllt. Er  setzt  in  einer  der  vorher  angeführten  Stellen  ')  anstatt 
der  Ausdrücke  lür  das,  was  er  absolute  Kräfte  nennt,  nämlich  für 
V 0. 

/’,  (J  11.  s.  w.  einfach  -r;  n.  s.  w.,  ohne  auf  der  andern  .Seite 
M M 

der  Gleichung,  wo  der  Ausdruck  für  die  Beschleunigung  steht, 
irgend  etwius  zu  verändern.  Nachher  bringt  er  den  Divisor  .1/  auf 
die  andere  Seite,  so  dass  er  zum  Factor  der  Beschlennigimg  wird. 
Dieses  Verfahren  ist  nuexact,  wenn  man  seinen  Fehler  nicht  still- 
schweigend dadurch  verbessert,  dass  man  unter  /’,  U n.  s.  w.  das 
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pn<te  Mal  aiulere  Grösspn  dpnkt  als  dipjpnigpn,  wpIpIip  in  dpn 
Bnlchen  gpltpn  sollpn.  Die  ünifonniing  pinpr  Olpichuiig  durch 
pinp  anssehliesslich  auf  die  ninp  Spüp  dcrsclbpii  hcschränklp  Division 
mit  M würde  sich  nicht  rpchtfcrtigen  lassen,  wenn  man  nicht 
zugleich  annähme,  dass  auf  ehen  dieser  .Seite  eine  pnlspre(diende 
MnltiplicAtion  stattflindp.  An  Stelle  der  ahsolnten  Kraft  P hat 
man  also  eine  vervielfachte  Kraft  zu  denken,  ilie  durch  M divi<lirt 
den  ursprünglichen  Werth  /'  ergieht.  Hieinit  ist  denn  aber  auch 
sichtbar  geworden,  dass  die  KinfOhrnng  der  Massen  in  die 
Uleichnngen  wirklich  nichts  weiter  hedeiiten  kann,  als  den  Aus- 
druck der  Körpermasse,  die  bisher  als  gemeinsame  Kinheit  galt 
und  nnberücksichtigt  blieb,  durch  eine  kleinere  Kinheit.  Auf  diese 
Weise  treten  die  Massen  als  sichtbare  Kactoren  ln*rvor,  und  wenn 
sie  auf  der  einen  Seite  auch  in  den  S3’inl)olen  P,  Q n.  dgl.  nicht 
erscheinen,  so  ist  hievon  nur  der  absichtlich  unbestimmte  Aus- 
druck der  Kräfte  der  Grund.  Kine  gewisse  Federspannnng  kann 
kurzweg  durch  ein  solches  Symbol  bezeichnet  werden:  sieht  m.au 
aber  näher  zu,  so  muss  die  Ertheilnng  einer  gewissen  üeschlennignng 
an  eine  bestimmte  Masse,  d.  h.  irgend  ein  äqnivalente.s  Product 
ans  Masse  und  Beschleunigung  als  Maass  der  Kraft  gedacht  werden 
können.  Es  ist  mithin  nothwendig,  dass  die  Massen  auf  beiden 
Seiten  der  Gleichung  denkbar  seien,  oder  mit  andern  Worten,  dass 
ein  Aequivalent  der  Masse  in  jeder  Kraftvorstellnng  und  in  jedem 
mechanischen  Effect  irgendwie  benicksichtigt  werde.  Eine  blosse 
Beschleunigung  wäre  ein  rein  phoronomischer  Begriff;  man  hat 
dalier  zu  der.selben  in  der  Mechanik  und  in  den  Kraftgleichiingen 
stets  die  Masseneinheit  hinzuzudenken,  wo  etwa  der  Ausdruck  der 
Beschleunigung  isolirt  vorkommt. 

In  den  Gleichnngen,  welche  von  Lagrange  umgeformt  werden, 
ist  die  Beschleuiiigung  des  KörpiU's  auf  der  Coordinate  dem  durch 
den  Cosinus  reducirten  Kraftsymbol  P oder  der  Summe  solcher 
Glieder  gleichgesetzt.  .Soll  diese  Gleichung  nur  phoronomische 
Bedeutung  haben,  so  kann  sie  durch  kein  Verfahren,  welches  nicht 
erst  den  bewegten  Körper  auf  beiden  Seiten  als  .Masse  einführt, 
in  eine  eigentlich  mechanische  Gleichung  umgewaiidelt  werden. 
Nun  kann  man  aber  die  Kraft  als  eine  solche  denken,  welche  änsser- 
lich  auf  den  Körper  und  gegen  dessen  Trägheit  wirkt,  während 
mau  die  Beschlennignng,  die  sich  ergieht,  als  an  dem  Körper 
haftend  vorstellt.  Unter  dieser  V’oraussetzung  wird  eine  Kediiction 
der  Glieder  auf  die  Masseueinheit.  hier  eine  Division  oder  dort  eine 
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Miiltiplication  als  prforderlicli  ei’sclipinen  lassen,  und  dies  ist  der 
Gesichtspunkt,  aus  welchem  das  Verfahren  Lagranges  einigennaassen 
hegreiflich  wird.  Man  muss  sich  hiebei  denken,  dass  in  der 
Gleichung  P bereits  durch  die  Einheit  dividirt  vorzustellen  gewesen 
sei.  Trotz  alledem  Ideiht  aber  eine  lucongruenz  übrig.  Entweder 
war  die  Gleichung  nicht  echt,  d.  li.  das  Gleichheitszeichen  be- 
deutete nicht  einen  ä(iuivalenten,  sondern  nur  einen  zugehürigen 
Eft'ect:  oder  aber  die  einseitige  Division  ist  unberechtigt.  Man 
kann  sagen,  dass  eine  Kraft  an  einem  Kürper  eine  gewisse  Be- 
schleunigung ergiebt  und  sofort  folgern,  dass  sieb  diese  Be- 
schleunigung proportional  der  Masse  verviellTiltigen  muss,  wenn 
die  Kraft  anstatt  auf  den  ganzen  Kürper  nur  auf  die  Masseneinheit 
wirkt;  denn  bei  sich  gleichbleibender  Kraft  steigen  und  fallen 
Masse  ninl  Beschleunigung  gegen  einander  im  umgekehrten  Ver- 
hältniss.  Ebenso  kann  man  sagen,  dass  dieselbe  Beschleunigung 
nur  den  V**“  Theil  Kraft  ergebe,  wenn  man  sich  die  Masse  des 
Körpers  durch  die  Einheit  desselben  ersetzt  denkt.  Dessenun- 
geachtet bleibt  alle  Mühe  vergebens,  die  einseitige  Division  oder 
einseitige  Miiltiplication  mit  der  Masse  zu  rechtfertigen.  Es  dürfte 
daher  durch  diese  Ueberlegiingen  wenigstens  soviel  festgestellt 
sein,  dass  man  aus  blosser  Phoronomie  keine  Gleichungen  heraus- 
spinnen  kann,  durch  welche  die  Massen  in  Rechnung  kommen. 
Der  einzige  Weg  zu  dem  Ziele  besteht  vielmehr  darin,  völlig 
direct  die  Körper  durch  Masseneinheiten  auszudrücken  und  auf 
diese  Weise  sofort  das  Princip  einzuführen,  dass  die  Massen- 
geschwindigkeiten, d.  h.  die  Prodiicte  aus  Massen  und  Geschwindig- 
keiten äquivalent  seien,  gleichviel  wie  man  diese  Producte  ver- 
schiedentlich zu.sammensetzt.  So  geläufig  also  auch  der  Ausdruck 
p 

i — — ist,  in  welchem  / die  Beschleunigung  der  Masseneiuheit  nud 

P das  Gewicht  oder  überhaupt  die  Kraftaffectiou  (vis  motrix)  aiis- 
diUckt,  so  kann  doch  neben  ihm  ohne  Veränderung  der  Bedeutung 
der  einzelnen  Symbole  nicht  auch  zugleich  die  Gleichung  / = P 
bestehen,  was  oft'enbar  der  Fall  sein  müsste,  wenn  Lagranges 
M'^enduiig  völlig  exact  befunden  werden  sollte.  Freilich  ist  es 
algebraisch  möglich.  M — 1 vorauszusetzen,  und  dann  ist  eine 
solche  Form  der  Gleichung  das  Resultat;  nur  schade,  dass  über 
die  Relation,  um  der  verschiedenen  nud  versteckten  Einheiten 
willen,  nichts  mehr  unmittelbar  ersichtlich  ist.  Wer  sich  auf  die 
Möglichkeit  beruft,  die  iu  einer  Gleichung  vorkommeuden  Grössen 
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als  Einheit  zu  nehmen,  wird  sich  auch  gefallen  lassen  müssen, 
wenn  die  Oleichiing  immer  sinnleerer  wird  und  in  niiserm  Fall, 
wenn  auch  noch  j und  /’  zu  Einheiten  ihrer  Grössengattungen 
gemacht  werden,  auf  die  Form  1=1  zurückkommt. 

148.  Die  Erörterungen  der  vorangehenden  Nummer  lassen 
die  Bedenklichkeit  eines  unbestimmten  Kraftbegriffs  deutlich  er- 
sehen. Die  phoronomische  Kraft,  welche  nichts  als  eine  Be- 
schleunigung sein  kann,  wurde  nicht  streng  genug  von  der  mecha- 
nischen Kraft  unterschieden,  die  eigentlich  erst  diesen  Namen 
verdient  und  kurzweg  als  Massenbeschleunigung  definirt  werden 
kann,  ln  der  Phoronomie  kann  mau  die  Ursache  einer  bestimmten  • 
Veränderlichkeit  der  Bewegung,  also  z.  B.  die  ideelle  Festsetzung 
der  Beschleunigung  eines  geometrischen  Punktes  immerhin  Kraft 
nennen;  aber  dieser  uneigeutliche  Ausdruck  wird  nicht  dazu  ver- 
leiten dürfen,  den  mechanischen  Kraftbegriff  zu  verflüchtigen.  Der 
letztere  bezieht  sich  immer  auf  eine  Grösse,  die  in  unbegrenzt 
vielen  Arten  aus  Masse  und  Beschleunigung  zusammengesetzt  sein 
kann,  in  welcher  aber  die  Masse  ebensowenig  als  die  Beschleunigung 
jemals  verschwinden  darf.  Der  Schein,  der  etwa  dadurch  entsteht, 
dass  die  Masse  zur  Einheit  wird  und  in  den  analytischen  Aus- 
drücken verschwindet,  ändert  au  dem  realen  Verhältniss  gar  nichts. 
Es  ist  vielmehr  nur  eine  Unvollkommenheit  der  aualj'tischen 
Sjuache,  dass  die  Einheiten  als  Factoren  sich  nicht  sichtbar  zu 
erhalten  brauchen. 

Ein  besonderer  Kraftbegriff  wäre  für  die  Mechanik  sogar 
überflüssig,  und  man  könnte  sich  allenfalls  mit  den  Begriffen 
seiner  Elemente,  nämlich  der  Masse  und  der  Beschleunigung,  be- 
helfen, wenn  nicht  die  Art  der  Zusammensetzung  des  Products 
aus  Masse  und  Beschleunigung  ganz  gleichgültig  wäre  und  diese 
Gleichgültigkeit  einen  besondern  Ausdruck  forderte.  Das  Etwas 
und  die  Grösse,  die  diesem  Product  entspricht,  ist  unabhängig 
davon,  wieviel  die  Masse  und  wieviel  die  Beschleunigung  dazu 
beitrage.  Der  Begriff  Kraft  ist  also  auch  in  seiner,  klarsten 
Fassung,  in  welcher  er  sich  durch  jenes  Product  definirt,  noch 
immer  etwas  von  einer  bestimmten  Combinatiou  der  Factoren 
Verschiedenes.  Die  Abstraction,  die  in  ihm  liegt,  muss  einen 
Ausdruck  erhalten,  und  das  Wort  sowohl  als  die  analytischen 
Symbole  der  Kraft  sind  nur  dazu  da,  die  fragliche  Art  von  Pro- 
ducten  ohne  Beziehung  auf  eine  bestimmte  Zerlegung  in  Factoren 
auszudrückeu.  Es  verhält  sich  also  hiemit  wie  mit  dem  Begriti 
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der  Bewegungsquaiitität.  Ueberhaupt  ist  ja  die  Masseubeschleuni- 
gung  (.1//)  nur  diejenige  Hewegimgsqiiantität,  welche  in  der  Zeit- 
einheit erzeugt  wird. 

Hienach  ist  es  ganz  offenbar,  dass  man  einen  grossen  Theil 
unnützer  metaphysischer  Gesichtspunkte  erledigt,  wenn  man  von 
vornherein  in  der  Kraft  nichts  als  ein  Product  von  Masse  und 
Beschleunigung  denkt,  welches  Jedoch  zugleich  den  Inbegriff  aller 
gleichwertliigen  Producte  vorstellt,  in  denen  Masse  und  Be- 
schleunigung anders  vertheilt  sind.  In  dieser  Fassung  ist  der 
Krafthegriff  ebenso  unzweideutig  als  derjenige  der  Bewegnngsgrösse. 
Wäre  die  Terminologie  der  Mechanik  ebenso  wie  diejenige  der 
Chemie  entstanden,  so  würde  man  statt  Bewegungsgrösse  den 
Ansdruck  Massengeschwiudigkeit  und  statt  beschleunigender  Kraft 
das  W'ort  Massenbeschleunigung  gesetzt  haben. 

Lagrange  hat  in  wesentlicher  Cebereinstimmung  mit  der  vor- 
herrschenden Uebuug  als  Kraft  ini  engem  Sinne  stets  die  punktuelle 
Ursache  der  Massenheschleunigung  vor  Augen.  Thatsächlich  wird 
dieser  Begriff,  wenn  man  auf  die  Formeln  und  nicht  auf  deren 
scheinbar  unterschiedene  Auslegung  sieht,  für  Statik  und  Dynamik 
gemeinsam.  Die  Tendenz  gilt  hier  gleich  viel,  oh  sie  sich  nun 
statisch  oder  dynamisch  hethätige.  Auch  in  der  Dynamik  ist 
für  den  strengen  Punkt  nur  eine  Tendenz  vorhanden,  die  sich  erst 
mit  dem  Uebergang  zu  andern  Kaumpunkten  in  wirkliche  Be- 
wegung verwandelt. 

Im  Sinne  Lagranges  müssen  wir  hienach  alle  Kräftesymbole 
als  Kepräsentanten  irgend  welcher  Masseubeschleuuigungeu,  d.  h. 
als  Vertreter  derjenigen  Affectioueu  irgend  welcher  Massen  denken, 
vermöge  deren  im  freien  Zustand  gewisse  Beschleunigungen  erzeugt 
werden  würden,  wenn  man  von  dem  Einfluss  der  Distanzen  ah- 
strahirt.  Es  sei  nebenbei  bemerkt,  dass  die  analytischen  Formeln 
erst  dann  die  Probe  der  völligen  Klarheit  bestehen,  wenn  mau  im 
Stande  ist,  sie  wenigstens  hypothetisch  in  lauter  Zahlen  zu  über- 
setzen und  für  jedes  Zeichen  anzugeheu,  wie  die  Einheit  seiner 
Zahl  zu  denken  sei  oder  wie,  falls  die  Zahl  eine  ahstracte  ohne 
Beneunuiigseinheit  sein  soll,  diese  abstiacte  Eigenschaft  entstanden 
sei  und  sich  rechtfertige.  Wendet  mau  diese  Regel  der  Ver- 
deutlichung und  der  Kritik  auf  die  Kraftsymhole  an,  welche  dieser 
Beleuchtung  am  l)edürftigsten  sind,  so  wird  man  schon  für  die 
Fundamentalgleichungen  der  Statik  und  Dynamik  ein  neues  Licht 
gewinnen;  ja  man  wird  erkennen,  dass  die  genaue  Aufmerksamkeit 
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auf  den  exaeten  Sinn  der  Symbole  hinrciclit.  um  sich  zu  über- 
zeugen, dass  Lagrangp  nicht  nöthig  gehabt  hätte,  erst  eine  statische 
Fundamentalgleichung  aufzustellen  und  die  Statik  abzuhandeln,  » 
ehe  er  die  allgemeine  dynamische  Grnndgleichung  entwickelte. 

149.  Kehren  wir  nun  zum  virtuellen  Princip  zurück,  so 
sind  liie  virtuellen  Momente  oder,  wie  Lagrange  kurzweg  sagt,  die 
Momente  der  Kräfte  im  Grunde  nur  die  Maasse  der  reducirteu,  ^ 

in  ihrer  differentiellen  Wirkung  aufgefassten  Kräfte  selbst.  Denkt 
man  sich  die  Ursachen  der  Reduction  hinweg  und  nimmt  also  > 

eine  völlig  freie  Kraftwirkung  auf  einen  freien  Pun)jt  an,  so  muss 
sich  das  Moment  der  Kraft  im  Sinne  von  Galilei  und  Lagrange 
ebenfalls  als  ein  selbständiger  Begriff  denken  lassen.  Unter  dieser 
Voraussetzung  ist  aber  das  infinitesimale  Moment  eben  nichts  als 
der  in  der  vorigen  Nummer  gerechtfertigte  Kraftausdruck,  ver- 
mehrt um  einen  gleichgültigen  F'aetor,  durch  welchen  das  im 
Zeitelement  zu  durchlaufende  Raumelemeut,  oder  aber  dieses  Rauni- 
eleinent  dividirt  durch  das  Zeitelement,  repräsentirt  wird.  Es 
findet  sich  also,  um  in  der  neueren  Ausdrucksweise  zu  reden,  durch 
die  Hinzufügung  des  elementaren  Factors  der  abstracte  Kraft- 
ansdruck  in  einen  Ausdruck  der  elementaren  Arbeit  der  Kraft, 
oder  aber,  wenn  das  Zeitelement  noch  als  Divisor  hinzutritt,  ein- 
fach in  einen  infinitesimalen  .Ausdruck  der  Kraft  verwandelt, 
indem  im  letzteren  Fall  das  Raumelement  dem  Quadrat  des  Zeit- 
elements pro|iortional  ist  und  mithin  nach  der  Division  das  Zeil- 
element  als  Factor  der  Kraft  übrig  bleibt.  Auf  diese  Vorstellungsart 
haben  wir  jedoch  hier  bei  der  Behandlung  Lagranges  nicht  näher 
einzngehen. 

Die  virtuellen  Momente  stellen  die  elementaren  möglichen  . 

Kräftewirkungen  vor.  Für  die  freie  Kräftewirkung  sind  sie  den 
Kräften  selbst  proportional  uud  bedürfen  für  den  Fall,  dass  mau 
die  elementaren  Hülfsgrössen  entfernt,  keiner  andern  Repräsentation 
als  derjenigen  durch  die  Kraftsymbole.  Nimmt  man  also  an,  dass 
die  Kraftwirkungen  alle  in  einer  Coordinatenaxe  liegen,  so  sind 
ganz  einfach  die  Ausdrücke  für  die  Kräfte  mit  Rücksicht  auf  die 
Vorzeichen  zu  summireu,  um  die  resultirende  Kraft,  d.  h.  die 
Oesammtkraft  oder  collective  Massenbeschleuniguug  zu  erhalten, 
die  längs  dieser  Coordinatenaxe  wirkt  Soll  Gleichgewicht  vor- 
handen sein,  so  muss  die  algebraische  Summe  der  Kräfte  gleich 
Null  sein.  Genauer  drückt  man  sich  jedoch  aus,  wenn  mau  sagt, 
dass  dies  die  Bedingung  der  Ruhe  oder  vielmehr  der  Abwesenheit 
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einer  resultirenden  Bewegung  sei.  Es  erinnert  nämlich  der  Aus- 
druck Gleichgewicht  zu  leicht  an  die  einschränkenden  Bedingungen, 
die  vermöge  einer  besondern  Systemverfassnng,  also  irgend  einer 
• Voi7.eichunng  der  Bahnen  oder  relativen  Geschwindigkeiten  eiu- 
trelen.  Wir  haben  aber  soeben  vorausgesetzt,  dass  die  Kräfte 
frei,  d.  h.  ohne  solche  Bedingungen  wirken  sollen.  Sieht  man 
näher  zu,  so  schliesst  allerdings  jede  Combination  von  Kräften 
wenigstens  eine  gegenseitige  Einschränkung  ein,  und  diese  Ein- 
schränkung kann  in  einem  weiteren  Sinne  als  Systemverfassnng 
angesehen  werden.  Ans  diesem  Gesichtspunkt  wäre  mir  die  isolirte 
Kraft  völlig  frei,  und  das  Hinzntreten  einer  zweiten  Kraft,  die  an 
demsell)en  Punkt  wirkt,  constituirte  schon  ein  System.  Diese  all- 
gemeine Betrachtnngsart  ist  nun  für  die  Anwendung  des  virtuellen 
Princips  sehr  nützlich,  indem  .sie  überall  eine  Beschränkung  der 
Kraftwirknng  voranssetzen  lässt  und  nur  zu  der  einzigen  ünter- 
scheidnng  zwischen  festen  Hindernissen  und  solchen  Bedingungen 
nöthigt,  die  nur  in  der  Combination  mit  andern  Kräften  von  modificir- 
harem  Effect  ihren  Grund  haben.  Indessen  auch  diese  Unter- 
scheidung lässt  sich  durch  eine  allgemeinere  Vorstellungsart  er- 
setzen, aus  welcher  grade  Lagrange  die  besten  Früchte  gezogen 
hat.  Zunächst  könnte  man  die  festen  Bahnen  und  vorgeschriebenen 
Geschwindigkeitsrelationen  als  durch  Kräfte  verursacht  ansehcn, 
die  in  Vergleichung  mit  den  andeni  au  dem  System  wirkenden 
Kräften  unflbenviiidlich  oder,  wie  man  auch  wohl  gesagt  hat.  un- 
endlich gross  sind.  Letztere  Seite  dieser  Idee  hat  jedoch  etwas 
entschieden  Unklares;  in  der  Wirklichkeit  sind  die  festen  Hinder- 
nisse durch  Kräfte  vertreten,  die  nur  unerheblich  wenig  nach- 
geben. Man  müsste  diese  Gedankenform  also  erst  im  Sinne  eines 
richtigen  Unendlichkeitsbegriffs  bearbeiten,  um  sie  zum  Gebrauch 
in  einem  strengen  System  geschickt  zu  machen.  Doch  bedürfen 
wir  hier  dieser  Uutersnchuug  nicht,  da  Lagrange  selbst  einen  ganz 
andern  Weg  eingeschlagen  hat,  welcher  auch  weit  natürlicher  ist. 
Er  führt  nämlich  unbestimmte  Kräfte  ein,  welche  die  Heactionen 
des  mechanischen  Systems  gegen  die  an  demselben  wirkenden 
Kräfte  vertreten.  Die  Grösse  jener  Kräfte  bleibt  unbestimmt. 
Führt  mau  sie  aber  ein,  so  kann  das  System  im  gewöhnlichen 
Sinne  als  frei  gelten;  denn  die  Verbindungen  im  System  und  die 
diesen  Verbindungen  entsprechenden  Bediugungsgleichungen  sind 
durch  die  uubestimmlen  Kräfte  und  deren  (virtuelle)  Momente 
ersetzt. 
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Nebmeu  wir  nun  wiudur  iiust-re  pinzifju  Coordinalunaxe  vor, 
so  köiiiieu  wir  uns  zwischen  den  auf  dersidheii  bcwcf'teu  Körpern 
allerlei  willkürlicbe  Hedingnngeii  gegeben  denken,  die  sich  durch 
die  uubestiniuiteii  Kräfte  ersetzen  lassen.  Diese  unbestimmten 
Kräfte  sind  aber  mit  der  abgeleiteten  Function  multiplicirt  zu 
denken,  welche  die  Geschwindigkeit  ihres  Angriffspunktes  ans- 
drückt. Ks  bleibt  mithin  an  ihnen  nur  der  eigentliche  Kraftfaclor, 
nicht  aber  die  virtuelle  Geschwindigkeit  nnbestimmt,  mit  welcher 
sie  sich  entwickeln.  .\nf  diese  Weise  ergeben  sich  neue  Glieder 
der  Summe,  welche  diejenigen  Kräfte  vorstelleu,  welche  die  Syslem- 
verfassung  ersetzen.  .ledoch  täusche  man  sich  nicht  darüber,  dass 
die  fest  vorgeschriebeneu  Umstände  der  Bewegung  weniger  durch 
die  unbestimmten  Kraflfactoreii  selbst  als  durch  die  zugehörigen 
abgeleiteten  Functionen  ausgedrückt  werden.  Nimmt  mau  dagegen 
das  Product  beider  Factoren  zusammen  als  Symbol  für  eine 
selbständige  freie  Kraft,  so  hat  man  allerdings  die  Systemverfassung 
und  die  Bedinguugsgleichuiigeu  durch  eine  Anzahl  von  Kräften 
ersetzt.  Diese  letztem  Kräfte  treten  nun  als  Glieder  zu  den 
andern  Kräften  und  bilden  zusammen  mit  diesen  eine  algebraische 
Summe,  welche  die  collective  Masseubeschleuniguug  oder  mit 
andern  Worten  die  resultirende  Kraft  auf  der  Coordinatenaxe  ergiebt. 

Vertauscht  mau  das  einfache  Arrangement  auf  unserer  einzigen 
Coordinatenaxe  mit  eben  denselben  Beziehungen,  jedoch  so,  dass  iliese 
Beziehungen  auf  unserer  Axe  als  lleductioneii  von  Verhältnissen 
gedacht  werden,  die  an  sich  selbst  nicht  durch  eine  einzige 
Aienreduction  vollständig  aufgetässt  werden  können,  so  erhält  man 
die  Grundvorstelluug  und  Grundgleichuug,  von  welcher  Lagrange 
in  der  Functionentheorie  ')  ansgeht.  Die  Keduction  auf  drei  Axeu 
schliesst  die  Zerlegung  der  Kräfte  und  Geschwindigkeiten  ein, 
und  von  dieser  Voraussetzung  haben  wir  schon  gehandelt.  Ist 
diese  Voraussetzung  aber  einmal  anerkannt,  so  reduciren  sich  alle 
übrigen  principiellen  Fragen  auf  die  Beziehungen,  die  auf  einer 
einzigen  Coordinatenaxe  statthaben.  Jede  Kraft,  jede  vorgeschriebene 
Geschwindigkeit,  jede  Bedingnngsgleichung,  kurz  jede  gegebene 
Nothwendigkeit,  Möglichkeit  oder  Thatsache  kann  auf  die  Coor- 
dinatenaxe  reducirt,  d.  h.  in  demjeuigeu  Theil  festgestellt  werden, 
welcher  für  die  Richtung  dieser  Axe  gilt.  Die  Kräfte  finden  sich 
alsdann  mit  den  Cosinus  der  Winkel  multiplicirt,  welche  ihre 
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Richtungen  mit  der  Axe  bilden.  Die  unbestimmten  Kräfte  aber 
erhalten  einen  andern  Factor,  der  eigentlich  die  Hauptsache  und 
den  Ausgangspunkt  bildet,  nämlich  die  nach  der  fraglichen  Coor- 
dinate  von  der  Rediuguugsgleichuug  abgeleitete  Function.  Diese 
Function  vertritt  das  Virtuelle  in  der  Kraftwirkuug,  d.  h.  sie  giebt 
die  Determination  der  Ueweguug  nach  Maassgabc  der  System- 
verfassuug  und  der  iledingungsgleichuug  au.  Drückt  mau  sie  in 
der  Art  Lagranges  ohne  die  iutiuitesinialeu  Hülfsgrössen  aus,  so 
zeigt  sich  zugleich,  wie  das  virtuelle  Triucip  nicht  eigentlich  von 
der  (irösse  der  Verschiebungen,  sondern  von  denjenigen  Grössen 
handelt,  die  der  Entstehung  der  Verschiebungen  gleichsam  erzeugend 
voraugehen  und,  auch  abgesehen  von  jeglicher  Bewegung,  in  einer 
streng  punktuellen  i’osition  oder  speciell  im  Gleichgewichtszustände 
selbst  vorhanden  sind. 

Durch  die  hier  fragliche  algebraische  Summe  der  gegebenen 
reducirten  und  der  unbestimmten,  mit  den  abgeleiteten  Functionen 
multiplicirteu  Kräfte  kann  ebensogut  Null  als  irgend  eine  resul- 
tirende  Kraft  gegeben  sein.  Diese  Aulstellungsart  der  Beziehungen 
hat  also  auch  noch  den  Vortheil,  sotort  bemerken  zu  lassen,  wie 
das  virtuelle  Priucip  seine  Anwendung  nicht  blos  im  Fall  des 
Gleichgewichts  habe,  sondern  ganz  allgemein  für  die  Bewegung 
und  jede  Kräftecombination  gültig  sei.  ln  diesem  allgemeinsten 
Siime  kommt  es  auf  den  einfachen  Satz  zurück,  dass  die  Kräfte 
nach  Maassgabe  der  virtuellen  Geschwindigkeiten  wirken,  oder  dass 
sie  mit  den  unbestimmten  Kräften  zusammengesetzt  werden  müssen, 
durch  welche  mau  sich  die  Virtualitäten,  d.  h.  die  Vorzeichuungi’n 
der  Bewegnngsmöglichkeiteu  im  System  ersetzt  denken  kann.  Hie- 
mit  ist  denn  aber  auch  ersichtlich,  wie  das  virtuelle  Frincip  nur 
die  Consequenz  eines  richtigen  Kraftbegriffs  sei.  Die  einschränken- 
den Geschwindigkeitsverhältnisse  sind  nicht  Grössen,  die  erst  durch 
stetige  Kraftwirkung  im  Verlauf  einer  Zeit  zu  entstehen  hätten; 
— es  sind  vielmehr  Grössen,  die  mit  der  Systemverfassung  un- 
mittelbar gegeben  sind.  Hieraus  erklärt  sich,  dass  die  unbestimmten 
Kräfte  einen  Factor  erhalten,  welcher  ein  Geschwiudigkeitsverhältniss 
ausdrückt.  Aendert  sich  die  Systemverfassuug  selbst  im  Verlauf 
der  Zeit,  so  steht  auch  dies  der  Anwendung  des  Friucips  nicht 
entgegen;  denn  mau  biuucht  die  Anordnung  zunächst  immer  nur 
für  einen  Punkt  zu  kennen,  um  die  virtuelle  Gruudgleichuug.  d.  h. 
überhaupt  die  allgemeine  Kräftegleichung  aufzustellen,  ln  Wahrheit 
lehrt  also  das  virtuelle  Priucip  nichts  weiter  als  die  Summiiuug 
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der  Kräfte  und  zwar  speciell  derjenigen,  deren  Hegriff  und  AVir- 
kuug  durch  die  ihrer  Wirkungsall  anhaftenden  Gesell» indigkeit.s- 
verhältiiisse  näher  bestimmt  wird. 

1.50.  Das  Eigenthüniliche  des  virtuellen  Satzes  liegt  in  der 
neificksichtigiing  derjenigen  Knlfte.  die  man  die  Sy.«temkräfte 
nennen  könnte,  weil  sie  in  der  Verfassung  des  Systems  ihren 
Grund  haben.  Diese  Merücksiiditigung  kann  nun  auf  eine  dni>pelte 
Weise  statthaben.  Entweder  reducirt  man  die  gegebenen,  auf  das 
System  wirkenden  Kräfte  naidi  Maassgabe  der  Systemverfassung; 
oder  man  führt  sie  als  freie  Kräfte  ein  und  stellt  ihnen  die  vorher 
gekennzeichneten  unbestimmten  Systemkräfte  zur  Seite.  Nur  in 
dem  ei-steren  Fall  werden  aus  den  gegebenen  Kräften  eigentliche 
virtuelle  Momente  gebildet.  Im  zweiten  Fall  haben  aber  diese 
Momente  niebts  virtuell  Beschränkendes  in  sich  aufzunehmen  und 
sind  nichts  als  die  Ausdrücke  freier  Kräfte  mit  oder  ohne  den  hier  ganz 
willkürlichen  Factor  einer  infinitesimalen  Verschiebung.  Das  eigent- 
lich Virtuelle  findet  sieb  in  diesem  zweiten  Fall  in  dim  Ausdruck 
der  Systemkräftc  und  besonders  in  deren  functioneile  Factoren 
verlegt,  wie  wir  dies  vorher  auseinandergesetzt  haben. 

In  der  Analytischen  Mechanik  stellt  nun  Lagrauge  seine 
zunächst  blos  statische  virtuelle  Grundgleichung  zuerst  aus  dem 
ursprünglicheren  der  beiden,  eben  erwähnten  Gesichtspunkte  auf. 
In  der  zweiten  Section  der  die  Statik  enthaltenden  Abtheilung 
werden  die  gegebenen  Kräfte  P,  Q u.  s.  w.  zum  Ausgangspunkt  ge- 
nommen. Die  Verfassung  des  Systems,  auf  welches  diese  nach 
ihrer  freien,  absoluten  Grösse  gegebenen  Kräfte  wirken  sollen,  gilt 
als  beliebig.  Um  der  grössern  Allgemeinheit  Willen  wird  unter 
dieser  V’erfassung  auch  so  zu  sagen  die  Verfassuugslo.sigkeit,  d.  h. 
der  Fall  eines  völlig  freien  Systems  mitvorzustellen  sein.  Eine 
derartige  Freiheit  besteht  in  dem  Mangel  an  Verbindungen  zwischen 
den  Punkten  oder  Körpern  des  Systems.  Indessen  .«teilt,  wie 
wir  schon  öfter  bemerkt  haben,  schon  ein  einzelner  Punkt  an  sich 
seihst  im  weiteren  Sinne  eine  .\rt  Rystemverbiudung  vor,  indem 
durch  seine  Vermittlung  mehrere  au  ihm  wirkende  Kräfte  einander 
lieschräuken  und  hiedurch  ein  System  mit  einer  wenigstens  relativen 
Verbindung  bilden.  Fassen  wir  jedoch  direct  den  Fall  der  ge- 
wöhnlichen Systemverbiudnng  ins  .Auge.  Was  diese  Systemverbindnng 
wirkt,  besteht  in  den  Virtualitäten,  unter  denen  die  gegebenen 
Kräfte  sich  am  System  zu  bethätigen  vermögen.  Die  modificirte 
Wirkung  der  gegebenen  Kräfte  wird  also,  wenn  wir  mit  Lagrange 
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die  von  uns  (Nr.  135)  erörterte  erste  Auffassungsart.  der  Rediictionen 
zu  Grunde  legen,  durch  die  virtuelle  Verschiebung  auszudrückeii 
sein,  welche  durch  die  Kraft  aus  dein  Gesichtspunkt  der  Kichtuug 
der  Kraft  hervorgebracht  werden  kann.  Hiedurch  wird  zur  absoluten 
Kraft  eine  Verhältuissgrösse  hinzugefügt,  vermöge  deren  sie  sich 
reducirt.  Ist  also  die  Linie  der  gegebenen  Kraft  und  zugleich  der 
Abstand  des  Angriflspuuktes  vom  Kraftcentrum  p,  so  wird  dp  die 
virtuelle  Veränderung  dieses  .Abstandes  oder,  mit  andern  VVorb-n, 
die  virtuelle  Verschiebung  des  .Angriffspunktes  aus  dem  Ge- 
sichtspunkt der  Krallrichtung  sein.  Die  .Annäherung  oder  Ent- 
fernung des  Angriffspunktes  in  Beziehung  auf  das  Kraftceutrum  wird 
die  Proportion  ausdrücken,  nach  welcher  die  absolute  Kraft  I'  zu 
ihrer  duroh  das  System  eingeschränkten  Wirksamkeit  gelangt. 
Man  muss  also  au  Stelle  der  absoluten  Kraft  ihre  virtuelle 
Ueduction,  d.  h.  ihr  virtuelles  Moment  I'dp  setzen.  Da  ein 
Gleiches  in  Beziehung  auf  die  Kraft  U.  für  den  Abstaud  (/  gilt, 
so  hat  man  das  virtuelle  Moment  Udq,  und  analoge  Ausdrücke 
für  die  übrigen  Kräfte.  Da  in  diesen  Ausdnicken  die  Vorzeichen 
schon  mitberücksichtigt  sind,  je  nachdem  die  Verschiebungs- 
projectionen  im  Sinn  oder  gegen  den  Sinn  der  Kräftewirkung  oder 
der  Messung  der  Abstände  ausfallen,  so  hat  man  als  virtuelle 
Gleichung  des  Gleichgewichts  zwischen  den  Kräften  P,  Q u.  s.  w. 
den  Ausdruck  Pdp  Qdq  = U.  Dies  ist  die  Fundamental- 

gleichung. Sie  ist  ohne  gemeinsame  Coordiuaten  ausgedrückt; 
denn  die  Linien  der  .Abstände  der  Angriffspunkte  von  den  Kraft- 
centren  sind  noch  keine  Vertretung  einer  Reduction  auf  eine 
geringste  Anzahl  von  Mitteln  zur  .Angabe  der  Lagen.  Jede  Kraft 
ist  für  sich  betrachtet,  und  mau  kann  noch  nicht  einmal  sagen, 
dass  ihre  Wirkung  auf  die  Verbindungen  des  Systems  reducirt 
sei,  sondern  muss  umgekehrt  sagen,  dass  die  Verbindungen  des 
Systems  auf  die  Richtung  der  gegebenen  Kraft  reducirt  siud.  Mau 
hat  also  eine  Anzahl  beliebig  gerichteter,  bereits  virtuell  reducirter 
Kräfte,  deren  Summe  gleich  Null  gesetzt  wird.  Nun  kann  man 
sich  unmittelbar  nicht  sofort  vorstellen,  wie  diese  Kräfte  in  ganz 
verschiedener  Lage  sich  algebraisch  summiren  sollen.  Nur  für 
zwei  Ki'äfte,  die  auf  derselben  Linie  wirken,  ist  diese,  Anschauungs- 
weise ganz  klar.  Diesem  Mangel  hilft  aber  die  Möglichkeit  ab, 
auch  ganz  verschieden  gerichtete  Kräfte  vermittelst  eines  Fadens, 
der  durch  feste  Punkte  nach  verschiedenen  Richtungen  gleichsam 
gebrochen  wird,  umuittelbar  so  aufeinander  wirken  zu  lassen,  dass 
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sie  sich  ganz  oder  theilweise  grade  so  siiinniiren  oder  snbtrahiren, 
wie  wenn  es  sich  um  eine  uugebroehene  grade  Idiiie  handelte. 
Krinnern  wir  uns  aii.ssei dem  der  Umschlingungen,  welche  die 
Intensitäten  der  Kräfte  vorstellen,  sowie  überhaupt  des  ideellen, 
vom  Flascheuzug  abstrahirteu  Schema,  so  ist  klar,  dass  Lagrange 
nicht  nur  ein  liecht  hat,  seine  Formel  als  streng  anzuseheii, 
sondern  dass  er  auch  dafür  gesorgt  hat,  dass  man  bei  näherer 
Untersuchung  verhindert  werde,  in  seiner  Fundamentalgleichung  den 
Vortheil  der  Unabhängigkeit  von  bestimmten  Coordinateu  zu  ver- 
kennen. Uebrigens  ist  die  bekannte  Summirung  der  elementaren 
Wirkungsgrössen  in  Abstraction  von  der  Verschiedenheit  der  drei 
Coordinateuaxen  diejenige  Gestalt,  in  welcher  sich  die  Zusanimen- 
fassbarkeit  der  Beziehungen  in  eine  einzige  Gleichung  anschaulich 
genug  auch  als  Consequenz  der  gewöhnlichen  .Ableitungen  herausstellt. 

151.  In  der  vierten  Section  der  Statik  wird  die  eben  ge- 
kennzeichnete Gruudformel  in  einer  neuen  und  allgemeinem  Form 
aufgestellt,  deren  Herleituugsmethode  wir  im  Wesentlichen  schon 
Nr.  149  besprochen  haben.  Es  sollen  nämlich  die  gegebenen 
Kräfte  als  frei  gelten,  indem  die  unbestimmten  Kräfte  hiuziitreten. 
Die  Geltendmachung  dieses  Gesichtspunktes  vollzog  sich  in  der 
Functionentheorie  nach  Maassgabe  der  Heductioucn  der  Kräfte  und 
Bedinguiigsgleichuugen  auf  eine  Axe.  Hier  fallen  diese  Rediictioneu 
fort;  aber  die  Bedingungsgleichungeu  können  nicht  anders  als  in 
Coordinateu  gegeben  vorgestellt  werden.  Allenfalls  könnte  mau 
sich  die  Bcdingungsrelatioiieu  ganz  willkürlich  eingekleidet  denken; 
aber  stets  würden  es  Beziehungen  zwi.schen  den  Oerteru  der  Punkte 
oder  Körper,  also  irgend  welche  Ausdrücke  für  die  gegenseitigen 
Verbindungen  sein  müssen.  Die  Methode  zur  Aufstellung  der 
universellen  Gleichung  ist  nun  bei  Lagrange  diejenige  der  un- 
bestimmten Multiplicatoreii.  Jede  Bedingungsgleichung,  die  doch 
in  ihrem  blos  geometrischen  Ausdruck  nur  eine  phoronomischo 
Bedeutung  haben  würde,  wird  durch  das  Product  ihres  vollständigen 
Differentials  mit  einem  Coefticienteu  ersetzt.  Dieser  Cocfticient 
stellt  die  unbestimmte  Widerstandskraft  vor,  welche  von  der  ein- 
schränkenden Bedingung  ausgeht  oder,  besser  gesagt,  diese  Be- 
dingung begleitet.  Diese  neuen  Producte  haben  die  Form  virtueller 
Momente  und  sind  es  auch  in  der  That,  indem  sie  die  Ver- 
binduugskräfte  nach  absoluter  Grösse  und  den  zugehörigen  Ge- 
schwindigkeitsverhältuisseu  darstellen. 

Auf  diese  Weise  findet  sich  die  Grundgleichung  um  soviel 
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Glipder  vermehrt,  als  Bedinguiigsgleichungen  vorhanden  sind.  Die 
virtuellen  Moineiite  der  gegebenen  Kräfte  haben  nun  aber  uieht 
mehr  den  urs|nünglieheu  Sinn,  sondern  siud  \' erschiebungsmoineute 
freier  Kräfte.  Die  Kinschränkungen,  die  sonst  schon  in  die  Grössen 
der  Versidüebuugeu  verarbeitet  gedacht  wurden,  sind  jetzt  anders- 
wohin verlegt  nud  zeigen  sich  völlig  sichtbar  in  den  aus  den  üe- 
dinguugsgleicliungeu  gebildeten -Momenten  der  unbestimmten  Krätle. 

Die  rein  analytische  llegrnndnng,  auf  die  sich  Lagrange 
zunächst  stützt,  ist  in  der  .\equivaleuz  zweier  Operationsgruppen 
zu  suchen.  Man  kann  nämlich  von  der  ersten  -\rt  der  Grund- 
gleichung ausgehen  und  die  virtuellen  Verschiebungen  mit  Hülfe 
der  Bedinguugsgleiehungeu  näher  bestimmen.  Dies  geschieht  da- 
durch, dass  man  die  möglichen  Variationen  nach  Maassgabe  der 
Bediiigungsgleichnngeii  durch  Klimination  auf  eine  geringste  .\n- 
zahl  zurnckführt.  Dieses  Eliminationsverfahren  kann  aber  nach 
rein  algebraischen  Grundsätzen  auch  durch  die  Methode  der  uu- 
bestimmteu  Coefficieiiten  ersetzt  werden.  Man  hat  also  uur  die 
Bediugungsgleichungen,  soweit  dieselben  zwischen  den  Differentialen 
gelten,  also  die  differenzirten  Bedingungsgleichungen  mit  einem 
unbestimmten  Coeflicieuten  zu  versehen  und  zu  der  Hauptgleichung 
als  Glieder  derselben  zu  addiren.  Die  so  entstehende  Gleichung 
ist  dem  aiilicipirten  Eliminationsverfahren  äquivalent.  Sie  enthält 
in  einem  einzigen  Ausdruck  alle  Bedingungen,  die  sonst  nur  in 
der  Gleichungsgruppe  gegeben  waren. 

Der  Geist  dieser  neuen  Methode,  die  Fundamentalgleichung 
aufzustellen,  besteht,  wie  von  Lagrange  auch  ansdräcklicli ')  her- 
vorgehoben wird,  besonders  darin,  die  .\nordnung  des  gegebenen 
mechanischen  Systems  auf  den  Fall  eines  freien  Systems  zurnck- 
zuführen.  In  der  That  sind  die  Verbindungen  durch  Verbindurigs- 
kräfte  ersetzt,  und  die  Zusammensetzung  dieser  Verbindungskräfte 
mit  den  gegebenen  Kräften  in  der  Gestalt  einer  Summe,  in  welcher 
beide  Arten  von  Summanden  selbständig  hervortreten,  ist  das 
Wesen  der  neuen  Grnndformel.  ln  dieser  universellen  Grnnd- 
gleichung  sind  weder  die  freien  Kräfte  auf  die  Verbindungen,  noch 
die  Verbindungen  auf  die  freien  Kräfte  reducirt,  sondern  beide 
Gattungen  von  Elementen  nebeneinandergestellt,  um  erst  im  Verlauf 
dei'  weiteren  Operationen  ein  .\equivalent  der  Heduction  zu  ergeben. 


‘)  Mec.  anal.  Bd.  1 (1811)  Statik  Sect.  IV  -\rl.  7.  Die  Urundgleichuug 
eolbbt  in  Art.  3. 
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lo2.  Wir  redeten  bisher  bei  der  Erörterung  des  Verfahrens 
von  Lagrange  nur  von  einer  Grnndgleichung  der  Ststik,  während 
wir  oben  in  Bezug  auf  die  Entwicklungen  der  Functionentheorie 
(\r.  I tO  ) schon  die  Leichtigkeit  kennen  gelernt  haben,  mit  welcher 
die  Summe  der  virtuellen  Kraftmomente  nicht  minder  als  Aus- 
druck für  jede  beliebige  Beweguugsresultante,  als  wie  für  die  be- 
sondere Kesultante  Null  verstanden  werden  kann.  Wir  dachtmi 
uns  dort,  wo  wir  nur  eine  Axe  vor  Augen  hatten,  die  Masseu- 
beschlenuiguug  auf  dieser  Axe,  d.  h.  das  Product  ans  der  Masse 
und  der  zweiten  abgeleiteten  Function,  als  besonderu  Ausdruck 
für  die  Bewegnngsresultante  auf  der  einen  Seite  der  Gleichung, 
und  so  der  Summe  der  gegebeuen  Kräfte  und  der  Ausdrücke  für 
die  Wirkuugen  der  unbestimmten  Kräfte  gleich  gesetzt.  An  Stelle 
einer  einzigen  Massenbeschleuuigung  muss  natürlich  eine  Keihe 
und  Summe  solcher  Ausdrücke  gedacht  werden,  wenn  mehrere 
Körper  als  ein  bewegtes  Ganze  gedacht  werden  sollen.  Pa  aber 
abgesehen  hievon  jeder  Körper  eine  verschiedene,  ihm  eigenthüm- 
liche  Bewegung  haben  kann,  so  bleiben  wir  bei  der  Vorstellung, 
welche  die  Bewegung  jedes  Körptns  durch  ein  l’roduct  aus  Masse 
und  Beschleunigung  ausdrückt. 

Pies  vorausgesetzt,  begreift  sich  das  Verfahren  Lagrauges 
in  seiner  Analytischen  Mechanik'),  durch  welches  er  die  Gnind- 
gleichung  der  Dynamik  gewinnt,  fast  ohne  Weiteres.  An  die 
Stelle  der  auf  der  einen  Seite,  der  statischen  Grundgleichung  be- 
findlichen Null  treten  die  Glieder,  welche  die  resultirenden  Be- 
wegungen ausdrücken.  Bringt  mau  dieselben  auf  die  andere  Seite 
der  Gleichung,  um  die  allgemeine  Form  der  Setzung  gleich  Null 
wiederzuerhalteu,  so  muss  mau  die  Vorzeichen  derselben  wechseln, 
und  bezieht  man  diesen  Wechsel  unmittelbar  auf  den  Sinn  der 
Kräfte . oder  virtuellen  Momente,  so  zeigt  sich  schon  analytisch, 
dass  die  den  Beweguugsresultauten  entsprechenden  Krätte  im  ent- 
gegengesetzten Sinne  genommen  werden  müssen,  um  gegen  die 
übrigen  Kräfte  Gleichgewicht  zu  formiren.  Pas  d'Alembertsche 
Priucip,  auf  welches  sich  auch  noch  Lagrange  bei  dieser  Gelegen- 
heit beruft,  und  dem  man  die  Zurückführung  der  Dynamik  auf 
die  Statik  zuzuschreiben  pflegt,  ergiebt  sich  streng  genommen  als 
eine  blosse  Folge  des  Calcflls.  Hiebei  ist  natürlich  vorausgesetzt, 
dass  man  die  Beziehungen  der  virtuellen  Momente  schon  für  den 


')  Ibid.  Dyuamik  Scct.  II. 
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Fall  der  Beweguup;  gelten  lässt.  Pies  ist  aber  auch  die  natürliche 
Vorstellnugsart,  und  das  Verfahren  Lagranges  in  der  l’nnclionen- 
theorie,  welches  ein  Jahrzehnt  jünger  ist,  als  der  erste  Entwurf 
der  Analytischen  Mechanik,  hat  hiefür  Zengniss  abgelegt.  Die 
llewegung  ist  die  allgemeinere  Voraussetzung  und  das  Gleich- 
gewicht nur  ein  specieller  Fall  der  Kriiflecombiuationeu.  Da  mau 
nun  jede  Hewegungsgleichung  nach  rein  algehraischen  Grundsätzen 
auf  Null  bringen  kann,  indem  mau  die  Vorzeichen  der  auf  der 
einen  Seite  befindlichen  Glieder  wechselt,  so  bedarf  es  eben  nur 
einer  Auslegung  dieses  Wechsels,  um  denjenigen  >Satz  zu  erhalten, 
den  man,  obwohl  historisch  nicht  ganz  e.xact,  das  d'Alcmbertsche 
I’riucip  zu  nennen  pHegt.  D’Alembert  führte  nämlich,  wie  wir 
früher  (Nr.  131)  bemerkt  haben,  nicht  unmittelbar,  wie  Lagrauge 
und  vor  ihm  in  einzelnen  Fällen  auch  Euler,  die  entgegengesetzten 
IJewegungeii  ein,  sondern  hielt  sich  eng  an  das  Gleichgewicht  der 
verlornen  Kräfte.  Diese  letztere  Wendung  ist  aber  bei  der  Auf- 
stellung der  dynamischen  Gruudgleichung  Lagranges  nicht  zu 
bi-auchen. 

Wenn  jede  Gleichung  durch  Heducirung  auf  Null  die  Form 
einer  statischen  Beziehung  erhält,  so  könnte  man  umgekehrt  meinen, 
dass  jede  statische  Grundgleichung  iu  eine  dynamische  Beziehung 
verwandelt  werde,  wenn  mau  einen  Theil  der  virtuellen  Momente 
mit  gewechselten  Vorzeichen  auf  die  andere  Seite  bringt,  und  es 
könnte  scheinen,  als  wenn  einuuddieselbe  Gleichung  ebensogut  der 
Ausdruck  für  das  Gleichgewicht  wie  für  die  Bewegung  sein  könnte. 
Hieraus  folgt  aber  nicht,  dass  dieselben  Kräfte  in  derselben 
algebraischen  Coml)ination  gegen  den  Unterschied  von  Gleich- 
gewicht und  Bewegung  gleichgültig  blieben.  Dieser  analytisch 

wichtige  und  interessante  Fall  erläutert  sich  au  dem  einfachen 
Beispiel  des  Farallelogramms  der  Kräfte.  Nimmt  man  die  Be- 
weguiigsresultante  iu  entgegengesetzter  Richtung,  so  hat  man  das 
Gleichgewicht  zwischen  drei  Kräften.  Ist  aber  dieses  Gleichgewicht 
gegeben,  so  kann  mau  irgend  eine  der  drei  Kräfte  zur  Bewegungs- 
resultaute  machen,  wenn  man  sie  in  entgegengesetzter  Richtung 
nimmt,  d.  li.  wenn  mau  ihr  Vorzeichen  wechselt.  Die  Gleichung 
wird  aber,  rein  analytisch  l)etrachtet,  für  beide  Fälle  dieselbe 
bleiben,  und  der  ganze  Unterschied  wird  darin  bestehen,  dass  man 
die  Glieder  auf  beiden  Seiten  verschiedentlich  vertheilt  und  dem- 
gemäss die  Vorzeichen  nach  algebraischen  Grundsätzen  verändert 
denkt.  Mau  könnte  aber  auch  von  dieser  Vertheilung  Abstand 
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nehmen  und  dieselbe  Modification  der  Vorstellung  erreichen,  wenn 
man  gehörigen  Orts  die  Vorzeichen  durch  gleich  wert  hige  Com- 
biiiationen,  also  z.  B.  Plus  durch  ein  doppeltes  Minus  ersetzt,  oder 
die  Operationszeichen  unmittelbar  zu  den  Kräften  zielit,  oder  end- 
lich die  Kräftevorzeichen  in  Operatiouszeicheu  verwandelt  und  die 
Kräfte  dann  absolut  nimmt.  Unter  allen  Umständen  können  aber 
dieselben,  ihrem  Sinne  nach  genau  bestimmten  Kräfte  in  ihrer 
Gesammtcombination  nur  einerlei  Resultat  geben.  Aendert  man 
die  Vorzeichen,  und  bezieht  man  diese  .\enUeriingen  auf  die  Kräfte 
selbst,  so  führt  man  eigentlich  ganz  andere,  nämlich  die  entgegen- 
gesetzten Kräfte  ein.  Man  kann  also  nicht  sageu,  dass  dieselben 
identischen  Kräfte  noch  das  Material  der  Relation  bilden.  Aendert 
man  z.  B.  alle  Vorzeichen,  was  algebraisch  erlaubt  ist,  so  hat 
mau  ein  äquivalentes  Kräftesystem,  für  welches  ebenfalls  Gleich- 
gewicht besteht,  wenn  es  vorher  bestand.  Die  algebraisch  mög- 
lichen Relationen,  die  bei  übrigens  gleichen  absoluten  Grössen  der 
Kräfte  aus  einer  und  derselben  Gleichung  durch  Aeiiderung  der 
Vorzeichen  und  durch  Trennung  der  Glieder  auf  zwei  Gleichuiigs- 
seiten  formirt  werden  können,  werden  daher  die  verschiedensten 
Auslegungen  gestatten.  Man  wird  allerdings  die  Gleichung  des 
Gleichgewichts  durch  Abtheilung  der  Glieder  in  eine  Gleichung 
der  Bewegung  verwandeln  können,  wenn  nicht  etwa  zufällig  die 
abgetheilteu  Gliedergruppen  auch  für  sich  allein  gleich  Null  und 
im  Gleichgewicht  sind.  Diese  Verwandlung  jeder  rein  statischen 
in  eine  dynamische  Gleichung  geht  aber  nur  vor,  indem  eine  An- 
zahl Kräfte  in  entgegengesetzter  Richtung  genommen  wird,  so  dass 
also  die  Kräfte  nicht  dieselben  bleiben.  Da  sich  nun  der  Sach- 
verhalt analog  stellt,  wenn  man  eine  dynamische  Gleichung  auf 
Null  bringt,  so  ist  klar,  dass  zw'ar  kein  Grund  vorhanden  ist, 
analytisch  zwischen  den  Bewegiiugsgleichuugen  und  den  Gleichungen 
des  Gleichgewichts  einen  Unterschied  zu  machen;  dass  aber,  sobald 
man  nicht  blos  auf  die  absoluten  Grössen  der  Kräfte,  sondern  auch 
auf  deren  gegebene  Richtungen  und  mithin  auf  die  ihnen  an- 
haftenden Vorzeichen  Acht  hat,  die  Bewegung  oder  das  Gleich- 
gewicht an  den  Opei-ationszeichen  erkennbar  werden  müssen.  Wir 
lassen  uns  jedoch  auf  diese  Untersuchung  hier  nicht  ein,  da  es 
uns  an  dieser  Stelle  auf  das  analytisch  Gemeinsame  der  statischen 
und  di’iiamischen  Gleichungen  weit  mehr  aukommt,  als  auf  das 
Unterscheidende. 

Die  neue  Gattung  von  Gliedern,  durch  deren  Sichtbarmachung 
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dit*  dj’namische  Gnindgleichung  von  der  statischen  unterschieden 
ist,  wird  von  Lagrange  sofort  in  Beziehung  auf  Axen  ausgedrfickt. 
Die  Beschleunigungen  nach  diesen  Axen  inultiplicirt  mit  der  Masse 
stellen  die  Kraft  vor.  welche  der  Bewegung  auf  der  Axe  entspricht. 
Setzt  man  die  Verschiebung  nach  Richtung  der  Axe  noch  als 
Factor  hinzu,  so  hat  man  das  virtuelle  Moment  derjenigen  Kraft, 
welche  der  wirklichen  Bewegung  entspricht.  Eine  Summe  solcher 
Ausdrücke  vermehrt  nun  die  Glieder  der  statischen  Grundgleichuug 
und  zeichnet  sich  zugleich  durch  den  Wegfall  der  Symmetrie  aus. 
indem  die  gegebenen  Kräfte  auf  ihre  eignen  Richtungen,  die  den 
Bewegungen  entsprechenden  Kräfte  aber  auf  Vxen  bezogen  sind. 
Reducirt  man  die  Gleichung  auf  Null,  so  kann  dies  in  zweierlei 
Art  geschehen,  indem  man  entweder  den  statischen  Bestaudtheil 
mit  Umkehrung  aller  seiner  V'orzeicben  auf  die  Seite  des  dyna- 
mischen, oder  den  letzteren  auf  die  des  ersteren  bringt.  Genauer 
ausgedrückt,  könnte  man  nur  von  einem  statisch  aussehenden  Be- 
standtheil,  d.  h.  derjenigen  Gliedergruppe  reden,  welche,  wenn 
der  dynamische  Theil  gleich  Null  wäre,  Gleichgewicht  bedeuten 
würde  und  übrigens  in  der  Form  der  statischen  Grundgleicbung 
bezeichnet  ist. 

.Je  nachdem  man  eine  dieser  Verfahrungsarten  wählt,  ent- 
spricht auch  die  VorsteUungsart  der  gewöhnlichen,  oder  einer 
andern  ebenfalls  möglichen  Auffassung.  Anstatt  nämlich  die 
resultirende  Bewegung  in  eutgegengesetzter  Richtung  zu  nehmen 
und  so  eine  Gleichgewichtsvorstelluug  zu  erzeugen,  kann  man  auch 
sämmtliche  Bewegungscomponenteu,  d.  h.  die  gegebenen  Kräfte 
in  entgegengesetzter  Richtung  nehmen,  wie  schon  der  einfache 
Fall  des  Parallelogramms  der  Kräfte  veranschaulicht.  Im  Wesent- 
lichen eutspricht  zwar  auch  diese  zweite  Anschauungsweise  der 
ersten;  aber  man  lernt  aus  ihr  noch  besonders  den  Geist  der 
Beziehungen  kennen,  vermöge  deren  jede  Gleichung  zwischen 
Kräften  ohne  Weiteres  als  eine  Aequivalenz  von  zwei  Gruppen 
von  Bewegungssummen  angesehen  werden  kann,  die,  sobald  sie 
gegen  einander  wirkend  gedacht  und  daher  von  einander  subtrahirt 
werden,  ein  Gleichgewichtssystem  ausmachen. 

1.53.  Nach  dem  V^orangehenden  würde  der  Streit,  ob  eine 
statische  Grundgleichung  in  der  dynamischen  Fassung  oder  aber 
eine  dynamische  Grundgleichung  in  der  statischen  Reductiou  der 
zutreffendste  Gesichtspunkt  für  die  Auffassuug  der  mechanischen 
Fuudameutalbeziehuug  werdeu  müsse,  ganz  müssig  seiu.  In  Wahr- 
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heit  giebt  es  weder  eine  aussohliesslieh  statische  noch  specifisch 
dynamische  Grundbeziehung,  sondern  kurzweg  eine  allgemeine 
Kräftegleichuug,  die  mit  ihrer  Allgemeinheit  aber  den  zufälligen 
Gegensatz  des  Statischen  und  des  Dynamischen  hinansreicht.  Sind 
die  Kräfte,  oder,  was  wesentlich  dasselbe  ist,  deren  virtuelle 
Momente  gegeben  und  zwar  auch  dem  Vorzeichen  nach  genau 
bestimmt,  so  wird  die  Zusammenfassung  dieser  Kräfte  durch  die 
Operationszeicheu  geregelt.  Das  Resultat  dieser  Zusammenfassung 
ist  wiederum  eine  Kraft  oder  deren  Moment,  und  wenn  dieses 
Resultat  seiner  unentwickelten  Form,  d.  h.  den  zusammenzufassenden 
Kräften  gleichgesetzt  wird,  so  ist  dies  die  fundamentale  Kräfte- 
gleichung, die  man  übrigens  noch  auf  Null  bringen  kann.  Gleich- 
gültig aber  bleibt  es,  mit  welcher  realen  Vorstellung  man  diese 
Reduction  begleite.  Zieht  man  das  gewechselte  Vorzeichen  nicht 
als  Zubehör  zum  Resultat,  also  nicht  zur  Kraft  oder  zur  Bewegung, 
sondern  nimmt  man  es  als  abgelöstes  Operationszeichen,  so  bedeutet 
auch  die  reducirte  Form  nicht  nothwendig  ein  Gleichgewicht, 
sondern  stellt  nur  die  Thatsache  dar,  dass  zwei  absolut  vor- 
gestellte Bewegungen  einander  gleich  sind  und  mithin  zur  Differenz 
Null  haben.  Analytisch  ist  also  die  Hineinlegung  einer  Gleich- 
gewichtsvomtellung  nicht  nothwendig,  sondern  nur  möglich  und 
hängt  davon  ab,  dass  man  die  Vorzeichen  unmittelbar  zu  den 
Kräften  ziehe,  um  sie  so  im  Sinne  einer  entgegengesetzten  Wirkung 
interpretiren  zu  können. 

Nach  Lagranges  Anschauungsweise  ist  die  allgemeinste 
Formel  die  dynamische  und  zwar  unter  der  Voraussetzung,  dass 
sie  einen  statischen  Sinn  erhalte.  Die  Verallgemeinerungsproceduren, 
welche  durch  unmittelbare  Berücksichtigung  der  Bedingungs- 
gleichnugen  vermittelst  der  nubestimmteu  Kräftecoefficienten  für 
die  statische  Grundgleichung  statthatteu  und  deren  Gliederzahl 
vermehrten,  werden  auch  auf  die  dynamische  Grundgleichung  über- 
tragen ').  Eine  besondere  Nach  Weisung  wäre  hiefflr  nicht  einmal 
nöthig  gewesen,  da  ja  die  dynamische  Gmndgleichung  direct  als 
statisch  und  nur  indirect  als  Bewegungsgleichung  angesehen  wird. 

Obwohl  Lagrange  erst  die  Statik  und  dann  die  Dynamik 
darstellt  und  obwohl  er  die  dynamische  von  der  statischen  Grund- 
gleichung unterscheidet,  so  behandelt  er,  wenn  auch  nicht  aus- 
drücklich. so  doch  thatsächlich  eigentlich  nur  eine  einzige,  für  die 
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gi'saininte  Mechanik  gültige,  universelle  Kräftegleichimg.  Auch 
haben  wir  gesehen,  dass  er  in  der  Fnnctionentheorie  in  der  frag- 
lichen Beziehung  von  vornherein  keinen  Unterschied  zwischen  Statik 
und  Dynamik  macht.  In  der  .Analytischen  Mechanik  zeigt  der 
äitsserliche  Parallelismns  der  Abschnitte  und  Gegenstände,  die  in 
der  Statik  und  Dynamik  mit  der  vollkommensten  Analogie  und 
unter  Wiederholung  derselben  Gesichtspunkte  einander  entsprechen, 
dass  die  Strenge  der  Systematik  viel  gewonnen  haben  würde,  wenn 
die  allgemeinen  Kigeiischafteu  des  Gleichgewichts  als  besondere 
Fcdgeruug  aus  der  allgemeinen  Kräftegleichung  und  mithin  in  der 
engsten  Beziehung  zn  den  allgemeinen  Eigenschaften  der  Bewegung 
entwickelt  worden  wären.  Der  rein  analyti.sche  Gesichtspunkt  wies 
hierauf  hin.  Namentlich  würde  die  Darlegung  der  Methoden, 
nach  denen  die  beiden  Grundgleichungen  zu  bearbeiten  sind,  sich 
auf  diese  Weise  nur  auf  eine  einzige  Kräftegleichung  zu  be- 
ziehen gehabt  haben.  Die  Verdoppelungen  dieser  methodischen 
Angaben  wären  vermieden  worden,  und  das  Allbeherrschende  der 
einfachen  Verfahruugsgrundsätze  wäre  noch  entschiedener  sichtbar 
geworden. 

Wir  geben  die  Hauptregel  an,  nach  welcher  Lagraiige  aus 
der  Gruudgleichung  (in  beiden  Formen  oder  in  beiderlei  Sinn)  die 
allgemeinsten  Wahrheiten  der  Mechanik  entwickelt  und  alle  be- 
souderu  Probleme  wenigstens  in  die  Gestalt  einer  zur  Lösung 
genügenden  Gleichuugsgruppe  gebracht  wissen  will.  In  der  uni- 
versellsten Ausdrucksart  der  Fundamentalgleichung,  nämlich  in 
derjenigen  mit  den  Coefficieuten,  sind  die  Verschiebungsvariationen 
überall  an  sich  selbst  als  frei,  d.  h.  als  unbestimmt  zu  betrachten, 
und  ihre  nähere  Bestimmung  liegt  erst  in  dem  Gedanken  der  Ver- 
bindung der  verschiedenen  Glieder  dieser  universellen,  bereits 
Alles  enthaltenden  Gleichung.  Indem  mau  diese  Gleichung  bear- 
beitet und  nach  den  verschiedenen  Verschiebungsvariationen  ordnet, 
wird  man  zugleich  erkennen,  welche  virtuellen  Verschiebungen 
unabhängig  und  willkürlich  bleiben.  Indem  man  daun  nach  rein 
algebraischen  Grundsätzen  die  Factoreu  jener  arbiträren  Elemente 
gleich  Null  setzt,  erhält  man  die  Particulargleiehungen,  aus  denen 
mau  dann  noch  die  unbestimmten  Kräfte  zu  eliminiren  hat. 

Leichter  übersehbar,  wenn  auch  meist  nicht  bequemer,  ist 
der  Grundsatz,  nach  welchem  mit  der  Grundgleichung  verfahren 
wird,  wenn  dieselbe  nicht  die  universelle  Form  der  Ausstattung 
mit  den  unbestimmten  Coefficieuten  hat.  Alsdann  sind  die  virtuellen 
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Verschiebungen  nicht  als  die  willkörlichen.  wie  sie  PQr  freiwirkende 
Kräfte  statthaben,  sondern  als  bedingt  vor/ustellen , und  diese 
Bedingtheit  ist  in  den  Bedingungsgleichungen  zu  suchen,  welche 
die  Systeinverfassung  vorstellen  und  als  Data  des  Problems  noch 
neben  die  allgemeine  Grundgleichung  zu  setzen  sind,  um  derselben 
Oberhaupt  erst  einen  bestimmten  Sinn  zu  ertheilen.  Die  Be- 
dingungsgleichungen  werden  nun  Relationen  zwischen  den  virtuellen 
Verschiebungen  liefern.  Indem  man  diese  Relationen  benutzt,  um 
durch  Substitution  und  Elimination  die  virtuellen  Variationen  der 
Gnindgleichung  auf  eine  geringste  Zahl  unabhängiger  und  willkür- 
licher Verschiebungseleraente  zu  reduciren,  erhält  man  wiederum, 
wie  im  ersten  Fall,  die  Particulargleichungeu  der  besondem  Auf- 
gabe. In  jedem  Fall  theilt  sich  also  die  Ausgangsgleichung  nach 
Maassgabe  der  Bedingungsgleichungen,  in  eine  Anzahl  particnlärer 
Kräftegleichungen,  deren  jede  dadurch  entsteht,  dass  der  Coefticient 
eines  willkürlichen  Variationseleuients  gleich  Null  gesetzt  werden 
muss,  um  der  Gesammtgleichung  zu  genügen. 

154.  Um  einen  Begriff  von  der  Systematik  zu  geben,  die 
der  Analytischen  Mechanik  von  Lagrange  zu  Grunde  liegt,  mögen 
einige  äusserliche  Angaben  vorangehen.  .Jede  der  beiden  Ab- 
theilungen, durch  welche  die  Mechanik  in  die  Statik  und  Dynamik 
gesondert  wird,  ist  in  den  vier  ersten  Abschnitten  vollkommen 
analog  ansgeführt.  Sowohl  der  Statik  als  auch  der  Dynamik  geht 
eine  historische  Skizze  über  die  Principien  voran,  die  sich  ana- 
lytischer Ausfuhningen,  ja  überhaupt  des  Gebrauchs  von  Formeln 
mit  einer  einzigen,  in  der  zweiten  Ausgabe  hinzugekommenen 
Ausnahme  enthält.  Diese  Ausnahme  betrifft  höchst  bezeichnender- 
weise den  Flaschenzngbeweis  des  Princips  der  virtuellen  Geschwindig- 
keiten. Uebrigens  drückt  Lagrange  in  diesen  beiden  historisch 
principiellen  Einleitungen  auch  die  specifisch  analytischen  Begriffe 
fast  ausnahmslos  in  blossen  Worten  aus.  Aehnliche  Skizzen  sind 
dann  noch  für  Hydrostatik  und  Hydrodynamik  bei  dem  Uebergang 
zu  diesen  beiden  Verzweigungen  der  Mechanik  eingeschaltet. 

Die  eigentliche  Systementwicklung  beginnt  sowohl  in  der 
.Statik  als  in  der  Dynamik  erst  mit  dem  zweiten  Abschnitt.  Die 
zweiten  Sectionen  enthalten  nämlich  die  Aufstellung  der  Fundamental- 
gleichung und  einige  Hülfsoperationen  zur  Erläuterung  der  Be- 
standtheile  derselben  in  ihrer  statischen  und  in  ihrer  dynamischen 
Gestalt.  Die  dritten  Sectionen  enthalten  die  allgemeinen  Eigen- 
schaften des  Gleichgewichts  und  diejenigen  der  Bewegung,  wie  sich 
Dübxiuir  34 
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dieselben  aus  den  Gnmdgleichimgen  herleiten  lassen.  In  der  Statik 
sind  es  also  die  drei  fTleiehungen,  welche  die  Möglichkeit  einer 
translatorischen  Verschiebung  des  Systems  ausschliessen.  die  zuerst 
nach  der  allgemeinen  Regel  entwickelt  werden.  Dann  folgen  die 
drei  Gleichungen,  welche  die  rotatorische  Verschiehung  unmöglich 
machen.  Mit  diesen  bekannten  sechs  Gleichungen  sind  die  ganz 
allgemeinen  Bedingungen  des  Gleichgewichts  verzeichnet.  Der 
Mangel  einer  Bewegung  der  Fortschiehung  nach  den  drei  Dimen- 
sionen des  Raumes  ergiebt  eine  Art  von  Gleichgewicht,  neben 
welchem  eine  Rotation  hesteheu  könnte.  Um  auch  die  letztere 
auszuschliessen  und  so  das  Gleichgewicht  vollständig  zu  machen, 
muss  der  Mangel  der  Bewegung  in  Rücksicht  auf  die  ebenfalls 
nach  den  drei  Dimensionen  denkbare  Rotation  festgestellt  sein,  und 
dies  geschieht  in  Beziehung  auf  drei  Aien  wiederum  durch  drei 
Gleichungen.  Da  die  Dreizahl  von  den  drei  Dimensionen  des 
Raumes  herrührt,  so  ist  eigentlich  nur  eine  fundamentale  Doppel- 
heit von  Bedingungen  vorhanden.  Auf  diesen  Dualismus  der 
Translation  und  der  Rotation  muss  man  von  vornherein  achten, 
um  die  Ebenmässigkeit  in  der  Gliederung  und  Ableitung  des 
mechanischen  Wissens  zu  beurtheilen. 

Wesentlich  ist  in  dem  fraglichen  dritten  Abschnitt  ausser 
der  Herleitung  der  sechs  Gleichungen  des  Gleichgewichts  noch  die 
Erörterung  der  Beziehungen  zum  Schwerpunkt,  ganz  besonders  aber 
die  Darlegung  der  Maxima  oder  Minima,  welche  im  Fall  des 
Gleichgewichts  statthaben,  und  von  denen  wir  bei  der  Erörterung 
des  Princips  der  geringsten  Wirkung  (Nr.  129)  gesprochen  haben. 
Der  uuumgäugliche  Inhalt  des  den  allgemeinen  Eigen.schaften  de» 
Gleichgewichts  gewidmeten  Abschnitts  beschränkt  sich  jedoch  auf 
das,  was  den  sechs  Gleichungen  entspricht.  Weiss  man  dies,  so 
wird  man  den  Parallelabschnitt  in  der  Dynamik  und  des.sen  Ana- 
logien besser  verstehen. 

Der  eben  erwähnte  Parallelabschuitt,  d.  h.  die  dritte  Sectiou 
der  Dynamik,  behandelt  an  erster  Stelle  die  Bewegung  des  Schwer- 
punkts eines  beliebigen  Systems  und  das  Princip  der  Flächen. 
Diese  beiden  Gegenstände  begreifen  für  ein  bewegtes  System  die 
genaue  Analogie  dessen,  was  für  ein  Gleichgewichtssystem  jene 
sechs  Gleichungen  oder  mit  andern  Worten  die  Bedingungen  der 
Nichttranslatiou  und  der  Nicbtrotation  bedeuteten.  Lässt  man  also 
den  Schwerpunkt  als  blossen  Httlfsbegriff  und  die  engere  Faasung 
des  Flächenprincips  zur  Seite,  so  wird  man  eben  nur  die  allge- 


Digiiized  by  Google 


371 


meinsten  positiven  Eigeuschafteu  der  vorhandenen  Bewegung  eines 
beliebigen  Systems  gekennzeichnet  erhalten,  und  diese  positiven 
Charaktere  der  Bewegung  eines  beliebigen  Systems,  die  sich  eben- 
falls in  sechs  Gleichungen  ausdrücken,  werden  sich  in  ihrer  uu- 
mittelbareu  differentiellen  Form  von  den  Normirungen  des  Gleich- 
gewichts nur  durch  die  Interpretation  der  V'^orzeichen  untei^cheiden. 
Das  specifisch  Dynamische,  was  im  Princip  der  Bewegung  des 
Schwerpunkts  und  im  Princip  der  Flächen  ausgesagt  wird,  ergiebt 
sich  erst  mit  den  Integrationen.  Abgesehen  von  diesen  Integra- 
tionen fallen  die  Normirungen  fflr  Statik  und  Dynamik  iu  den 
sechs  charakteristischen  Gleichungen  analytisch  zusammen  und 
drflcken  eine  gemeinsame  Beziehung  aus,  die  jedem  mechanischen 
System  für  einen  Zeitpunkt  eigen  sein  muss.  Die  Hinweisung 
auf  den  besondern  Fall  des  Gleichgewichts  beruht,  wie  gesagt,  auf 
nichts  weiter  als  auf  der  Auslegung  gewisser  Vorzeichen,  die  man, 
anstatt  sie  zu  dem  Ausdruck  der  Kräfte  oder  Beschleunigungen 
zu  ziehen,  als  blosse  Operationszeichen  isolirt,  so  dass  gewisse 
Kräfte  die  wirklichen,  d.  h.  die  resnltirenden  Bewegungen  vertreten. 

Bei  der  Bewegung  eines  Systems  im  Allgemeinen  wird  von 
den  besondern,  innern  und  gegenseitigen  Veränderungen  abstrahirt. 
Aus  diesem  Grunde  kann  die  allgemeine  Eigenschaft  der  Bewegung 
eines  Systems  eben  nur  eine  Eigenschaft  der  Bewegung  des 
Schwerpunkts  sein,  welcher  das  System  als  Ganzes  repräsentirt. 
Analog  tritt  nun  das  Flächenprincip  oder  mit  andern  Worten  der 
Satz  von  deu  Rotationsmomenten  hinzu.  Es  ist  also  derselbe 
Dnalismns  der  Translation  und  Rotation,  der  in  der  Dynamik  mit 
der  vollkommensten  Analogie  wiedererscheint  und  die  ersten  all- 
gemeinen Eigenschaften  der  Bewegung  ergiebt.  Ausserdem  erinnere 
man  sich  noch  des  Satzes  von  der  Constanz  der  auf  eine  beliebige 
Aie  redncirten  und  so  summirten  Bewegungsgrössen.  Man  wird 
aladann  einsehen,  dass  es  zwei  Grundeigenschaften  der  Bewegung 
eines  beliebigen  Systems  giebt,  die  als  punktuell  aufgefasst,  offenbar 
mit  den  Grundformen  der  Kräfteverhältnisse  im  Gleichgewicht 
Zusammenfällen.  Ein  weiteres  Eingehen  auf  diese  wichtigen 
Uebereinstimmungen  ist  hier  öberflfissig,  da  wir  auf  die  fraglichen 
Analogien  schon  bei  der  Besprechung  der  verschiedenen  Prinoipieu 
(Nr.  124)  hingewiesen  haben. 

Ausser  deu  Differentialgleichungen,  durch  welche  sich  die 
allgemeinen  Eigenschaften  der  Bewegung  eines  beliebigen  Systems 
kennzeichnen,  werden  iu  der  dritten  Section  der  Dynamik  uodi 
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diejenigen  Eigenschaften  entwickelt,  welche  das  Princip  der 
lebendigen  Kräfte  und  dasjenige  der  geringsten  Wirkung  vorstellen. 
Die  Ausführung  der  Eigenschaften  der  Bewegung  in  Beziehung 
auf  die  Hauptaxen  *)  ist  eigentlich  nicht  als  die  Herleitung  einer 
neuen  fundamentalen  Eigenschaft,  sondern  nur  als  eine  Ergänzung 
der  Grundvorstellungen  über  die  Rotation  zu  betrachten.  Die 
Hauptaxen  bilden  einen  Begriff,  den  man  als  Correlat  desjenigen 
vom  Schwerpunkt  betrachten  kann.  Aus  diesem  Grunde  haben 
wir  uns  nach  den  Fundamentalgleichungen  nur  noch  um  die 
Gleichung  der  lebendigen  Kräfte  und  um  die  Eigenschaften  in 
Beziehung  auf  Maxima  und  Minima  zu  bekümmern,  ln  diesen 
beiden  neuen  Fällen  sind  es  Integrationen  der  allgemeinen  Kräfte- 
gleichung der  Mechanik,  welche  die  neue  Form  der  Beziehungen 
ergeben.  Indem  man  von  den  virtuellen  Geschwindigkeiten  oder 
vielmehr  von  den  entsprechenden  Verschiebungen  derartig  ausgeht, 
dass  man  diese  Geschwindigkeiten  oder  Verschiebungen  als  die  Be- 
thätigungen  der  Kräfte  selbst  betrachtet,  gewinnt  man,  wie  wir 
fnlher  gezeigt  haben,  uach  der  Integration  die  halben  Quadrate 
der  Geschwindigkeiten.  Ceber  die  besondere  Voraussetzung,  die 
hier  von  Lagrange  gemacht  wird,  ist  ebenfalls  schon  (Nr.  112) 
gehandelt.  Hier  iuteressirt  uns  auch  nur  der  Umstand,  dass  eine 
Integration  der  allgemeinen  Kräftegleichung  das  Erhaltungsprincip 
ergeben  kann.  Die  Verfahrungsart  zur  Ableitung  eines  Princips 
der  geringsten  Wirkung  beruht  dann  wiederum  nur  auf  einer  Be- 
arbeitung der  Gleichung  der  lebendigen  Kräfte.  Jedoch  ist  das 
Princip  der  geringsten  Wirkung  trotz  der  besondern  Fassung,  die 
ihm  Lagrange  (vgl.  unsere  Nr.  129)  gegeben  hat,  noch  immer 
eines  derjenigen,  dessen  Ableitungsart  am  wenigsten  auf  die 
Systematik  von  Einfluss  werden  darf.  Es  eignet  sich  also  auch 
nicht,  in  positiver  Weise  über  die  Güte  einer  Systemanorduiing  zu 
entscheiden.  In  negativer  Hinsicht  muss  es  aber  einem  Lagrange 
als  Vorzug  ausgelegt  werden,  dass  er  dasselbe  unter  den  all- 
gemeinen Eigenschaften  der  Bewegung  au  letzter  Stelle  auf- 
geführt hat. 

Da  Integrationen,  welche  die  Beziehungen  zwischen  endlichen 
Bewegungsgrössen  oder  zwischen  lebendigen  Kräften  aufstellen,  in 

*)  Zuerst  iuJ::uler8  Theoria  motus  corporum  solidoruni,  170.5,  neueAuH 
I i’yo  (Vgl.  dort  besonders  Art.  140  - 447),  während  die  erste  Vorftellnng  von 
der  Kxüteuz  der  drei  Ireien  Aieu  auf  Seguer,  Specüueu  theuriae  turbiuoiu, 
Halle  1755,  zuruckgefUhrt  wird. 
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der  Rtatik  nur  indirect  oder  als  ausschliesslich  infinitesimale 
Grössen  betreffend  Vorkommen,  so  ist  der  Parallelismns  zwischen 
Dynamik  und  Statik  insoweit  vorhanden,  als  es  sich  in  beiden 
Gebieten  nur  um  die  dem  Augenblick  entsprechenden  Eigenschaften 
eines  Kräftesystems , also  in  lleziehung  auf  das  Verhältniss  von 
Bewegungsraum  und  Zeit  um  Differentialgleichungen  zweiter 
Ordnung  handelt.  Das,  was  die  Dynamik  speeifisch  zu  enthalten 
hat,  betrifft  die  Bestimiiumg  der  Geschwindigkeiten  und  der  Räume, 
also  im  Allgemeinen  erste  und  zweite  Integrationen  der  Ausgangs- 
gleichungen, die  man  sehr  charakteristisch  Momentangleichungen 
nennen  könnte. 

Die  beiden  vierten  Sectionen  entwickeln  jene  universelle  Form 
der  allgemeinen  Krüftegleichung,  die  sich  durch  die  Einverleibung 
der  Bedinpfungsgleichungeu  mit  den  unbestimmten  Coefficienten 
ergiebt  und  mithin  die  Systemverbindungen  in  ein  Kräftesystem 
anflöst.  Hiedurch  erhält  die  ganze  Copihination  den  Charakter 
einer  Gruppe  vou  Kräften,  die  au  sich  frei  sind,  und  sich  nur 
gegenseitig  beschränken. 

Mit  den  erwähnten  vier  .\hschnitten  sind  für  die  Statik  wie 
(ur  die  Dynamik  die  allgemeinen  und  principiellen  Lehren  ab- 
geschlossen. und  es  beginnt  mit  den  folgenden  Sectionen  das 
Gebiet  der  besondem  .Aufgaben,  die  mit  der  speciellen  Beschaffen- 
heit einer  gegebenen  mechanischen  Combination  von  Kräften  und 
Verbindungsarten  Zusammenhängen.  Die  Auflösungsmethode  beruht 
auch  hier  auf  der  allgemeinen  Regel,  die  unabhängigen  und  will- 
kürlichen Verschiebungsvariationen  zu  ermitteln,  indem  man  nach 
Maassgabe  der  Bedingungsgleichnngen  in  der  einen  oder  andern 
.Art  die  erforderlichen  Eliminationen  durchführt. 

IS.“).  In  der  Statik  beginnt  Lagrange  die  besondem  Auf- 
gaben mit  dem  Fall,  in  welchem  sich  das  mechanische  System 
auf  einen  einzigen  Punkt  reducirt.  Die  Regel  der  Zusammen- 
setzung der  auf  einen  Punkt  wirkenden  Kräfte  erscheint  hier  als 
als  eine  Specialisining ’)  der  allgemeinen,  für  jedes  beliebige 
System  entwickelten  Gleichgewichtsbedingungen. 

In  der  Dynamik  treten  an  die  Stelle  der  besondem  Aufgaben 
zunächst  noch  Specialftlle  von  allgemeinerem  Charakter.  Die 
analytisch  so  wichtigen  Approximationen  und  der  Typus  deijenigen 
Bewegung,  bei  der  nur  kleine  Schwingungen  eines  Systems  in 


•)  Mic.  anal.  Bd  I (1811)  Statik  Sect.  V Art.  7 fg. 
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Frage  kommeu,  bilden  den  üebergang.  Alsdann  folgt  der  für  die 
kosmische  Mechanik  normgebende  Fall  eines  freien  Systems  von 
Körpern,  die  als  Punkte  betrachtet  werden  können  und  von 
Attractionskräften  afficirt  sind.  Hierauf  gelangen  dann  die  un- 
freien Bewegungen  und  endlich  noch  die  schwierige  Theorie  der 
Rotation  zur  Behandlung. 

In  der  Statik,  wo  der  Punkt  den  Anfang  der  besondern  Auf- 
gaben machte,  bildet  natürlich  der  Köiper  von  beliebiger  Gestalt 
den  Schluss.  Dazwischen  liegen  die  verschiedenen  Verbindungs- 
arten durch  biegsame  Fäden  und  starre  Linien,  sowie  die  hieher 
gehörigen  unter  diese  Schemata  fallenden  Eiuzelprobleme.  wie  das 
des  Gleichgewichts  am  Seilpolygon  und  in  der  Kettenlinie.  Für 
unsern  Zweck  ist  jedoch  die  genauere  Erwähnung  der  besondern 
Anwendungen  überflüssig.  Von  Interesse  sind  in  Rücksicht  auf 
die  Principien  und  das  System  nur  die  allgemeinen  Methoden 
selbst,  vermöge  deren,  abgesehen  von  den  neuen  Specialaufschlüsseu, 
die  alten  Lösungen  der  besondern  Aufgaben  mindestens  eine  neue 
Form  erhalten  und,  was  das  Wichtigste  ist.  in  einen  systematischen 
Zusammenhang  treten,  wie  er  früher  noch  nie  in  gleicher  Voll- 
kommenheit sichtbar  geworden  war.  Im  Hinblick  auf  Lagranges 
Analytische  Mechanik  kann  man  behaupten,  dass  die  besten  Be- 
standtheile  der  Darstellungsform,  die  sich  bis  heute  in  den  Lehr- 
büchern und  Cursen  dieser  Wissenschaft  antreffen  lassen,  oder  in 
einzelnen  Abhandlungen  bekundet  haben,  die  Grundgestalt  der 
Auffassungsart  indirect  oder  direct  jenem  Fundamentalwerk  ver- 
danken. Hiemit  soll  jedoch  nicht  gesagt  sein,  dass  die  systemati- 
sirenden,  die  Methode  und  den  innern  Zusammenhang  aufklärenden 
Wirkungen  der  Leistung  Lagranges  abgeschlossen  und  erschöpft 
seien.  Im  Gegentheil  scheint  die  Frage,  inwieweit  die  universell 
umfassende  Behandlungs-  imd  Auffassungsart  Lagranges  ohne  Ein- 
schränkungen oder  gar  noch  mit  Erweiterungen  durchdringen 
könne,  thatsäohlich  und  geschichtlich  noch  nicht  vollständig  er- 
ledigt zu  sein. 

Am  wenigsten  hat  sich  die  innige  Verbiudungsart  Bahn  ge- 
brochen, vermöge  deren  Lagrange  die  Hydrostatik  und  die  Hydro- 
dynamik am  Schluss  der  Statik  und  Dynamik  nur  als  besondere 
Anwendungsfillle  der  allgemeinen  Mechanik  behandelt  und  bei 
diesen  Zweigwissenschaften  die  zwar  historische,  aber  rationell 
unhaltbare  Aufstellung  specifischer  Principien  ausgeschlossen  hat. 
Die  besondern  Eigenschaften,  welche  bei  den  Flüssigkeiten  oder 
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bei  den  Gasen  gewisse  sehr  allgeiiieiue  Verhältnisse  ihres  Gleich- 
gewichts und  ihrer  Bewegung  aiisdriicken,  sollen  aus  den  allgemeinen 
Principien  der  Mechanik  abgeleitet,  aber  nicht  postiilirt  werden. 
Das  Einzige,  was  nach  Lagrange  als  gegeben  vorausgesetzt  werden 
muss,  ist  die  besondere  Gestaltung  der  .\ggregation  und  der  V^er- 
biuduugsart  zwischen  den  Theileu  des  Systems.  Die  Flüssigkeiten 
werden  daher  von  vornherein  als  Häufungen  von  Molekülen  be- 
trachtet, und  mau  hat  sich  vorzustellen,  dass  die  augreifenden 
Kräfte  jedes  der  Theilcheii  erstens  direct  und  zweitens  noch  indirect 
vermöge  der  gegenseitigen  Beziehungen  der  Moleküle  afticiren. 

Oflenbar  ist  es  eine  unumgängliche  Fordenmg  der  wissen- 
schaftlichen Technik,  die  Mechanik  der  Flüssigkeiten  soweit  als 
möglich  zu  einer  blossen  Consequenz  der  allgemeinen  mechanischen 
Principien  zu  machen.  Schon  lange  vor  l^agrauge,  ja  schon  bei  der 
Grundlegung  der  modernen  Wissenschaft  hatte  man  angelängen, 
einzelne  der  allgemeinen  mechauischen  Gesichtspunkte  unmittelbar 
auf  das  V'erhalten  der  Flüssigkeiten  zu  übertragen.  So  hatte 
namentlich  Galilei  das  Princip  der  virtuellen  Geschwindigkeiten 
in  dieser  Richtung  zur  Anwendung  gebracht.  Indessen  trotz  aller 
Anläufe,  die  zur  Generalisirung  hätten  führen  können,  hatte  sich 
vorherrschend  die  alte,  in  der  Verfahrungsart  von  Archimedes 
wurzelnde  UeberUeferung  behauptet,  derzufolge  gewisse  specifische 
Axiome  den  Eingang  zur  Mechanik  der  Flüssigkeiten  eröflnen  und 
so  zugleich  die  Kluft  offen  halten  mussten,  durch  welche  bis  auf 
nnd  nach  Lagrange  die  Statik  und  Dynamik  der  Flüssigkeiten 
eine  verhältnissmässig  isolii-te  Wissensabtheilung  bildete.  Es  ist 
nun  das  grosse  Verdienst  des  Verfassers  der  .\nalytischen  Mechanik, 
die  Tragweite  seiner  allgemeinen  Kräftegleichnng  über  das  Bereich 
der  Flüssigkeiten  erstreckt  und  so  erst  das  Reich  der  Mechanik 
oder  vielmehr  ihrer  allbeherrscheuden  Grundgesetze  vervollständigt 
zn  haben. 

156.  Solauge  die  Statik  der  tropfbaren  nnd  der  gasförmigen  ’ 
Flüssigkeiten  noch  besondere  specifische  Principien  zur  Lösung 
ihrer  Aufgaben  voraussetzt,  muss  dies  auch  die  Dynamik  dieses 
Gebiets  in  demselben  Maasse  thun.  Denkt  man  sich  nämlich  auch 
immerhin  die  Hydrodynamik  vermöge  des  d’Alembertschen  Princips 
auf  die  Hydrostatik,  d.  h.  die  Bewegungsgesetze  der  Flüssigkeiten 
auf  die  Gleichgewichtsbedingungen  derselben  zurückgefuhrt,  so 
müssen  mindestens  die  specifisch  statischen  .\xiome,  die  man  für 
das  Gleichgewicht  der  Flüssigkeiten  zu  Hülfe  nimmt,  auch  in 
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der  Dynamik  der  Flüssigkeiten  eine,  wenn  auch  nur  indirecte 
Grundlage  abgebeu.  Hiezu  koiumeu  aber  noch  thatsäcblich  be- 
sondere Voraussetzuugeu  der  Hydrodynamik,  welche  dahin  wirken, 
dass  diese  schwierige  Wissenschaft  als  vou  der  allgemeinen  Mechanik 
ziemlich  isolirt  erscheint. 

Ohne  hier  wieder  auf  die  besonderu  hydro.statischeu  Axiome 
von  Archimedes  zurOckzukommeu,  sei  nur  an  den  tastenden  Zu- 
stand erinnert,  in  welchem  sich  die  Hydrostatik  in  Kücksicht  auf 
die  Fassung  ihrer  Grundprincipien  sogar  noch  in  der  Mitte  des  18. 
Jahrhunderts  und  selbst  unter  den  Händen  desjenigen  Schriftstellers 
befand,  der  zuerst  zu  den  allgemeinen  Gleichungen  des  Gleich- 
gewichts der  Flüssigkeiten  gelangte.  Untersucht  man  nämlich 
Clairauts’)  berühmte  Arbeit  über  die  Erdgestalt  auf  die  Fassung 
der  darin  gebrauchten  oder  kritisirten  Frincipien  der  Hydrostatik, 
so  findet  man  das  Ringen  nach  einer  einheitlichen  Auffassung  und 
namentlich  nach  einer  Zurückführung  der  Gleichgewichtsverhältnisse 
auf  die  gewöhnlichen  statischen  Principien  nur  erst  bei  einem  sehr 
massigen  Anfang.  Zunächst  handelt  es  sich  nur  um  die  Unter- 
ordnung der  Huyghensschen  Voraussetzung,  dass  zum  Gleichgewicht 
der  Oberfläche  die  Perpenticularität  der  centralen  Kraftresultanten 
gegen  diese  Oberfläche  gehöre,  und  der  Newtonschen  Forderung 
eines  Gleichgewichts  der  centralen  Flüssigkeitssäulen  unter  ein 
umfassenderes  und  vollständigeres  Princip.  Es  ist  dies  bei  Clairaut 
das  gleich  an  die  Spitze  gestellte  *),  welches  ausspricht,  dass  es 
zum  Bestehen  des  Gleichgewichts  nötbig  sei,  dass  ein  beliebiger 
canalRlrmiger  Theil  der  Flüssigkeit,  welcher  dieselbe  durchschneidet, 
für  sich  selbst  im  Gleichgewicht  sei,  so  dass  also  in  ihm  alle 
Bestrebungen  der  Theilchen,  sich  vermöge  der  afficirenden  Kräfte 
zu  bewegen,  einander  aufheben.  Dieser  Canal  kami  mit  seinen 
offenen  Enden  an  der  Oberfläche  münden  oder  auch,  wie  Clairaut 
besonders  deducirt,  in  sich  selbst  zurückkehren.  Bouguer  ®)  hatte 
es  in  unzureichender  Weise  mit  einer  blossen  Combination  der 
Huyghensschen  Voraussetzung  und  des  Newtonschen  Kriteriums 
versucht.  Maclaurin  dehnte  das  Newtonsche  Merkmal,  welches  im 
Gleichgewicht  der  centralen  Flüssigkeitssäuleu  bestand,  dahin  aus. 


')  Thmrie  de  la  ü^re  de  la  terre,  tirec  des  principes  de  rhydrostatique. 
Pari!  1743  2.  Aofl.  1808.  Ibid.  erste  Abth.  § 1. 

’)  ComparaisüD  des  dem  leis  etc.  in  den  M^iuoires  de  fAcadeniie  des 
Sciences,  1734,  S.  21. 
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dass  um  jeden  beliebigen  Punkt,  d.  b.  um  jeden  Flflssigkeits- 
theilchen  alle  nach  der  Oberfläche  hin  führenden  Flflssigkeits- 
säulen  gegen  dasselbe  einen  gleichen  Druck  ausüben  müssten. 
Weit  allgemeiner  war  der  erwähnte  Ausgangspunkt  Clairauts,  und 
nach  seinem  Princip  des  beliebigen  Canals  gelangte  er  zur  Auf- 
stellung der  bekannten  partiellen  Differentialgleichungen,  welche 
die  Bedingungen  des  Gleichgewichts  der  Flüssigkeiten  eiuschliessen. 
Das  anregende  Problem,  Ln  dessen  Interesse  man  sich  bis  auf 
Clairauts  in  einem  gewissen  Sinn  abschliessende  Arbeit  an  der 
Bemeisteruug  der  Gleichgewichtsbedingungeii  einer  Flüssigkeits- 
masse  mit  jenen  unzureichenden  Principien  versucht  hatte,  war 
die  Bestimmung  der  Erdgestalt,  d.  h.  das  Verständniss  der  allgemeinen 
Form  ihrer  Oberfläche  gewesen.  Diese  Form  musste  sich  aus 
rein  hydrostatischen  Principien  begreifen  lassen,  sobald  man  im 
Allgemeinen  die  Aufgabe  gelöst  hatte,  die  Körperform  anzugeben, 
in  welcher  eine  Flüssigkeitsmasse  dauernd  im  Gleichgewicht  bleibt, 
wenn  jedes  ihrer  Theilchen  unter  dem  Einfluss  der  in  diesem 
Fall  fraglichen  Kräfte  der  Schwere  und  der  centrifugalen  Rotations- 
antriebe steht. 

An  Stelle  des  Clairautschen  Canalprincips  kann  man  un- 
mittelbar ein  weit  einfacheres  setzen,  welches  an  die  erwähnte 
Maclaurinsche  Idee  erinnert.  Mau  kann  nämlich  von  dem  Grund- 
satz der  Gleichheit  des  Drucks  in  allen  Richtungen  ausgehen,  sich 
die  Flüssigkeit  in  differentielle  rechtwinklige  Parallelepipeden  zer- 
legt denken  und  für  jede  zwei  einander  gegenüberstehende  Seiten- 
flächen Druck,  Gegendruck  und  Kraft  in  Anschlag  bringen.  Die 
Antriebe  müssen  nach  beiden  Richtungen  gleich  sein,  und  man 
erhält  so  für  drei  Coordinatenaien  die  Gleichungen  des  Gleich- 
gewichts. Dies  ist  die  Art,  auf  welche  zuerst  Euler  die  seitdem 
üblich  gewordene  Ableitung  der  Gleichungen  bewerkstelligte.  Was 
Euler  in  dieser  Weise  in  den  Memoiren  der  Berliner  Akademie 
(von  1755  Bd.  XI)  vorgezeichet ‘)  hatte,  und  wonach  man  sich  noch 
heute  häufig  richtet,  genügte  jedoch  dem  rastlos  nach  Ver- 
allgemeinerung strebenden  Lagrange  keineswegs.  Dieser  sah  viel- 
mehr' das  Princip  der  Gleichheit  des  Drucks  in  jedem  Sinne, 
welches  die  Eigenschaft  der  im  Gleichgewicht  befindlichen  Flüssig- 
keit ausdrückt,  als  einen  entbehrlichen  Erfahrungssatz  an  *).  Nach- 


')  Principes  g^n^raux  de  f^Ut  de  I'^oilibre  des  fluides. 
*)  Mic.  anal.  Bd.  1 (1811)  Statik  Sect.  VI  Art.  6. 
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dem  er  der  geHchichtlichen  üeberlieferiuig  zunächst  dadurch  ein 
gewisses  Zugeständniss  gemacht  hatte,  dass  er  in  seiner  an  die 
Spitze  gestellten  analytischen  Darlegung  das  Gleichgewicht  eines 
beliebigen  Canals  im  Sinne  Clairauts  zum  Ausgangspunkt  machte, 
liess  er  hierauf  die  völlig  selbständige  Ableitungsart  der  Gleich- 
gewichtsgleichuugeu  unmittelbar  ans  der  universellsten  Form  der 
allgemeinen  Kräftegleichung  folgtm.  Diese  Herleitung  *)  beruht 
einzig  und  allein  auf  einer  geschickten  Aufstellung  der  allgemeinen 
Form  der  Uediugungsgleichung,  deren  Variation,  mit  einem  un- 
bestimmten Coefticienten  versehen,  dasjenige  virtuelle  Gesamiut- 
moment  ajigiebt,  welches  zur  Herstellung  der  universellsten  Form 
der  fundamentalen  Gleichgewichtsgleichung  nach  der  von  uns 
(Nr.  151)  auseinandergesetetzten  Methode  erforderlich  ist.  Lagrange 
unterscheidet  hiebei  zwischen  den  als  unzusammend rückbar  voraus- 
gesetzten und  den  gasförmig  elastischen  Flüssigkeiten.  Im  Fall 
der  erstereu  besteht  für  die  übrigens  als  unabhängig  von  einander 
und  in  Jeder  Richtung  frei  beweglich  vorausgesetzten  Moleküle  die 
Nothwendigkeit,  die  Dichtigkeit  ihrer  gegenseitigen  Lagerung  bei- 
zubehalten. Das  differentielle  Körperelement  wird  also  constant 
bleiben  müssen,  und  hierin  besteht  die  Bedingungsgleichung, 
welche  die  besondere  Form  des  Systems  betrifft.  Die  Unveränder- 
lichkeit des  Volumen  trotz  der  Veränderung  der  Gestalt  wird  also  *) 
dadurch  ausgedrückt  werden,  dass  man  ärdi/dz  — const.  =0  als 
Bedingungsgleichung  für  die  besondere  Form  des  SysLiras  ansieht  und 
mithin  die  Variation  dieses  Ausdrucks,  d.  h.  kuraweg  die  Variation 
des  Volumenelements  mit  einem  unbestimmten  Multiplicator  als 
Glied  in  die  allgemeine  Fimdamentalgleichung  ciuführt.  Alsdann 
zeigt  die  blosse  Gestalt  dieser  Gleichung  unmittelbar  das  Ver- 
hältniss  zwischen  Statik  und  Hydrostatik  an,  indem  sie  bemerken 
lässt,  dass  die  Beziehungen,  welche  für  ein  System  freier  und 
isolirter  Punkte  gelten,  nur  durch  das  der  Volumenconstanz  ent- 
sprechende Bedingungsglied  der  Gleichung  bestimmter  gestaltet 
werden.  Ja  man  könnte  behaupten,  dass  sich  fast  keine  einfachere 
Anwendung  der  allgemeinen  Fundamentalformel  und  des  Princips 
der  virtuellen  Geschwindigkeiten  denken  lasse,  als  diejenige  auf 
flüssige  Systeme. 

157.  Liegt  dagegen  der  Fall  eines  elastischen  Fluidum  vor, 
so  tritt  an  die  Stelle  der  Volumenconstanz  das  Bestreben  zur  Aus- 


‘)  Ibid.  Sect.  Vll  Art.  10  fg.  ’)  Ibid.  beBoaders  Art.  11. 
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dehnuDg  deR  VohimeuR.  Man  kann  nun  diesp  ElasticitAt  entwoder 
als  eine  Kraft  mit  ihrem  virtuellen  Moment  den  sonst  gegebenen 
Kräften  hinzufügeu,  wie  es  Lagi-ange  thut,  oder  man  kann,  um 
auch  in  der  logischen  Vorstellungsart  die  Ebeninässigkeit  nicht  zu 
verlassen,  in  der  gegebenen  Determination  der  Theilchen  zur  gegen- 
seitigen Äbstossung  ebenso  eine  besondere  Systeiubediugung  sehen, 
wie  es  im  Fall  der  uuzusammendrQckbareu  Flüssigkeiten  die  Volumen- 
constanz  war.  Alsdann  erhält  das  sich  in  jedem  Fall  ergebende 
Ergäuzungsglied  der  allgemeinen  Gleichung  nicht  blos  eine  analytisch 
für  beide  Flüssigkeitsarten  übereinstimmende  Form,  sondern  auch 
einen  entsprechend  übereinstimmenden  Sinn.  Es  ist  nämlich  auch 
für  den  Fall  der  gasförmigen  Flüssigkeiten  die  Variation  des 
Volumenelemeuts  mit  einem  Coefticienteu  zu  den  übrigen  virtuellen 
Momenten  in  die  allgemeine  Fundamentalgleichung  einzuführen. 
Der  sonst  unbestimmte  Coeflicient  ist  aber  in  diesem  Fall  die  mit 
dem  System  selbst  gegebene  Elasticität ’).  Auch  Lagrange  verfehlt 
nicht,  diese  Verwandtschaft  der  Form  hervorzuheben;  aber  es 
scheint,  dass  er  sich  davor  scheute,  gegebene  Kräfte,  die  picht 
nach  Art  der  Vorzeichnung  fester  Bahnen  oder  der  Entgegensetzung 
fester  Hindernisse  wirken,  sondern  den  äussern  Kräften  gleichartig 
sind,  als  eigentliche  Systembedingungen  gelten  zu  lassen.  Indessen 
hat  er  selbst  am  meisten  zur  Ausgleichung  dieses  Unterschieds 
beigetragen,  indem  er  durch  die  Einführung  der  die  System- 
verfassung ausdrückenden  Glieder  seiner  universellen  Kräftegleichung 
grade  die  Systembedingungen  in  eine  Combination  unbestimmter 
Kräfte  von  bestimmten  Verhältnissen  auflöste.  Wo  nun  einmal 
zufällig  die  Systemverfassung  in  Gestalt  einer  Kraft,  welche  das 
Verhältniss  der  Theile  des  Systems  gegen  einander  bestimmt,  un- 
mittelbar gegeben  ist,  darf  dieser  Umstand  nicht  hindern,  die  Vor- 
stellungsart und  Methode  beizubehalten,  vermöge  deren  in  der 
allgemeinen  Gleichung  die  Systemverfassung  die  ihr  zugewiesene 
analytische  Vertretung  jederzeit  in  sichtbarer  Weise  haben  muss. 
Ein  System  völlig  freier  Punkte,  die  überdies  in  gar  keiner  gegen- 
seitigen Beziehung  stehen,  genügt  niemals,  um  die  gegebenen 
Kräfte,  die  auf  das  System  wirken  sollen,  von  einem  Punkt  zum 
andern  in  irgend  welche  Relation  zu  bringen.  Es  ist  daher  noth- 
wendig,  irgend  eine  innere  Beziehung  als  Systemverfassnng  anzu- 
sehen. In  der  universellen  Gleichung  Lagrauges  sind  die  Variationen, 


■)  Ibid.  Sect.  Vm  Art.  2. 


Digitized  by  Google 


380 


welche  die  Factoren  der  gegebenen  Kräfte  bilden,  zunächst  absolut 
willkürlich  gedacht,  d.  h.  jeder  Angriffspunkt  kann  nach  allen 
Richtungen  mit  einer  der  angreifenden  Kraft  entsprechenden,  also 
vfillig  freien  Geschwindigkeit  verschoben  gedacht  werden.  In 
Rücksicht  auf  das  Virtuelle  und  Verhältuissmässige  dieser  Ge- 
schwindigkeiten ist  es  sogar  ganz  unnöthig,  noch  besonders  au 
diejenige  Geschwindigkeit  zu  deuken,  welche  eiuer  freien  Wirkung 
der  gegebenen  Kraft  eutspreclieii  würde.  Man  kann  also  sagen, 
dass  die  betreffenden  V'^ariatiouen , abstract  betrachtet,  zunächst 
völlig  arbiträr  sind,  und  dass  erst  die  der  System  Verfassung  ent- 
sprechenden Bedinguiigsglieder  der  Gleichung  die  Einschränkungen 
ergeben. 

Im  Geiste  dieser  .\uftässnug  muss  nun  aber  jegliches 
Flüssigkeitssystem,  mag  es  uiizusamuieudrückbar  oder  elastisch 
sein,  als  eine  Gruppe  von  materiellen  Punkten  augesehen  werden, 
die  in  jedem  Sinne  beweglich  sind  und  absolut  frei  sein  würden, 
wenn  nicht  als  besondere  Systembeschaffeuheit  eine  innere  gegen- 
seitige Beziehung  hinzuträte,  vermöge  deren  das  Volumen,  welches 
diese  Punkte  einnehmen,  jederzeit  bestimmt  ist.  Die  Bestimmungs- 
art des  Volumens,  d.  h.  der  Entfernungen,  in  denen  die  Theilchen, 
wohin  sie  sich  auch  bewegen  mögen,  auf  einander  wirken,  und  die 
an  ihnen  thätigen  Kräfte  auf  einander  übertragen;  — diese  Be- 
stimmungsart gestaltet  sich  nun  verschieden,  je  nachdem  die  eine 
oder  die  andere  Art  der  Fluida  vorliegl.  Die  Bedingungsgleichung 
wird  aber  in  jedem  Fall  das  Gesetz  der  Constanz  oder  der  Ver- 
änderung des  Volumens  betreffen,  und  denkt  man  sich  im  letzteren 
Fall  diese  Veränderung  durch  eine  Bewegungsgleichung  ausgedrückt, 
so  wird  sich  der  unbestimmte  Coefficient  ihrer  Variation  schliesslich 
als  Kraft  der  Elasticität  näher  bestimmen  müssen.  Im  Gleich- 
gewicht thut  die  Expansivkraft  offenbar  nichts  weiter,  als  dass  sie 
gewissen  zusainmeiidrilekenden  Gegenkräften  die  Waage  hält. 
Eben  dasselbe  thut  aber  aus  einem  gewissen  Gesichtspunkt  auch 
die  Unzusammendrflckharkeit.  Der  Unterschied  ist  nur  der,  dass 
im  letzteren  Fall  die  hervorgenifene  statische  Reaction,  die  dem 
unbestimmten  Coefticienten  entspricht,  eben  in  einer  blossen  Rück- 
wirkung gegen  die  angreifenden  Kräfte  besteht  und  daher  einen 
blossen  Widerstand  nach  Maassgabe  dieser  Kräfte  entwickelt, 
während  im  Fall  der  Gase  ausser  irgend  einem  Maass  des  Wider- 
standes, der  die  Zusammendrückung  irgendwo  hemmt,  zugleich 
auch  das  positive  Bestreben  zur  Expansion  vorhanden  ist.  Dieser 
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ümstaud  betrifft  aber  mir  die  Vorzeieheii  des  Coefficieutea  uud 
deren  Interpretation.  Es  begreift  sich  also  auf  eine  sehr  einfache 
Weise,  wie  das  von  der  Bediugungsgleichung  herrührende  Glied 
der  universellen  Fonnel  für  das  Gebiet  der  tropfbaren  und  der 
gasförmigen  Fluida  wesentlich  einerlei  Gestalt  annehmen  muss. 
Aach  beruht  hierauf  allein  der  Triumph  der  höchsten  Verall- 
gemeinerung, indem  ohne  diesen  Zusammenhang  die  gemeinsamen 
Be.standtheile  fehlen  würden,  welche  sowohl  der  Theorie  der  Gase 
als  derjenigen  der  tropfbaren  Flüssigkeiten  angehören.  Müsste 
man  von  der  allgemeinen  mechanischen  Kräftegleichung  ohne  Ein- 
schaltung sofort  zu  einer  von  beiden  Arten  der  Flüssigkeiten  über- 
gehen, so  wäre  dies  ein  Sprung,  der  die  Existenz  einer  wirklich 
allgemeinen  Theorie  des  Gleichgewichts  der  Fluida  ausschlösse. 
So  aber  führt  man  die  willkürliche  Beweglichkeit  aller  Theilchen 
ein  und  denkt  dieselbe  nur  durch  eine  Ursache  bestimmt,  welche 
das  Volumen  vor/eichnet.  Diese  Von.eichnung  des  Volumens  ist 
nun  das  eine  Mal  einem  festen  Hinderniss  ähnlich,  und  besteht 
das  andere  Mal  in  einer  Kraft,  die  sich  mit  andern  Kräften  messen 
kann.  Diese  Verzweigung  der  Voraussetzungen  beruht  aber  nur 
auf  Quantität  und  Sinn  der  vorausgesetzten  innern  Beziehungs- 
kräfte. Ob  man  die  zwischen  den  Theilen  wirkende  Kraft  in  dem 
einen  Fall  als  positives  Bestreben  zur  Expansion  denkt,  in  dem 
andern  Fall  aber  dieses  Bestreben  gleich  Xull  setzt,  dafür  aber 
den  ideell  als  unüberwindlich  vorgestellten  Widerstand  gegen  die 
Zusammendrückung  einführt;  — diese  Verschiedenheit  der  Ge- 
staltungen ändert  nicht  die  allgemeinste  Form  eines  flüssigen 
Systems. 

Schliesslich  sei  noch  bemerkt,  dass  die  Vorstellung  von  der 
allseitigen  Beweglichkeit  der  Theilchen  die  axiomatische  Hypothese, 
da.ss  für  das  Gleichgewicht  der  Druck  um  einen  Pnnkt  in  allen 
Kichtungen  gleich  sein  müsse.  übeiHüssig  macht,  sobald  man  mit 
Lagrange  diese  durchgängige  Beweglichkeit  und  zugleich  die 
innern  Beziehungen  der  Volnmenbestimmung  nach  den  gewöhn- 
lichen mechanischen  Gnindsätzen  in  die  allgemeine  Gleichung 
aufnimmt,  .\lsdann  ist  diese  Gleichheit  des  Drucks  nicht  eine 
Voraussetzung,  sondern  ein  Ergebniss,  nicht  ein  Hülfsmittel  zur 
Ableitung  des  Gleichgewichts,  sondern  ein  aus  den  festgestellten 
Gleichgewichtsbedingungen  herausgehobener  Specialsatz.  Der  Begriff 
der  völligen  Beweglichkeit  der  Theilchen  ist  also  hinreichend,  und 
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es  bedarf  nicht  noch  des  Axioms  von  dem  gleichen  Dnick,  um 
die  Grundlagen  dei'  Hydrostatik  logisch  streng  zu  ordnen. 

158.  Mit  der  Unterordnung  der  gesammten  Hydrostatik 
unter  die  allgemein  mechanische  Grundgleichung  ist  auch  die 
Stellung  der  Hydrodynamik  entschieden;  denn  genau  dieselbe  Ver- 
fahrungsart,  welche  aus  der  statischen  Fundamentalgleichung  die 
hydrostatische  hervorgehen  lässt,  macht  es  auch  möglich,  die  all- 
gemeine dynamische  Gleichung  in  eine  hydrodynamische  zu  ver- 
waudeln.  ln  den  letzten  Sectionen  der  Analytischen  Mechanik 
hat  Lagrauge  auch  diese  Aufgabe  ausgeführt.  Er  hat  es  sogar 
vorgezogen,  das  Hauptgewicht  auf  die  unmittelbare  Entwicklung 
der  Bewegungsgleichung  der  Flüssigkeiten  aus  der  allgemeinen 
inechanLschen  Bewegungsgleichung  zu  legen,  anstatt  sich  mit  der 
Wendung  zu  begnügen,  im  Sinne  seiner  eignen  Fassung  des 
d’Alembertschen  Princips  einfach  in  die  fertige  hydrostatische 
Grundgleichung  die  den  wirklichen  Bewegungen  entgegengesetzten 
Kräfte  einzuführen.  Nach  Alledem,  was  wir  über  die  Einheit 
von  Statik  und  Dynamik  und  über  die  allgemeine  Kräftegleichung 
früher  (Nr.  153)  gesagt  haben,  wäre  es  überhaupt  nicht  nöthig 
gewesen,  eine  getrennte  Behandlung  eintreten  zu  lassen. 

Um  die  Bedeutung  der  von  Lagrange  vollzogenen  Einver- 
leibung der  Hydrodynamik  in  die  allgemeine  Grundgestalt  der 
mechanischen  Kräftebeziehungen  zu  ermessen,  ist  es  erforderlich, 
auf  die  Entwicklung  der  hydrodynamischen  Principien  einen  Blick 
zu  werfen.  Eigentlich  wissenschaftliche  Probleme  hydrodynamischer 
Art  finden  sich  natürlicherweise  noch  später  ein,  als  diejenigen  der 
allgemeinen  Dynamik,  deren  Lösung  von  ihnen  vorausgesetzt  wird. 
Torricelli  konnte  bei  dem  Aufsteigen  der  Flüssigkeiten  aus  kleinen 
Oeffnungen  bis  annähernd  zur  Niveauhöhe  der  Gefösse  seine  wissen- 
schaftliche Auticipatiou  über  die  Ausflussgeschwindigkeit  oflfenbar 
nur  machen,  insofern  ihm  die  allgemeine  dynamische  Beziehung 
zwischen  ursprünglicher  Aufsteiguugsgeschwindigkeit  und  zugehöriger 
Aufsteigungshöhe  geläufig  war.  Da  er,  nach  den  Thatsachen  der 
Erfahrung,  voraussetzen  musste,  dass,  abgesehen  von  secundäreu 
Hemmungen  und  Einschränkungen,  das  verticale  Aufsteigen  aus 
sehr  kleinen  Oeffnungen  bis  zur  Niveauhöhe  reiche,  so  war  der 
Schluss,  dass  die  an  der  Ausströmungsstelle  wirksame  Geschwindig- 
keit der  Quadratwurzel  der  Niveauhöhe  proportional  sei,  nur  ein 
allgemein  dynamisches  Zubehör  des  Erfahrungssatzes  von  dem 
Aufsteigen.  In  der  That  vermochte  er  auch  nicht,  seinen  nach 
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Auleitiing  der  Brfahning  anticipirt«‘U  Satz  aus  iiieehaDischeii  Priu- 
cipien  zu  beweisen’).  Auch  Xewtoii  brachte  keine  exacte  Deduction 
zu  Stande*),  indem  er  die  unzutreftende  Voraussetzung  machte, 
dass  bei  der  Bewegung  nach  der  Oeffuung  hin  ein  Theil  der 
Flüssigkeit,  gänzlich  ruhe.  Es  war  also  nicht  die  bekannte  Con- 
traction  des  Strahls,  durch  deren  Beriicksichtigimg  der  Fehler  der 
Vorstellungsart  gehol>en  werden  konnte.  Was  diese  Vorstellungs- 
art anbetrifft,  so  hatte  zwar  vor  Newton  schon  Variguon  eine  be- 
friealigendere  Erkläning  aufgestellt,  welche  darauf  beruhte,  dass  der 
Dnick  der  Flüssigkeitssäule,  die  der  Oeffnung  entspricht  und  bis 
zum  Niveau  reicht,  der  in  der  Oeffnung  befindlichen  Flflssigkeits- 
masse  die  fragliche  Geschwindigkeit  ertheile.  Indessen  war  diese 
Idee  noch  nicht  dynamisch  genug  gehalten  gewesen,  indem  sie 
anuahm,  dass  die  Geschwindigkeit  unmittelbar  entstehe,  und  über 
die  Zeit  keine  Rechenschaft  gab.  Die  erforderliche  Verbesserung 
Hess  sich  leicht  dadurch  vornehmen,  dass  mau  sich  vorstellte.  der 
Druck  der  Flüssigkeitssäule  wirke  während  des  Durchgangs  durch 
die  Oeffnung  auf  die  betreffenden  Massentheile  als  beschleunigende 
Kraft. 

Mit  einer  Erläuterung  jenes  Torricellischen  Satzes  war  nnn 
aber  nur  der  besondere  Fall  verhältnissmässig  sehr  kleiner  Oeff- 
nungen  behandelt,  da  ja  zur  annähernden  Erhaltung  eines  gleichen 
Drucks  auch  eine  annähernde  Constanz  des  Niveaus  im  Gefäss 
vorausgesetzt  werden  musste.  Stellte  man  sich  dagegen  die  Auf- 
gabe, die  Bewegungen  der  Flüssigkeiten  in  Röhren  zu  bestimmen, 
so  war  diese  von  ganz  anderer  Natur.  Daniel  Bemoulli  gab  die 
Lösung  derartiger  Aufgaben  in  seiner  von  uns  schon  Nr.  101  be- 
sprochenen Hydrodynamik  unter  Benutzung  des  Princips  der  Er- 
haltung der  lebendigen  Kräfte.  Setzt  man  bei  der  verticaleu 
Bewegung  in  der  Röhre  voraus,  dass  eine  horizontale  Schicht  der 
Flüssigkeit  an  die  Steile  der  andern  tritt  und  sich  in  allen  Punkten 
mit  übereinstimmender  Geschwindigkeit  wie  ein  Ganzes  bewegt,  so 
werden  an  den  verschiedenen  .Stellen  der  Röhre  in  Rücksicht  auf 
deren  verschiedene  Weite  die  Geschwindigkeiten  im  umgekehrten 
Verhältuiss  der  jedesmaligen  Querschnitte  stehen  müssen.  Man 
hätte  daher  auch  unmittelbar  diese  von  der  Systemverfassung  her- 
rührende Noth Wendigkeit  sammt  der  zugehörigen  Ausgleichung  der 


’)  Torricelli,  0«  mutu  i^ravium  etc.  1644. 
*)  Phil  Hat.  prina  matb.  lib.  U prop  36 
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au  deu  verschiedenen  Theileii  der  Flüssigkeit  wirkenden  Kräfte 
ebenso  behandeln  können,  wie  es  schliesslich  bei  dem  Problem 
des  zusammengesetzten  Pendels  geschehen  war.  Man  hätte  die 
verlornen  und  gewonnenen  Kräfte  bestimmen  und  so  unmittelbar 
die  Fundamentalbeziehung  uormiren  können.  Indessen  wurde,  wie 
gesagt,  thatsächlich  das  Princip  der  lebendigen  Kräfte  zum 
.\u.sgaugspunkt  der  Lösung  derartiger  Aufgaben  gemacht.  Erst 
d’Alembert  ersetzte  in  dieser  Art  von  Aufgaben  das  Princip  der 
Erhaltung  der  lebendigen  Kräfte  durch  die  seiner  bekannten  all- 
gemein dynamischen  Wendung  entsprechende  Rücksicht  auf  die 
verlornen  Kräfte.  Er  legte  aber  hiebei  zunächst,  d.  h.  noch  in 
seinem  Traitö  des  fluides  (1744)  die  vorher  erwähnte  Voraus- 
setzung des  Parallelismus  der  Schichten  zu  Grunde,  welche  nur 
für  verhältnissmässig  enge  Röhren  zulässig  ist.  Zu  einer  ganz 
allgemeinen  Auflösungsnorm  der  hydrodynamischen  Probleme  ge- 
langte d'Alembert  erst  ein  halbes  Dutzend  Jahre  später,  indem  er  die 
hydrostatischen  Gleichungen  Clairauts  durch  allgemeine  hydro- 
dynamische Gleichungen  ergänzte  und  sein  eignes  Princip  der  Zurück- 
führung der  Dynamik  auf  die  Statik  auch  für  die  Bewegung  der  Flüssig- 
keiten geltend  machte.  So  gelangte  er  in  seinem  Essai  d'une  nouvelle 
thdorie  de  la  rösistance  des  fluides  (1752)  zur  Aufstellung  der  partiellen 
Differentialgleichungen  für  die  Bewegung  von  tropfbaren  und  von  expan- 
siven Flüssigkeiten  ').  Die  vollkommenste  Form  dieser  Gleichungen 
wurde  jedoch  erst  von  Euler  1755  in  den  Memoiren  der  Berliner 
Akademie  ’)  gegeben,  so  dass  also  diesem  Deutschen  Mathematiker, 
wie  wir  (Nr.  156)  gesehen  haben,  zugleich  die  abschliessende 
Deduction  und  Aufstellung  der  hydrostatischen  und  der  hydro- 
dynamischen Grundgleichungen  zuzuschreiben  ist. 

Von  nun  an  war  Alles  insoweit  befriedigend  gestaltet,  als 
man  nicht  etwa  daran  Anstoss  nahm,  dass  noch  immer  die  Gleich- 
heit des  Drucks  in  allen  Richtungen  um  einen  Punkt  als  specifisches 
Axiom  für  die  Hydrostatik  und  mithin  mittelbar  auch  für  die 
Hydrodynamik  zu  Grunde  lag.  Lagrange  lehrte,  wie  man  dieses 
Axiom  ausmerzen  könne,  und  hiemit  wurde  auch  seine  Theorie 
der  Bewegung  der  Flüssigkeiten  zu  einer  blossen  Consequenz  der 
allgemeinen  Kräftegleichung.  Es  braucht  also  wohl  kaum  noch 
ausdrücklich  wieder  hervoi^ehoben  zu  werden,  dass  die  allgemeine 


')  Namcutlich  Cap.  ä diebor  Schrift  euthält  eiue  Skizze  zurHydrodyoamiL. 
JPrinoipai  g^n^rauz  du  muureuieot  dei  fluidea. 
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hvdrodynainisrhp  GWiohung  gt'iiaii  dasst'll)«  liedluguiigsglipd  wie 
lüp  hydrostatisclip  enthalten  muss,  und  dass  der  einzige  Unterschied 
die  Eiutnhruug  der  den  wirklichen  Bewegungen  entgegengesetzten 
Kräfte  betrifft.  Die  ('lasse  von  (iliederu.  durch  welche  diese  Kräfte 
bezeichnet  untl  ausgezeichnet  werden,  hat  aber  hier  nicht  iin  Min- 
desten einen  andern  Sinn,  als  in  der  allgemeinen  dynamischen 
(»leichnng.  und  wir  brauchen  daher  von  denselben  nicht  besonders 
zu  reden. 

Im  .\llgemeinen  sieht  man.  dass  der  geschichtliche  Knt- 
wicklnngsgang,  durch  welchen  mau  zu  den  allgemeinsten  Principieu 
der  Hydro«lyiiamik  gelaugt  ist.  sich  in  wesentlicher  Uebereinstimmung 
mit  den  Forisc.hritlen  in  der  Vertiefung  der  allgemeinen  dynamischen 
Principien  befunden  hat.  Khe  man  zu  den  abstracteii  .\uffassungeii 
gelangte,  hatte  man  sich  mit  dem  Priucip  der  Erhaltung  der  leben- 
digen Kräfte  beholfen.  Erst  mit  der  dWlembertschen  Wendung, 
deren  allgemeiner  dynami.scher  Sinn  nur  eine  Verallgemeinerung 
der  Gesichtspunkte  war.  ilie  .lacob  Bernoulli  für  das  zusammen- 
gesetzte Pendel  geltend  gemacht  hatte.  — erst  mit  dieser  Wendung 
war  der  Weg  erüffuet,  dieselbe  Verfahrungsart,  vermöge  deren 
mau  in  der  allgemeinen  .Mechanik  auf  die  letzten  Principien  zurü(‘k- 
geht.  auch  in  der  Hydrodynamik  zur  Anwendung  zu  bringen, 
liagrange  hat  in  dieser  Kichtung  den  formellen  Absr^hluss  vollzogen, 
indem  er  die  Oonsequenzen  seiner  allgemeinen  Anschauungsweise 
der  mechanischen  Beziehungen  auch  für  die  Mechanik  der  Flüssig- 
keiten geltend  machte.  Nach  diesem  Abschluss  kann  mau  aus 
einem  gewissen  (jesichtspuukt  sogar  behaupten,  dass  die  Mechanik 
der  gasförmigen  Systeme  einen  einfacheren  Fall  repräsentire  als 
etwa  die  Mechanik  fester  Köqrer  und  besonderer  maschinenartiger 
Systeniverfassnngen.  .le  freier  nämlich  die  einzelnen  Theile  oder 
Punkte  des  Systems  gedacht  werden,  um  .so  eiufa<‘her  ist  es.  Nun 
besteht  das  ideelle  Schema  eines  gasförmigen  Systems  in  lauter 
frei  beweglichen  Theilchen  oder  Punkteu,  deren  einzige  System- 
verbindung in  einer  Bepulsivkraft  besteht,  welche  sich  bestrebt, 
das  Volumen  zu  vergrösseni.  Ein  solches  Systemschema  ist  nun 
aber  das  einfachste,  welches  sich  nur  erdenken  lässt:  denn  eine 
Gruppe  völlig  freier  Punkte  ist  an  sich  noch  kein  verbundenes 
System,  und  das  Mindeste,  was  man  noch  ausserdem  fordern 
muss,  ist  irgend  eine  Kraft,  durch  welche  die  Theilchen  in  Be- 
ziehung treten.  Nur  vermöge  einer  solchen  Innern  Kraft  fällt  die 
absolute  Isoliruug  fort,  die  sonst  zwischen  Jeu  getrennten  Theilchen 
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statthaben  würde.  Eine  Gruppe  mechanisch  isolirter  Punkte  kann 
nur  in  dein  Sinne  ein  System  heisseu,  in  welchem  mau  etwa  auch 
Null  eine  Grösse  nennt.  In  Wahrheit  zerföllt  eine  solche  Gnippe 
in  so  viele  Systeme,  als  sie  Punkte  hat;  denn  jeder  Punkt  ist. 
insofern  auf  ihn  mehrere  Kräfte  wirken  und  dailurch  geiiöthigt 
weivien,  einander  zu  be.schräukeu,  allerdings  iu  einem  gewissen 
Sinne  ein  System.  Der  Punkt  repräsentirt  an  sich  eine  als  un- 
theilbar  vorgestellte  Verbindung,  und  iu  der  That  unterliegen  die 
an  sich  freien  virtuellen  Verschiebungen  um  den  Punkt  einer  Ein- 
schränkung, .sobald  man  auch  nur  eine  von  etwa  zwei  Kräften  als 
Repräsentanten  der  Systemform  betrachtet.  Der  Umstand,  dass 
sich  der  Punkt  nicht  ttieilen  kann,  und  dass  daher  nicht  Jede  von 
beiden  Kräften  ihren  eignen,  mechanisch  isolirten,  wenn  auch 
örtlich  mit  demjeiiigeu  der  andern  Kraft  zusammeufallenden  An- 
griffspunkt hat,  macht  den  mechanisch  einheitlichen  Punkt  selbst 
zu  dem  einfachsten  mechanischen  System.  Wenn  man  nun  iu 
diesem  Sinne  ziigestehen  muss,  dass  eine  Gruppe  völlig  freier  und 
isolirter  Punkte,  wenn  man  von  aller  mechanischen  Verbindung 
ahsieht,  selbst  kein  System  ist,  sondern  in  so  viele  Systeme  als 
Punkte  zerfällt,  so  ist  auch  klar,  dass  der  erste  rationelle  Schritt 
in  der  Mechanik  darin  bestehen  muss,  den  einfachsten  Begriff 
eines  aus  mehreren  Theilen  bestehenden  Systems  darzulegeu. 
welches  den  Angriffsgegenstand  beliebiger  Kräfte  bilden  soll. 

l.öll.  Der  elien  erörterte  Gedanke  führt  uns  von  dem  Ende 
der  .Mechanik  Lagranges  auf  deren  Anfang  zurück.  Der  Ausgangs- 
punkt war  die  Vorstellung  einer  Anzahl  von  A ugiiffsörtern  für 
beliebige  Kräfte,  und  der  Inbegriff  dieser  Augriffsörter  vertrat  die 
noch  ganz  unbestimmte  Idee  eines  mechanischen  Systmns  oder, 
wie  man  auch  sagen  könnte,  einer  mechanischen  Anordnung,  .linle 
besondere  Anordnung  beruht  auf  dem  Vorhamlensein  iigend  einer 
Art  von  Verbindung  zwischen  den  Theilen.  und  das  Vorhanden- 
sein irgend  welcher  Beziehungen,  die  einen  Zusammenhang  und 
eine  .\lihängigkeit  der  Theile  von  einander  ergeben,  wird  auch 
überall  stillschweigend  vorau.sgesetzt.  Andernfalls  hätte  es  z.  B. 
gar  keinen  Sinn,  die  virtuellen  Momente  für  verschiedene  Punkte 
zu  addiren;  es  müsste  Nnelmehr  das  Gleichgewicht  für  jeden 
einzelnen  Punkt  ermittelt  werden,  und  von  einem  Gesainmtsystem 
wäre  aus  Mangel  an  luecliauischem  Zusammenhang  gar  nicht  die 
Rede.  Höch.stens  könnte  man  phänomenal  und  rein  geometrisch 
danach  fragen,  welches  Gesammtbild  der  Lage,  Bewegung  und 
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Gruppiriiiig  aus  der  Vereiuigiiiig  des  Verlialteiis  der  eiu/.ehieu 
Puukte  iu  einer  üesaiunitausdiauuug  eiitstäude. 

Was  ist  iiuii  aller  die  logisch  genauste  Art  und  Weise,  den 
Zusarnmeuhaug  zwischen  deu  Augriffsörteru  der  Kräfte  ganz  iiu 
Allgemeinen  vorzustelleu,  ohne  dabei  an  eine  specielle  Verhinduugsart 
denken  zu  müssen  V Der  alistracte  (ieiUuike  der  Abhängigkeit  der 
Bewegung  eines  Augritfspnuktes  von  derjenigen  eines  andeim  An- 
gritfspiiuktes  sr-heint  eine  genügende  Vorstellung  zu  sein:  aber 
exacter  ist  es,  anstatt  der  Bewegung  die  Lage  zu  setzen;  denn 
diese  Voi'stelluugsart  gilt  auch  für  die  Kühe  und  das  (ileicbgewicht. 
Die  Lage  eines  AugrUfspunkts  ist  also  ihrer  Möglichkeit  nach  und 
zwar  iu  Rückshdit  auf  Dauer  oder  Veränderung  durch  diejenige 
eines  andern  Augritfspnukts  bestimmt,  so  dass  sowohl  das  statische 
als  das  d.vuamische  Verhalten  der  verschiedenen  Punkte  sich  gegen- 
seitig beschränkt.  Auf  diesen  Beschränkungen  beruht  die  Gestalt, 
welche  die  Wirkung  der  gegebenen,  äussern,  unmittelbar  auf  jeden 
einzelnen  Angriffsort  als  wirksam  gedachten  Kräfte  annehnien  kann. 
Auf  die,seu  Beschränkungen  beruht  also,  um  das  elieu  Gesagte  nur 
noch  in  andere  Worte  zu  fassen,  die  mögliche,  d.  h.  virtuelle 
Kräftewirkuug.  Zugleich  sieht  mau  aus  dieser  rein  rationellen 
Ableitung,  wie  ein  Priucip  der  virtuellen  Kiüftewirkiing  das  nu- 
mittelbare  Zubehör  des  Gedankens  von  der  Kiuwirkuug  des  .System- 
zusaiumeuhangs  sein  müsse.  Mau  kann  deu  einen  Begriff  nicht 
vollständig  denken,  ohne  zugleich  die  andere  Vorstellung  fassen 
zu  luüsseu.  Auf  diese  Weise  erscheint  ein  Priucip  der  virtuellen 
Veränderung  als  eine  innere  rein  rationelle  \oth Wendigkeit;  denn 
die  mögliche  Wirkung  im  Spielraum  eines  gegebenen  Zusammeu- 
haugs  muss  doch  oflVubar  in  den  Schranken  dieses  Zusammen- 
hangs ihr  .\Iaass  finden.  Nun  ist  aber  ein  Priucip  der  virtuellen 
Veränderung  an  sich  selbst  noch  nicht  das  Priucip  der  virtuellen 
Geschwindigkeiten.  Um  den  Satz,  dass  die  virtuellen  Veränderungen 
die  Kräftewirkuug  re|iräsentiren,  iu  den  .Satz  zu  verwandeln,  dass 
die  virtuellen  Geschwindigkeiten  oder  Verschiebuugsvariationen  zu- 
sammen den  Kffeid  differentiell  vorstellen,  muss  gezeigt  werden, 
dass  diese  virtuellen  Geschwindigkeiten  oder  Verschiebimgsvaria- 
tionen  auch  wirklich  die  Beschiänknngeu  mechanisch  messen,  die 
sich  der  verändernden  Wirkung  der  gegebenen  äussern  Kräfte  ent- 
gegeiistelleu.  Diese  Nach  Weisung  ist  aber  sehr  leicht,  sobald  man  die 
Systemverbindmigeu.  d.  h.  die  mechanischen  Abhängigkeiten  der 
gegeuseitigen  Lagen  der  Augrilfsürter  durch  Gleichungen  aus- 
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gt'di'ückt  (lenkt.  Die  betreffenden  Functionen  werden  sich  alsdann 
auf  die  Oerter  oder  vielnielir  deren  (Joordinaten  be/iehen,  und  die 
Verüudoruugsinöglicbkeiten  der  in  diesen  Functionen  enthaltenen 
variablen  (Quantitäten  werden  für  einen  einzelnen  punktuellen  Zu- 
stand des  Fnnctionensystenis  offenbar  nach  rein  analytischen  tjrund- 
sät/.eu  dtindi  die  ersten  Differentialcoefticienten  oder  vielmehr  über- 
haupt durch  die  ersten  Differentialgleichungen  uorinirt  werden.  Be- 
zieht mau  die  Lage  jedes  Punkts  auf  die  Zeit,  was  mau  formal  auch 
für  den  Fall  des  (ileicligewichts  kann,  da  hier  die  Kinerleiheit  der 
Lage  während  des  Zeitverlaufs  wesentlich  ist,  so  kann  mau  sagen, 
dass  die  ni(")glichen  Veränderungen  und  die  zugehörigen  noth- 
weudigeu  lleziehiiugen  für  den  nächsten  Lauf  der  Function  durch 
die  Itelatioueii  der  ersten  Differentialcoefticienten  bestimmt  werden. 
Diese  rein  analytischen  Helatiou(m  Ijcdürfeu  aber  nur  einer  mecha- 
nischen luteiinetatiou,  um  als  Verhältnisse  der  möglichen  tJe- 
.schwiudigkeiten  und  als  Maasse  der  virtuellen  Geschwindigkeit  ‘ii 
erkannt  zu  werden.  Wenn  Xewtoii  den  Begriff  der  Geschwindig- 
keit brauchte,  um  die  Veränderung  einer  Function  zu  kennzeichnen, 
so  ist  es  um  so  mehr  erlaubt,  das,  wodurch  die  Veiündenrngs- 
möglichkeit  einer  Function  charakterisirt  wird,  in  dem  specielleu 
Fall,  dass  diese  Function  einen  mechanischen  Zusammenhang  be- 
deutet, als  die  Veräuderuugsmöglichkeit  dieses  im^chauischen  Zu- 
sammenliangs  aufzufasseu  und  als  virtuelle  Geschwindigkeit  zu 
bezeichnen.  Hin  Begriff,  den  mau  schon  für  ahsti-acte  Fuuctioueu- 
systeme,  in  denen  mau  nur  allgemeiue  (Quantitäten  denkt,  geltend 
machen  kann,  ist  in  einem  gewissen  ahstracteii  Sinn  schon  gerc(!ht- 
fertigt,  che  er  auf  mechanische  Verhältnisse  augewendet  wird. 
Jede  Gleichung  zwischen  Veränderlichen  kann  als  eine  Bedingungs- 
gleichung angesehen  werden,  vermöge  deren  die  duich  eine  gegebene 
Gleichung  ganz  allgemein  und  unbestimmt  uormirten  Beziehungen 
eine  Einschränkung  eifahren.  Es  wäre  daher  möglich,  sich  sogar 
rein  analytisch  ein  Priucip  der  virtuellen  Geschwindigkeiten  fiü' 
die  Comhiuation  der  Gleichungen  zu  coustruiren,  indem  mau  au 
den  Newtonschen  Begriff  der  Geschwindigkeit  des  Wachsens  oder 
Ahuehmeus  einer  Variablen  ankuüpfte.  Doch  diese  Andeutungen 
Süllen  nur  zeigen,  von  welchem  richtigen  Tact  Lagrauge  geleitet 
wurde,  als  er  das  Priucip  der  virtuellen  Geschwindigkeiten  als 
dasjenige  hinstellte,  mit  welchem  die  analytische  Verfahinugsart  am 
bequemsten  und  natürlichsten  zu  vereinbaren  sei. 

160.  Das  viriuelle  Priucip  folgt  einerseits  aus  dem  Kralt- 
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hpjp’iff  lind  andprprspits  ans  dom  Bt-grifT  dor  Systpnivrrhimlnnf». 
Dip  Ift/.tPip  lass!  sicli  analytisoli  in  das  Dcwaiul  von  Bpdiiignngs- 
j{lpiphniiffpn.  Um  dahnr  dip  analytisclip  Grundlagp  von  vornliproin 
in  pinpni  pin/.igon  Ansdnick  sirlilliar  zu  inarliPii,  ist  jpiip  uuivprsollp 
Kräftoglpiohnng  ndthig.  die  Fiagi'aiigp  orst  in  don  tnddpii  vipilon 
Spptionpii  sPintT  Analytisclipii  Mpchanik  aufgpstpllt  hat,  und  wpIpIip 
das  Bpdingniigsglipd  odor  nlii'iiiaupt  dip  Ulassp  dor  Bodingniigs- 
glipdor  mit  dpii  niihpstimmlpii  Copfficipiitpii  piitliält.  Ancli  liättp 
PF  sofort  dipRp  fTlpiphnng  ronstrniipn  und  von  ilir  schon  an  der 
.Spitzp  dps  Werks  ansgchpii  können,  winin  er  den  Begriff  eines 
mechanischen  Znsainmenhangs  zwischen  den  ülirigens  frei  gedachten 
Punkten  nntersnchf  und  ohne  Weiteres  durch  einen  allgemeinen 
analytischen  Ansdnick  repräsentirt  hätte.  Die  Allgemeinheit  der 
leitenden  V'orstellnngsail  würde  hiedurch  erhehlich  gew-onnen  haben. 
Unter  einer  solchen  Voi'aussetzung  wäre  übrigens  das  Beispiel  der 
gasförmigen  Sv’steme.  wie  schon  erörtert,  eines  der  einfachsten 
geworden.  Der  schöne  Zusammenhang,  der  die  Mechanik  in  alle 
ihre  Anwendungen  auf  besondere  Anordnungen  begleitet,  muss  am 
deutlichsten  hervortreten.  wo  sofort  an  erster  .Stelle  die  allgemeine 
Idee  der  von  der  Verbindungsart  herriihrenden  Beziehungen  in 
sichtbarer  Ahstraction  an  die  Spitze  tritt  und  als  Fundamental- 
schema  für  die  Behandlung  aller  hesondern  Gestaltungen  gleichsam 
vorbildlich  stehen  bleibt. 

Hiemit  ist  gezeigt,  wie  die  Gesichtspunkte  Uagranges.  die 
ausdrücklich  oder  stillschweigend  von  dem  allgemeinen  Charakter 
einer  mechanischen  Anordnung  ausgehen.  und  dieselbe  schrittweise 
in  ihre  Mannichfaltigkeiten  verfolgen,  auch  der  natürlichsten  theore- 
tischen Systematik  entsprechen.  Das  System  der  Mechanik  muss 
sich  demnach  analog  gliedern,  wie  diejenigen  Anordnungen  oder 
V’^eranstaltungen.  welche  man,  mit  einem  im  Lauf  unserer  gegen- 
wärtigen Erörterung  zweideutigen  Ausdruck,  mechanische  Systeme 
nennt.  Die  Systemverfassung  der  mechanischen  Theorie  und  die 
.Systemverfassung  iin  .Sinne  eines  mechanischen  .Arrangements  von 
.Massen  und  Verbindiingskräften  sind  mithin  zwei  Begriffe,  die 
zwar  nur  zufällig  im  Namen,  aber  aus  innerii  Griinden  in  der  .Sache 
wesentlich  zusammengehören.  Lagrange  hat  dieser  Zusammen- 
gehörigkeit dadurch  entsprochen.  ilass  er  nicht  nur  von  dem  virtuellen 
Princip  ausging,  sondern  auch  die  allgemeinen  Eigenschaften  des 
Gleichgewichts  und  der  Bewegung  als  Typen  von  Beziehungen 
auffasste,  die  von  der  besondem  Systeinbeschaflfeuheit  unabhängig 
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sind.  Ausserdem  sind  auch  die  Specialentwicklungen,  die  den 
besouderu  Systemcombinationeii  angehören,  meist  im  Sinne  einer 
natürlichen  Stufenfolge  von  der  einfachen  zur  verwickelten  Anordnung 
ausgefallen. 

Um  die  ganze  Tragweite  der  .\llgemeinheit  in  den  .\utfassungs- 
arten  zu  erkennen,  erwäge  man  unter  .\uderm,  wie'  die  beiden 
Haupteigenschaften  der  Bewegung,  die  sich  um  das  Princip  von 
der  Bewegung  des  Schwerpunkts  und  um  dasjenige  der  Flächen 
gruppiren,  auf  blosse  Veränderungen  der  Coordinatenaxen  bezogen 
werden  und  mit  Becht  so  erscheinen,  als  wenn  mau  mit  ihnen 
nichts  als  die  Gleichgültigkeit  einer  Translation  des  Systems  der 
Coordinatenaxen  und  der  Rotation  der  Coordiuatenebeneu  um  die 
jedesmal  zugehörigen  Axen  ausgedrückt  hätte.  Diese  Betrachtungsart. 
die  den  Geist  Lagranges  ganz  besonders  kennzeichnet,  ist  in  der 
That  dasjenige  Mittel,  durch  welches  die  Abstraction  von  der  be- 
soudern  Beschaffenheit  einer  mechanischen  Anordnung  so  sichtbar 
als  nur  irgend  möglich  vor  Augen  gestellt  wird.  Die  innem  Be- 
ziehungen mögen  nämlich  heschafl'en  sein  wie  sie  wollen,  so  wird 
in  ihnen  niemals  etwas  ausgedrückt  sein,  was  auf  absoluten  Ab- 
ständen oder  absoluten  Drehuugslagen  gegen  die  Coordinatenaxen 
beruhte.  Nur  die  gegenseitigen  Abstände  und  Lagen  kommen  in 
Frage,  und  es  bleibt  in  allen  Veränderungen  des  Systems  mithin 
etwas  Gemeinsames  bestehen,  was  sich  bei  der  Variation  der 
Coordinatenaxen  heransstellen  muss.  Der  Grad  von  Abstraction, 
welcher  in  einer  solchen  Art  von  Raisonuement  liegt,  ist  nun  ganz 
besonders  Lagrange  und  seiner  durchgängig  analytischen  Ver- 
fahnmgsart  eigen  gewesen. 

Auch  darf  nicht  vergessen  werden,  dass  die  durchgreifend 
analytische  Methode  in  den  Händen  Lagranges  auf  einem  Hülfs- 
mittel  beruht  hat.  ohne  welches  alle  sonstigen  Veianstaltungen 
wenig  gefruchtet  haben  würden.  Fs  ist  dies  nicht  etwa  der  specielle 
Variationscalcfil,  der  von  Fuler  eingideitet.  erat  recht  eigentlich 
von  Lagrange  begiündet  und  ausgeführt  worden  ist ');  — nicht  die 

’i  In  seinem  Kssai  d'utie  nouvelle  iiietliuric  puiir  ileterminer  les  Miaxiiim 
et  les  ininiiiiB  (les  forninles  iutejfrales  in(1i'fiiii(V.  Misi'ellniiea  l'auriiiensia  vnl.  1 1 
(1760— ITtilt  nebst  der  darauf  folgenden  uiiifaMsoinboi  .Abhandlung  ftber  die 
d^natuischon  .Anwendungen:  beide  auch  in  Oeuvres  de  l.agrange  V(d.  1 (lS67i 
6.  :lHb — Kib;  übrigens  vgl.  auch  l.agrange.  I.evons  sur  le  ealcul  des  fonetions, 
2.  .Ausg,  1806,  21.  l.ection,  wo  aiieli  gegen  Knde  |S.  |;t71  eine  ganz  kurze 
Kenuzeiclinung  des  Urundsehcniu  der  Variationsniethode  in  der  gewiilinlielien 
Bezeichnmgsart  gegeben  wird. 
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Variationsrncluiung  in  ilirnr  Uuentl)elirliclikHil  für  linsoudeit'  nieeha- 
nisnlif  J’robleme,  sondt^rn  iiiindestens  i'beusosehr  die  allgeniHint* 
(rt-waudtheit  in  dem  Gebnuicb  verscliiedeiipr  Diifereiizirungs-  und 
Variationsgesichtspnuktp  und  der  entsprechenden  charakteristischen 
Zeichen  ist  es,  wodurch  die  ineclianischen  Entwicklungen  des 
grossen  Analytikers  möglich  und  mit  soviel  Abstraction,  Zu- 
sammenhang und  Geschmeidigkeit  ausführbar  geworden  sind.  Ohne 
ilies  wäre  es  nicht  einmal  möglich  gewesen,  in  Beweguugssystemen 
die  virtuellen  Momente  auch  nur  gehörig  auszudrucken  und  die 
abstractereu  Variationen  von  den  gewöhnlichen  Diftereutialcn  zu 
imterscheiden. 

Auch  hat  die  weitere  Entwicklung  der  Methoden  und  Vor- 
stellungsarten  der  Analytischen  Mechanik  schon  eiuigermaassen 
gezeigt,  welche  Kraft  in  der  freieren  Handhabung  der  Variatioiis- 
gesichtspunkte  liege.  Der  Irisehe  Mathematiker  W.  R.  Hamilton, 
der  Lagranges  Universalformel  mit  grosser  .\chtung  betrachtete 
und  die  daraus  hervorgeheude  Gestaltung  der  .Vualytischen  Mechanik 
als  „eine  Art  von  wissenschaftlichem  Gedicht“  (a  kind  of  scientific 
poem)  bezeichuete  '),  hat  selbst,  wie  sich  später  zeigen  wird,  durch 
die  freie  Art  und  Weise,  in  welcher  er  die  Variationsgesichts- 
punkte handhabte,  nicht  unerhebliche  Ergebnisse  gewonnen,  die 
auch  zum  Tbeil  das  allgemein  Principielle  hetretfen.  Das  Gesammt- 
urtheil  Hamiltons  über  Lagrange  ging  einfach  dahin,  dass  derselbe 
unter  den  seit  der  Newtonscheu  Zeit  horvoriagonden  Analytikein 
wohl  am  meisten  gethan  habe,  die  dednetiveu  Untersuchungen 
auszndehnen  und  in  Harmonie  zu  bringen. 


Fünftes  Uiipitel. 

Philosophische  Einwirknngen. 

Itjl.  Ideen  philosophischer  sind  für  die  Mechanik  in 
doppelter  Richtung  wirksam  geworden.  Einerseits  sind  die  Theoretiker 
der  Mechanik  mehr  oder  minder  auch  von  philosophischen  Ge- 
sichtspuiikteui  ausgogangen  und  andererseits  haben  die  Philosophen 
in  den  Principienfragen  der  mechanischen  Vorstell ungsarteu  ihre 
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Stimme  abzugebeu  nicht  immer  unterlassen.  Im  Gegentheil  ist  im 
18.  Jahrhundert  init  den  Versuchen  zu  einer  eigentlichen  Natur- 
philosophie auch  die  Neigung  hervorgetreten,  die  Principien  der 
Mechanik  vom  rein  metaphysischen  Standpunkt  ans  zu  entwickeln. 
Unter  besondern  Umständen  sind  beide  Eiuwirkuugsarten  in  einer 
und  derselben  Person  vereinigt  gewesen.  eine  Erscheinung,  die 
noch  bei  Cartesiiis  als  naturwüchsig  bezeichnet  werden  kann, 
indem  es  für  die  ersten  .VntÜnge  sehr  begreitlich  war,  dass  all- 
gemeine Philosophie  und  primitive  Priiicipienmechanik  Hand  in  Hand 
gingen.  Jedoch  haben  wir  früher  gesehen,  wie  bedenklich  grade 
in  diesem  Fall  gewisse  Einseitigkeiten  der  metaphysischen  Aus- 
gangspunkte gewirkt  hatten,  und  wie  das  Maass  von  philosophischer 
Anschauungsweise,  welches  ein  Galilei  zur  Geltung  gebracht  hatte, 
der  eiacten  und  rationellen  Fa,ssung  der  mechanischen  Principien 
weit  günstiger  gewesen  war,  als  die  Verhaltungsart  des  Cartesius, 
Der  Fall,  dass  ein  Metaphysiker  zugleich  Mathematiker  war  und 
in  die  Gestaltung  der  mechanischen  Principien  erheblicher  eingriflf, 
wiederholte  sich  bald  in  Leibniz.  Jedoch  glauben  wir  von  den 
Ideen  des  Letzteren,  auch  insoweit  sie  eine  philosophische  Bei- 
mischung haben,  bereits  hinreichend  im  unmittelbaren  Anschluss 
an  das  specifisch  Mechanische  derselben  gehandelt  zu  haben. 

Um  daher  an  die.  Schicksale  der  philosophischen  Einflüsse 
bis  auf  Newtons  Zeit  zu  erinnern,  sei  nur  noch  hervorgehoben, 
dass  diejenigen  Philosophen,  die  nicht  zugleich  auch  mechanische 
Theoretiker  waren,  bis  zu  dem  fraglichen  Zeitpunkt  hin  für  unsere 
•Aufgabe  gar  nicht  in  Betracht  kommen  können,  .So  möchte  es 
z.  B.  sehr  schwer  fallen,  ein  einziges  mechanisches  Princip  anzu- 
geben, bei  dessen  Fassung  oder  Kritik  etwa  ein  Thomas  Hobbes 
(1.588 — 1679)  betheiligt  erschiene:  und  doch  war  grade  Hobbes 
derjenige  unter  den  nachhaconischen  Englischen  Philosophen,  dem 
eine  gewisse  mathematische  und  physikalische  Betrachtung.sart 
nicht  blos  im  Hinblick  auf  die  Natur  sondern  auch  in  Rücksicht 
auf  das  gegenseitige  Verhalten  der  Menschen  eigen  war.  Auch 
zeichnete  er  sich,  von  einigen  Seltsamkeiten  abgesehen,  durch  einen 
erheblichen  Grad  von  Sinn  für  rein  mathematische  Vorstellungen 
aus.  Dennoch  konnte  er  aber  für  unsern  Zweck  hier  nur  erwähnt 
werden,  um  den  .Schein  einer  unabsichtlichen  Uebergehung  auszu- 
schliesseii.  In  noch  weit  höherem  Grade  ist  dies  aber  mit  John 
liOt^ke,  dem  Zeitgenossen  und  Freunde  Newtous  der  Fall,  indem 
dieser  für  die  Untersuchungen  des  menschlichen  Verstandes  so 
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hochwichtige  Denker  gradezu  an  einer  Art  rnvermAgen  litt,  feinem 
specifiseh  iiiatbeiiiatischen  Gcdankengang  höherer  Gattung  auch 
nur  zu  folgen.  Trotz  der  spc(;iellen  Hülfe  Newtons,  der  ihm  die 
Hauptschlfisae  möglichst  einfach  und  popnlär  hearheitete  M.  konnte 
•T  die  Richtigkeit  des  mathematischen  Zusammenhangs  nur  auf 
.Autorität,  nämlich  auf  diejenige  von  Huyghcns  annehmen  und  die 
wenigen  Reziehungen  zwischen  den  mechanischen  Principien.  den 
fiigenschaften  der  Kllipse  und  dem  .Attractionsgesetz  nicht  selb- 
ständig begreifen,  .ledoch  glaubte  er  eingesehen  zu  haben,  dass, 
wenn  die  mathematische  Verknüpfungsart  an  sich  seihst  richtig 
sei,  die  realen  und  so  zu  sagen  physischen  Principieti  anerkannt 
werden  müssten.  Ans  diesem  Gesichtspunkt  wurde  er  ein  .Anhänger 
Newtons  und  der  physikalischen  A'orstellungen  desselben.  Er 
stimmte  also  grade  in  den  Punkten  zu.  die  allein  streitig  bleiben 
konnten,  während  ihm  das  Unstreitige,  nämlich  das  rein  Mathematische 
des  Raisonnements.  etwas  Fremdartiges  und  nicht  zu  Bewältigendes 
blieb.  Es  versteht  sich  von  selbst,  dass  seine  Art  von  Einsicht  in 
die  nicht  mathematische  .Seite  der  Sache  sehr  mangelhaft  gewesen 
sein  muss,  da  grade  das  Zwingende  der  Erkenntniss  auf  der 
mathematischen  Handhabung  der  .Attractionsvorstellungen  und 
überhaupt  der  mechanischen  Principien  beruhte.  .Ta  die  fraglichen 
A’orstellimgsarten  der  Natnrmechanik  konnten  ja  selbst  erst  durch 
die  quantitativen  Uebereinstimmungen,  also  durch  wesentlich  mathe- 
matische Einsichtsformen  ermittelt  und  verbürgt  werden. 

Ganz  anders  stellt  sich  die  Rolle  der  blossen  Philosophen, 
wenn  man  nicht  eine  directe  Behandlung  der  mechanischen  Prin- 
cipien, sondern  den  indirecten  Einfluss  verschiedener  Richtungen 
der  Denkungsart  in  Erwägung  zieht.  A'oii  diesem  Standpunkt  aus 
kann  man  behaupten,  dass  die  Ideen  von  Hobhes  und  später  die- 
jenigen von  Locke  durch  ihren  Gegensatz  gegen  eigentlich  trans- 
cendente  .Speculationen  den  .Sinn  für  das  Erfahrungsmässigc  auch 
mittelbar  im  Gebiet  der  mechanischen  Principienfragen  gefördert, 
haben.  Hatte  man  einmal  die  Begriffe  mit  Locke  auf  ihren  Ur- 
sprung ansehen  und  nach  ihrer  Entstehungsart  prüfen  gelernt,  so 
konnte  die  Verbreitung  einer  solchen  kritischen  Gewohnheit  auch 
Itei  den  grossen  Theoretikern  der  Mechanik  nicht  ohne  Conse- 
quenzen  bleiben.  .Auch  treffen  wir  in  der  That  auf  die  Folgen 
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lÜPHcr  [ilnlosopliisclif'n  Antriebe  in  der  Mitte  und  zweiten  Hälfte 
des  18.  Jahrhunderts,  indem  wir  finden,  dass  d'Alembert  und 
I^graiige  derjenigen  philosophischen  Anschauungsweise  huldigten, 
deren  Verbreitung  in  Frankreich  zum  grössten  Theil  auf  die  von 
dem  Lockeschen  Ideeukreis  ausgegangeiieu  ,\nregungen  zurückgeführt 
werden  kann. 

Newton  selbst  hatte  sich  innerhall)  der  Mechanik  gegen  die 
■Metaphysik  wesentlich  ablehnend  verhalten,  und  sich  uur  gelegentlich 
bei  der  Berührung  der  Grenzen  seines  Gravitationssystems  auf  andere 
als  die  rein  causalen  Gesichtspunkte  berufen.  So  z.  B.  hatte  er 
im  Schlussscholium  seines  Grundwerks  ‘)  neben  vielem  Fremdartigen 
auch  die  Behauptung  aufgestellt,  dass  sich  die  Form  des  Planeten- 
systems, d.  h.  die  gegenseitigen  Verhältnissi'  der  Oerter  der 
Himmelskör{)er  nicht  aus  mechanischen  Ursachen  und  nicht  aus 
der  .\ttractionstheorie  begreifen  Hessen,  sondern  auf  P'inalursachen 
und  eine  besondere,  von  .Bussen  leitende  Intelligenz  zurückgefflhrt 
werden  müssten.  Sei  einmal  die  Anordnung  gegeben,  so  lasse  sich 
der  beständige  Fortgang  der  Erscheinungen  nach  mechanischen 
Grundsätzen  aus  der  Gravitation  vollständig  erklären;  die  Ent- 
stehung der  .Anordnung  selbst  bleibe  aber  iinerklärhar  und  lasse 
sich  nicht  auf  mechanisch  wirkende  Ursachen  reduciren.  ln  der 
That  begrenzte  Newton  hiemit  die  Tiagweite  seiner  eignen  Ideen 
und  bezeichnete  genau  ilen  Punkt,  bis  wohin  seine  ,\ttraotiouslehre 
reichte;  aber  er  schloss  auch  zugleich  Vorstollungsarten  aus.  die. 
wie  wir  später  sehen  werdmi,  in  neuster  Zeit  nicht  ohne  einigen 
Erfolg  den  Gedanken  nahe  gelegt  haben,  dass  es  gleichartige  Ur- 
sachen sind,  welche  die  räumlicJien  Distanzen  und  die  Bewegungen 
in  diesen  Distanzen  nach  rein  causalen  Gesetzen  reguliren  mussten. 
Verglei(-ht  man  Newtons  Art  und  Weise  in  reiii  philosophischer 
Beziehung  mit  derjenigen  Galileis,  so  muss  man  dem  Letzteren  die 
grössere  K(‘inheit  der  .Auffassung  von  fremdartigen  Nebenvorstellungen 
zuerkennen.  Doch  bleibt  bei  Newton  immer  der  wichtigste  Uni- 
stanil,  dass  dessen  eigentliche  Mechanik  an  und  für  sich  nur  wenig 
Spuren  des  Einflusses  einer  f'dilgreifenden  Metaphysik  zeigt.  Im 
Allgemeinen  kann  mau  behaupten,  dass  Newton,  soweit  seine 
Methode  auch  übrigens  von  den  unbi-auchbaren  Baconischen  Ge- 
sichtsjnmkten  (‘iitfernt  war.  doch  immer  an  derjenigen  wisseuschaft- 


nat.  |>rini'.  iiuith.  8eholium  sin  Knöc  des  dritten  Uiivlis.  .tuKser- 
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liehen  üeberliefening  festhielt.  durch  welche,  abgesehen  von  der 
Mathematik,  die  Krfahrungsprincipien  als  die  einzig  tnögliclie 
Onindlage  der  Natnrerkeiintniss  angesehen,  die  willkürlichen  Hypo- 
thesen und  Voraussetzungen  verborgener  Eigenschaften  verworfen, 
und  überhaupt  die  Thatsacheii  zum  .Maass  der  Voi-stellnugen 
gemacht  wurden.  Hienach  ist  auch  bei  Newtou  nirgend,  wo  es 
etwa  an  einer  ausdrücklichen  Angabe  fehlt,  daran  zu  zweifeln,  dass 
ihm  jedes  mechanische  Fundanientalprincip,  soweit  es  nicht  etwa 
reine  Matiiematik  enthielt,  also  im  eigentlich  mechanischen  Be- 
standtheil  als  Datum  der  Erfahrung  gegolten  habe.  Nur  darf  man 
nicht  verlangen,  dass  ein  so  gesteigertes  Bewusstsein  dieses  Gegen- 
satzes zwischen  Erfahrung  nnd  apriorischem  Wissen  zu  Grunde 
liege,  wie  man  es  ein  .Jahrhundert  später  schon  mit  mehr  Hecht 
voraussetzen  kann,  und  wie  es  sich  im  Entwicklungsgänge  der 
Erkenntnisstheorie  nnd  in  der  Bearbeitungsart . der  rationellen 
Mechanik  immer  schärfer  auszuprägen  gesucht  hat. 

162.  Das  vorher  Gesagte  wird  uns  rechtfertigen,  wenn  wir 
uumittelbar  das  18.  .Jahrhundert  und  zwar  die  Zeit  nach  Newtons 
nml  Jjeibnizens  letzter  Wirksamkeit  erst  als  den  eigentlichen 
Gegenstand  der  philosophischen  Charakteristik  betrachten,  ln 
Rücksicht  auf  die  Principien  der  Mechanik  lässt  sich  nämlich 
giudezu  behaupten,  dass  die  Periode  Galileis  und  Deseartes’  die 
erste  philosophisch  erhebliche  Aera  vertritt,  wogegen  die  zweite 
Epoche,  in  welcher  die  Philosophie  einen  umfassenderen  und  ziigleieli 
heilsamen  Einfluss  auf  die  Principieiigesfaltnng  und  Systematisining 
der  Mechanik  erlangt,  erst  mit  der  zweiten  Hälfte  des  18.  .lahr- 
hiinderts  in  bestimmterer  Physionomie  sichtbar  wird.  Die  Hanpt- 
ursache  hiefür  ist  darin  zu  suchen,  dass  ein  paar  tonangebeude 
Förderer  der  Special  Wissenschaft  auch  zugleich  philosophischen  Sinn 
in  ungewöhnlichem  Grade  hesassen,  ja  dass  der  eine  von  ihnen 
sogar  als  eigentlicher  Philosoph  gelten  muss.  Der  Flinfluss 
d’.\leiiil»erts  auf  die  spätere  von  den  Frajizosen  vollzogene  Form- 
gebung der  Mechanik  möchte  in  philosophischer  Hinsicht  noch 
jcfy.t  meist  ebensoviel  unterschätzt  werden,  als  der  Hang  und  die 
Bedeutung  sowie  die  Originalität  des  nach  d’Alenibert  benannten 
meclianischeii  Prineips  überschätzt  zu  w'crdeii  pflegen.  Die  pbilo- 
sopliischeii  Ge.sichtspuukte  d’Alemberts  haben  aufLagrange  erheblich 
eingewirkt,  und  die  Hichtung  der  Denkweise,  die  man  bei  dem 
liCtztereii  antrifft,  ist  zum  grossen  Theil  auf  die  Ueberlegungen 
und  Vonstellungsarten  des  Ersteren  zurückzuführen.  Lagrange  selbst 
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haM^  woit  weniger  Neigung  und  Geschick,  sich  mit  philosophischen 
Zergliedenmgen  der  Fundanientalbegrifl'e  und  Hauptsätze  der 
Mechanik  zu  betässeu,  als  sein  älterer,  in  den  verschiedensten 
Theilen  der  allgemeinen  Philosophie  heimischer  Zeitgenosse  ’ >. 
Lagrange  hatte  in  seinem  besondern  Gebiet  allerdings  auch  philo- 
sophisch in  einem  höhern  Grade  den  Tact  für  das  Richtige,  aber 
er  beherrschte  die  technische  Form  der  logi.schen  Zergliederung 
nicht  in  einem  solchen  Maasse,  wie  es  ihn  etwa  hätte  von  allen 
rein  philosophischen  Anlehnungen  unabhängig  machen  können.  Aus 
diesem  Grunde  ist  unter  den  specifischen  Theoretikern  der  Mechanik 
für  das  18.  Jahrhundert  d’Alembert  als  Hauptvertreter  einer  fnicht- 
baren  philosophischen  Betrachtungsart  anzusehen. 

Wen  vielleicht  die  Erinnerung  an  Maupertuis  und  dessen 
Bemühungen  um  ein  Princip  der  geringsten  Wirkung  veranlassen 
sollte,  vornehmlich  in  dieser  Richtung  die  philosophischen  Antriebe 
zu  suchen,  muss  zuvor  erwägen,  dass  zunächst  nur  von  den 
specifischen  Pflegern  der  Mechanik  und  zwar  von  denjenigen  die 
Rede  sein  soll,  durch  welche  anerkanntermaassen  die  besondere 
positive  Wissenschaft  in  bedeutender  Weise  gefördert  worden  ist. 
Maupertuis  befindet  sich  dagegen  in  einer  etwas  zweifelhaften  Mitte 
zwischen  den  eigentlichen  Metaphysikern  und  den  specifisch 
mechanischen  Theoretikern.  Es  ist  bei  ihm  das  Philosophische 
nicht  specifisch  und  klar  genug,  und  ebenso  sind  bei  ihm  diejenigen 
Vorstellungen,  die  eigentlich  mechanisch  und  mathematisch  sein 
sollen,  zu  vage,  als  dass  sie  als  Tj'pen  für  eine  fruchtbare  Com- 
bination  der  philosophischen  mit  der  mechanischen  Virtuosität 
gelten  könnten.  Der  Umstand,  dass  er  Formats  Idee  in  einer 
Weise  wieder  aufnahm,  durch  welche  das  Princip  der  geringsten 
Action  mehr  verdunkelt  als  aufgehellt  worden  ist,  würde  höchstens 
für  den  seitlich  ableitenden  Einfluss  der  fraglichen  Gattung  des 
Philosophireus  als  Instanz  zu  gebrauchen  sein.  Hätten  wir  nicht 
■lie  Formulirungen  von  Euler  und  Lagrange  eineraeits  und  die  in 
sieb  wenigstens  unzweideutige  Ueberlieferung  von  Format  her, 
so  würde  man  gar  nicht  wissen,  was  man  bei  dem  Princip  der 
Minimalaction  exact  zu  denken  hätte. 

Eine  andere  Beurtheilungsait  ist  möglieh.  sobald  wir  uns 
den  rein  ausgeprägten  Philosophemen  gegenüberbefinden,  denen  ein 
.Vnsprucli  auf  Detaileinlassung  femliegt,  und  durch  welche  sich 
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die  allgeiuoiuen  Deuker  nur  wollteu  über  die  letzte  |iriiicipielle 
Autlassuug  der  mechauischeii  tiruiidvorstelluageii  verueliiiieii  lassen, 
lii  dem  Kreise  dieser  iiiiiverselleii  Denker  waltet  ein  analoges, 
wenn  auch  in  einem  gewissen  Sinne  umgekehrtes  Verhältniss  zur 
Mechanik  ob,  wie  wir  es  bei  den  speeitiseheii  Theoretikern  der 
.Mechanik  bezüglich  der  philosophischen  Haltung  der  letzteren  ge- 
kennzeichnet haben.  Wie  etwa  t'fir  einen  Lagrange,  ja  selbst  für 
d'.Alembert,  wenn  er  die  verschiedenen  Zweige  der  Mechanik  be- 
handelt. die  philosophischen  (iesichtspmikte  blosse  Hülfsmittel  sind, 
um  die  besondere  (ji'staltuug  der  Specialwisseiischat't  hier  mul  da 
aiit'zukläreu,  — el>enso  sind  für  die  allgemeiueii  Deuker,  deren 
Interesse  an  logischen  Uegritt'eii  und  an  Kategorien  zur  Xatnr-  und 
Weltbetrachtuug  haftet,  die  ürnudvorstellungen  der  Mechanik  vor- 
uehnilich  nur  Hülfsmittel  und  .Schemata,  durch  deren  Benutzung 
und  Erläuterung  sie  auf  weit  allgemeinere  Couceptioneii,  z.  B.  aul 
vliejeuige  der  Causalität,  ein  Iwstimmteres  Licht  fallen  lassen.  Hiebei 
ereignet  es  sich  denn  auch  wohl,  dass  diese  Philosophen,  von  den 
Schwierigkeiten  der  mechaui.scheu  Hülfsbegriffe  gereizt,  über  ihr 
ursprüngliches  Ziel  hinausgeheu  und  sich  an  einer  Klarstellung  der 
specifisch  mechanischen  (rrundvorstelluugen  derartig  versuchen,  als 
wenn  .sie  selbst  inmitten  der  mechanischen  Probleme  ihre  An- 
regungen empfangen  hätten.  Nun  ist  es  ganz  gewiss,  dass  die 
speciellereu  Begriffe  in  den  allgemeiueru  Deukbegriffeu  ihre  Wurzel 
hal>en,  und  hieraus  erklärt  es  sich,  dass  der  rein  logische  Philosoph, 
auch  hei  mangelhafter  Einlassung  mit  dem  besondern  Inhalt  der 
Mechanik,  in  einzelnen  liichtuugeu  zutreffende  Anschauungsweisen 
zu  vertreten  vermag.  Dieses  Umstandes  müssen  wir  uns  erinnern, 
wenn  wir  für  die  zweite  Hälfte  des  18.  .lahrhuuderts  die  gelegent- 
lichen Bemerkungen  Humes  und  die  hesouderu  Bemühungen  Kants 
ins  Auge  fassen.  Diese  beiden  grossen  Philosophen,  die  in  so 
vielen  Beziehungen  zusammengehüren.  haben  sich  jedoch  in  dem 
Verhalten  zu  den  mechanischen  Principien  erheblich  unterschieden. 
David  Hume,  der  sich  keine  besondere  .Mühe  um  das  specitisch 
Mechanische  gab.  ist  ganz  nebenbei  und  im  .Anschluss  an  seine 
Causalitätstheorie  zu  sehr  treffenden  Bemerkungen  über  den  einzig 
möglichen  .Sinn  gewisser  mechanischer  Grundbegriffe  und  Grund- 
sätze gelangt,  ohne  etwa  den  besondern  Anspruch  zu  erheben,  die 
wissenschaftliche  Verfassung  grade  im  Gebiet  der  Mechanik  refor- 
Uiireii  zu  wollen.  Immanuel  Kaut,  der  sich  schon  als  junger  Mann 
mit  einer  besondern  Schrift  über  die  Schätzung  der  lebendigen 
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Kriftfi  versuchte,  hat  im  reifereu  Alter,  ja  selbst  uoch  iu  jeuer 
späten  Phase,  welche  von  den  Philosophen  als  seine  kritische 
Periode  bezeichnet  wird,  nicht  abgelasseu,  theils  die  mechanischen 
(iriindanschauniigen  vom  Weltsystem  zu  l)ehaudeln  oder  eine 
.Sclieiuatik  der  von  ihm  vorausgesetzten  Daseins-  oder  Wirkuugs- 
Ibrineu  der  Materie  zu  eutwerfeu,  theils  alx'r  auch  einzelne  mecha- 
nische (jrundl)egriffe  in  besondern  Aufsätzen  und  Untersuchungen 
zu  bearl)eiteu.  Wenn  auch  hiezu  nicht  noch  der  weit  wichtigere, 
indirecte  Kinfluss  der  allgemeinen  Kautis(;heu  Transcendental- 
philosopliie  auf  die  späteren  Formen  der  wissenschaftlichen  Denk- 
gewohnheiteu  käme,  so  würde  uns  dennoch  schon  die  Idosse  That- 
sache,  dass  ein  so  epochemachender  Denker  sich  mit  den  Priucipieu 
der  Mechanik  in  näheiv  Berühruug  gesetzt  hat,  dazu  uöthigeu,  den 
fraglichen  Unternehmungen  eine  besondere  Aufmerksamkeit  zu- 
zuwendeu . 

Hienach  winl  auf  Seiten  der  philosophischen  Theoretiker  der 
Mechanik  d’Aleml)ert  und  im  Bereich  der  mechanisch  theoreti- 
sirendeii  Philosophen  Kant  für  die  Kennzeichnnng  des  18.  .lahr- 
hnnderts  den  Hauptplatz  einzunehmen  haben. 

163.  D'Alembert  unterscheidet  sich  in  der  Auffassung  der 
mechanisch«n  Principien  <ladurch  von  den  übrigens  weit  unzweifel- 
hafteren und  klareren  Formuliningen  I-agranges.  dass  er  trotz 
seiner  Kntschiedenheit  gegen  die  Finalursachen  und  überhaupt  gegen 
die  Voraussetzung  von  nesichts]>unkten  der  Intelligenz,  dennoch 
von  einer  rein  rationellen  Beglaubigung  der  Fundamentalaüionie 
ausgeht.  Wie  die  Finleitung  und  die  erste  Abtheilnng  seiner 
Dynamik  ')  zeigen,  will  er  die  gesammte  Mechanik  auf  drei  Prin- 
cipieii,  nämlich  das  der  Trägheit,  das  des  Kräfteparallelogramms 
unil  eine  dritte  Voraussetzung  gegründet  wissen,  die  er  das  Priucij» 
des  Gleichgewichts  nennt.  Diese  letztere  Voraussetzung,  bei  deren 
Natiieu  mau  nach  der  gewöhnlichen  Ueberlieferuug  einfach  au  den 
Hebel  zu  denken  hätte,  ist  bei  dWlembert  etwas  wesentlich  .•\nderes, 
woraus  der  Satz  vom  Hebel  erst  abgeleitet  wird.  Sie  besteht 
nämlich  in  der  Vorstellung,  dass  zwei  Kräfte  im  Gleichgewicht 
seien,  wenn  sie  gleich  und  entgegengesetzt  sind.  d.  h.  wenn  sich 


‘)  Trait^  de  dynamique  (zuerst  17tU)  spätere  .\usg-.  17Uti.  Disriiurs 
preliiuiuaire  und  die  drei  uaelisteu  (.'apitel.  welehc  duu  drei  Hauptpriiu-ipieu 
euuprecUen. 
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di*“  evpntuellpu  Getwliwindigkeitpu.  in  deiipu  sich  ilire  Uewpgungs- 
teiideuzPD  ausdrflckpii,  imigekphrt  wie  die  Massen  v«‘rhalten. 

Die  Principien,  auf  welche  d’Alenihert  die  Mechanik  znriick- 
fuhrt,  sollen  nun  keineswegs,  wie  die  Axiome  der  Matheimitik. 
schon  unmittelbar  vermöge  der  blossen  Vorstellnng  ihres  Inhalts 
fiber/.eugen,  sondern  selbst  bewiesen  werden.  Ks  versteht  sich 
aber  von  selbst,  dass  der  d’Alembertsche  Versnch,  die  Trägheit 
als  eine  Nothwendigkeit  des  blossen  Haisonnements  erscheinen  zn 
lassen,  eben  anf  einen  blossen  .'Schein  hinanslanteu  musste.  Aehiilich 
verhält  es  sieh  mit  den  vermeintlich  rein  rationellen  Beweisen  der 
nbrigen  Priucipieu.  Dennoch  ist  aber  ans  diesen  Krläiiteruugs- 
versncben  wenigstens  soviel  zn  entnehmen,  dass  in  der  Vorstellung 
der  einfachsten  mechanischen  Axiome  rein  rationale  Bestandtheile 
enthalten  sind,  <lie  sich  absondern  lassen.  Ist  nun  auch  irAlembert 
in  der  Sichtbarmachung  der  wirklich  rationalen  .Seiten  nicht  immer 
zu  dem  wirklich  Halttiareu  gelaugt,  so  hat  er  doch  das  Verdienst, 
jene  logischen  Klemente  der  Priucipieu  wenigstens  gesucht  zu  haben. 

Bezüglich  der  Aufgabe,  welche  die  Berliner  Akailemie  in  die 
P'rage  gekleidet  hatte,  oh  die  Priucipieu  der  Mechanik  uothweudige 
oder  zufällige  Wahrheiten  wären,  lässt  sich  d'Alembert')  dahin 
ans,  dass  er  eine  .solche  Frage  nur  dann  verstehe,  wenn  er  sie  auf 
den  Gegensatz  von  speculativer  Nothwendigkeit  und  gegebeuei- 
Erfahrungsthatsache  znrnckfnhre.  Der  Philo.soph  habe  sich  zn 
fragen,  was  unter  Voranssetzimg  von  Materie  und  Bewegung  noth- 
wenilig  sei.  Er  habe  alsdann  diese  rationalen  Nothwendigkeiten, 
d.  h.  die  durch  Kaisoiinement  aus  der  Voraussetzung  der  .Materie 
und  Bewegung  abgeleiteten  mechanischen  Priucipieu  mit  denjenigen 
Priucipien  oder  Fmidamentalthatsachen  zu  vergleichen,  welche  sich 
in  der  Erfähning  wirklich  bethätigt  fänden.  Stimmten  nun  diese 
letztem  erfahrangsmässigpu  Gesetze  mit  den  rationell  abgeleiteten 
überein,  so  seien  sie  nothweudig,  d.  h.  der  schaffende  Grunil  der 
Natur,  weim  man  einen  solchen  Begriff  zu  Hülfe  nehmen  wolle, 
habe  an  die  Materie  und  Bewegung  keine  andern  Gesetze  geknu|ifl, 
als  diejenigen,  welche  aus  diesen  beiden  Voraussetzungen  oder,  mit 
andern  Worten,  aus  der  blossen  Existenz  der  Materie  mul  Bewegung 
schon  ohne  besondere  Einrichtung  von  selbst  folgten.  Es  versteht 
sich,  dass  d’Alembert  .seiner  ganzen  Geisleshaltung  und  philo- 
sophischen Anschauungsweise  zufolge  die  principiellen  Gesetze  der 
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Mechanik  nur  als  Conseqnenzen  von  Materie  nud  Bewegung  gelten 
lässt  und  sich  dalier  dafür  entscheidet,  dass  diese  Princiiden  noth- 
wendigt*  Wahrheiten  seien. 

In  diesem  Sinne  bemüht  er  sich  ilenn  auch  überall  nni 
Dednctionen.  die  nichts  als  die  Matmie  mul  Bewegung  znm  realen 
Ausgangspunkt  haben  sollen.  Nach  unserer  heutigen  Ausdrncks- 
weise  müssen  wir  also  sagen,  er  sei  von  den  Begriffen  der  Materie 
und  Bewegung  ausgegangen  und  habe  zngeseheii.  was  aus  deren 
Zergliederung  und  Vereinigung  folge.  Bei  der  Materie  dachte  er 
vornehtulich  an  die  nndurchdringliehkeit.  Setzte  er  nun  z.  B.  den 
Pall  voraus,  dass  die  Vorstellung  der  Bewegung  der  Körper  gegen 
einander  mit  deren  Undurchdringlichkeit  in  Contlicl  gerathe.  so 
konnte  er  allenfalls  die  rationelle  (Testaltung  dieses  Uonflicts  ans 
den  vorausgesi'tzten  Begriffen  zu  kennzeichnen  mul  so  die  prin- 
cipiellen  Nothwendigkeiten  zu  gewinnen  versuchen.  Doch  mussten 
hier  gewisse  Unzulänglichkeiten  bestehen  bleiben,  die  daher  rühren, 
dass  die  zu  tSrunde  gelegten  zwei  Hauptbegriffe,  nämlich  Materie 
mul  Bewegung,  ihrem  gedanklichen  Inhalt  nach  nicht  scharf  und 
sichtbar  genug  bestimmt  und  umgrenzt  worden  waren.  Wir  werden 
später  sehen  dass  cler  in  derartigen  Unterscheidungen  und  Be- 
griffsbestimmungen soweit  vorgedruiigene  Philosoph  Kant  sich 
dennoch  vergebens  abgemüht  hat.  den  Begriff  iler  Materie.  <ler 
seine  einzige  Voraussetzung  bildete  und  die  bewegende  Kraft  schon 
in  sich  enthalten  sollte,  in  einer  Weise  zu  fassen  und  zu  constniiren. 
dass  sich  aus  ihm  die  (Irundgesetze  der  .Mechanik  ableiten  Hessen. 
Hier  sei  jedoch  zugleich  daran  erinnert,  wie  d’Alembert  und  Kant 
das  Bestreben  gemein  haben,  aus  der  Kxistenz  oder  dem  Begriff 
der  Materie  alle  mechanischen  Principien  hervorgeheu  zu  lassen. 

Ks  hiesse  über  die  Schranken  unserer  .Aufgabe  hiuausgehen 
mul  in  ein  ziemlich  unfruchtbares  Detail  gerathen,  wenn  wir 
d'.Aleinbert  in  seine  einzelnen  Beweisversuche  folgen  wollten.  Nur 
sei  bemerkt,  dass  er  bezüglich  des  Trägheitsgesetzes  voniehnilich 
den  Begriff  der  gradlinigen  und  gleichfönnigen  Bewegung  als  etwas 
Gegebenes  ins  Auge  fasst  und  die  Hauptbemühung  darauf  richtet, 
aus  der  blossen  Vorstellung  einer  solchen  Bewegung  auf  deren  un- 
beschränkte Fortdauer  zu  schliessen.  Jedoch  tritt  dasjenige  rationelle 
Element,  welch(*s  sich  vor  und  nach  d’Alembert  als  das  gewichtigste 
geltend  gemacht  hat,  nämlich  die  Berufung  auf  die  Vorstellung 
der  Einerleiheit  und  Beharrlichkeit  eines  nur  durch  seiue  eigne 
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einfache  Ursache  hestimmteu  Zuslaudes  nicht  einmal  deutlich  genug 
hervor.  Allerdings  findet  .sich  in  den  d’Alembert.schen  Beweisen 
direct  oder  indirect  ein  häufiger  Üehraucli  von  der  Wendung  ge- 
macht, welche  besagt,  es  fehle  au  einem  (Iruiide,  warum  dies  oder 
dies  eher  in  dem  einen  als  in  dem  andern  Sinne  von  dein  Ver- 
halten abweicheu  sollte,  welches  grade  in  Frage  ist.  So  wird  z.  B. 
auch  von  d’Aleinbert  geltend  gemacht,  es  fehle  au  einem  Grunde, 
warum  die  Kesultante  von  zwei  Kräften  eher  nach  der  einen  als 
uaoh  der  andern  Seite  der  Kbeue  dieser  Kräfte  gelegen  sein  sollte, 
und  sie  müsse  daher  in  diese  Ubene  der  Kräfterichtungen  selbst 
fallen.  Mit  einer  solchen  Wendung  wird  aber  positiv  nichts  er- 
wiesen, und  was  wir  bei  der  Erläuterung  der  Trägheit  nach  Maass- 
gabe dieser  Wendung  autreffeu,  kommt  noch  kaum  auf  die  Be- 
rufung hinaus,  dass  es  au  einem  Grunde  mangele,  aus  welchem 
die  Ruhe  oder  Beharruugsbewegung  eher  in  dem  einen  als  in  dem 
andern  Sinne,  also  in  RQcksicht  auf  die  Maunichfaltigkeiten  einer 
nach  Bahn  und  tlescliwindigkeit  verschiedenen  Bewegung,  aus 
einem  der  möglichen  Gesichtspunkte  mehr  als  aus  einem  andern 
verändert  werden  sollte,  und  dass  sie  daher  gar  nicht  verändert 
werde.  Eine  unmittelbare  Berufung  auf  das  (’ausalitätsgesetz  in 
ganz  positiver  Weise  würde  hier  eutscheidender  geworden  sein. 
Setzt  man  nämlich  den  Begriff  der  Ruhe  oder  der  in  alleu  ihren 
Theileu  sich  selbst  gleichen  Bewegung  als  gegeben  voraus,  so  be- 
darf man,  um  aus  diesem  Begriff  etwas  Anderes  zu  machen,  als 
er  ist,  oder  als  er  an  sich  selbst  enthält,  offenbar  eines  neuen 
Begriffselements,  das  sich  zu  dem  erstereu  Begriff'  als  abändernder 
Grund  seines  Inhalts  hinzugesellt.  Dieser  neue  Grund  oder  diese 
neue  Ursache  ist  aber  in  dem  Begriff  eines  eine  Zeit  lang  sich 
selbst  gleichen  Zustandes  nicht  mitgedacht,  und  es  kann  mithin 
der  Grund  des  Aufliörens  der  Ruhe  oder  der  Beharruugsbewegung 
nur  von  ausserhalb  jenes  Begriffs  kommen.  Eine  derartige  Wen- 
dung, wie  die  eben  gekennzeichnete,  ist  sehr  scheinbar,  obwohl 
auch  sie  nicht  zureicht.  Der  logische  Grundsatz,  da.ss  keine  Ver- 
änderung aus  Nichts,  sondern  nur  als  Wirkung  einer  zugehörigen 
Ursache  zu  statuiren  sei.  ist  das  allgemeinere  .\xiom,  unter  welches 
mau  das  Trägheitsgesetz  als  eine  speeiell  mechanische  Gestaltung 
subsumireu  kann.  VVie  weit  eine  solche  Rechenschaft  zur  Be- 
gründung ausreichen  mag,  kann  jedoch  erst  im  besonderu  Hin- 
blick auf  die  Kantischeu  Vorstellungen  erwogen  werden.  D'Alembert 
ist  thatsächlich  nicht  soweit  gegangen,  unmittelbar,  positiv  und 
iiülititaif,  dt,r  Vl.-chacik.  2t> 
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auadrOcldich  dt^n  logischen  Gehalt  des  Causalitätsgesetzes  für  das 
Behamingspiiiicip  in  Anspruch  zu  nehuieu. 

164.  Wen  es  befremden  sollte,  dass  d’Alemhert  ausser  dem 
Parallelograiiim  der  Kräft*^  noch  ein  besonderes  Gleichgewichts- 
princip  als  dritten  Ausgangspunkt  uöthig  zu  haben  glaubte,  wird 
in  der  eigeuthüiulicheu  Rolle,  welche  die  Gleichgewichtsverhältnisse 
in  dem  Ideenkreis  d'Alemberts  spielen,  eine  Brkläning  und  noch 
überdies  einen  tiefem  Aufschluss  Aber  den  Zusammenhang  der 
Grundanschauungeu  finden  können.  Das  Priucip,  welches  mit  dem 
Namen  d’Alemberts  geschichtlich  unabtrennbar  verknüpft  ist,  liefert 
in  seinem  philosophischen  Restandtheil  den  Schlüssel  zum  Ver- 
stäudniss  der  systematischen  Gesammtanschanuiig  seines  Autors. 
Wir  haben  früher  (Nr.  131)  gesehen,  dass  die  Methode,  an  einem 
bewegten  System  die  im  Gleichgewicht  liefiudlichen  Bestandtheile 
der  bewegenden  Kräfte  besonders  ins  Auge  zu  fassen  und  nach 
den  Kegeln  der  Statik  zn  behandeln,  ihre  Grundlage  von  Jacob 
Bernoulli  erhalten  habe.  D’Alembert  verallgemeinerte  diese  Grund- 
lage; aber  er  konnte  dies  nur,  indem  er  sie  mit  einem  philosophisch 
abstracten  Gesichtspunkt  ausstattete.  Hierin  bestand  sein  eigen- 
thümliches  Verdienst,  und  dies  erscheint  in  einem  um  so  volleren 
lacht,  je  mehr  man  einsieht,  dass  der  Antor  wirklich  ein  Recht 
hatte,  zn  behaupten,  das  philosophische  Nachdenken  über  die  letzten 
Principien  der  Mechanik  habe  ihm  den  Weg  zu  seiner  neuen 
Methode  eröffnet. 

In  der  That  sieht  mau  deutlich,  dass  d'AIembert  ')  die 
dynamische  Wirkung  einer  Kraft,  welche  auf  statische  Hem- 
mungen stösst,  ganz  im  Allgemeinen  in  ihrem  freien  und  in  ihrem 
reducirten  Verhalten  vergleicht,  die  Reduction  als  das  Erleiden 
eines  Verlustes  betrachtet  und  so  den  Begriff  der  verlornen  Kraft 
gewinnt.  Da  er  die  statische  Hemmung  nicht  selbst  als  eine  freie 
Kraft  sondern  wesentlich  als  ein  mehr  oder  minder  constantes 
Hinderniss  denkt,  so  entstehen  ihm  hiedurch  zwei,  nach  seiner 
Voraussetzung  entscheidend  ungleichartige  Comhinationen.  Das 
Zusammenwirken  einer  freien  Kraft  mit  einer  andern  freien  Kraft 
erfordert  demnach  das  gewöhnliche  Zusammensetzungsprincip  der 
Kräfte,  während  die  Combiuatiou  einer  Kraft  und  eines  Hinder- 
nis.ses  eine  eigentliche  Gleichgewicht-sbeziehnug  weit  unverkenn- 
barer bemerken  lässt  und  daher  ein  besonderes  Gleichgewichtsprincip 
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zu  erfordern  scheint.  Hat  man  gleichsam  an  dem  einen  Ende  des 
Hergangs  die  freie,  auf  den  Körper  o<ler  Punkt  wirkende  Kraft, 
und  auf  der  andern  Seite  die  wirkliche  Bewegung  des  Körpers 
öder  Punktes  vor  Augen,  und  vergleicht  man  diese  wirkliche  Be- 
wegung mit  deijenigeu,  die  entstanden  sein  würde,  wenn  der  Körper 
iu  seiner  Bewegung  nirgend  behindert  gewesen  wäre,  so  ist  klar, 
dass  der  Unterschied,  um  welche  die  wirkliche  Bewegung  geringer 
ist  als  die  hypothetische,  als  ein  Verlust  oder  Abzug  gedacht 
werden  muss,  der  von  tier  Einschaltung  des  statischen  Hindernisses 
lierrührt.  Ein  Theil  der  Kraft  ist  gleichsam  statisch  gebunden 
worden,  und  dies  ist  der  für  die  Bewegung  in  der  That  als  ver- 
loren zu  bezeichnende  Bestandtheil.  Wenn  nun  mehrere  Kräfte 
auf  ein  gemeinschaftliches  Hinderniss  treffen,  welches  ganz  im 
Allgemeinen  .Systemverfassung  heissen  kann,  so  ist  klar,  dass 
säiuuitliclie  verlorne  Kräftebcstaudtheile,  die  sich  an  dem  .System 
so  zu  sagen  gebrochen  habeu,  in  ihrem  statischen  Zusammenwirken 
au  diesem  System  oder,  wie  mau  auch  sagen  kann,  an  dieser 
limppe  von  statischen  Hemmungen  im  Oleichgewicht  sein  müssen. 
Ks  ist  also  nicht  nur  jede  einzelne  Kraft  au  Jedem  Angriffspunkt 
als  zu  einem  Theil  aufgewogen  auziisehen,  sonilern  alle  diese  auf- 
gewogenen Beslandtheile  oder,  um  mit  dem  herkömmlichen  tech- 
nischen Ausdruck  zu  reden,  die  gesammten  verlornen  Kräfte 
müssen  unter  sich  vermöge  der  .Systemauordniing  im  (ileichgewicht 
sein.  Dies  ist  historisch  genau  das  d’.Vlembertsche  Princip,  während 
die  Einführung  iler  den  wirklichen  Bewegungen  entgegengesetzten 
Kräfte,  wie  schon  früher  bemerkt,  in  principieller  Ausdehnung  erst 
von  Lagrange  benutzt  worden  ist. 

Aus  dem  philosophischen  fiesichtspiinkt  ist  die  Absouderimg 
des  Gleichgewichts  innerhalb  der  Bewegung  eine  ebenso  aus- 
gezeichnete als  natürliche  Wendung.  Setzt  man  aber  einmal  diese 
Sonderung  voraus,  so  lag  es  auch  sehr  nahe,  .Angesichts  der 
traditionellen  Trennung  der  statischen  und  der  dynamischen  \'or- 
stellungen,  jeder  der  beiden  Sphären  ihr  besonderes  Princip  zu- 
zutheilen.  und  die  Zusammensetzung  der  Kräfte,  die  vorherrschend 
als  Zusammensetzung  der  Bewegungen  gedacht  wurde,  für  die  Oom- 
liiiiation  der  gegenseitigen  Beschränkungen  fest  zu  halten,  dagegen 
für  die  statischen  Hindernisse  ein  besonderes  Princip  des  Auf- 
wiegens  nach  Maassgabe  der  Massen  und  eventuellen  Geschwindig- 
keiten einzuführen.  Allerdings  ist  d’Alembert  bisweilen  selbst 
nahe  daran,  den  fraglichen  Dualismus  durch  eine  einheitliche 
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Vorstellungsart  zu  ersetzen:  aber  thatsächlich  streift  er  diese 
wichtige  Wendung  nur,  ohne  ihr  irgend  eine  ernstliche  Folge  zu 
geben.  Unterscheidet  man  nämlich  einmal  zwischen  der  freien 
Wirkung  einer  Kraft,  die  sich  vollständig  als  .Bewegung  eines 
freien  Kitrpers  oder  Punktes  äussert.  und  derjenigen  Bewegungs- 
wirkung, welche  nach  Einschaltung  einer  einschränkenden  Ursache 
übrig  bleibt,  so  liegt  es  schon  iiu  Bedürfniss  der  möglichsten 
Allgemeinheit  des  Denkens,  bei  dieser  hinzukommenden  Einschrän- 
kung nicht  blos  an  feste  Hindernisse  der  gewöhnlichen  statischen 
Art,  sondern  auch  an  jede  Kraft  zu  denken,  welche  als  eine  zweite 
zu  der  ersten  hinzutritt,  ohne  mit  ihr  etwa  ganz  in  demselben 
Sinne  zu  wirken.  \ach  dieser  Vorstelluugsart  wird  tias  Parallelo- 
gramm der  Kräfte  nur  zu  einer  besoudern  ( lestaltung  der  allgeineiueu 
Idee  gemacht,  welche  voraussetzt,  dass  eine  Kraft  durch  das  Hinzii- 
treteu  einer  modificirendeu  Ursache  gehindert  wird,  diejenige  Wir- 
kung zu  entwickeln,  die  statthaben  würde,  wenn  jene  Kraft  frei 
und  unbeschränkt  nur  ihrem  eignen  Inhalt  und  Gesetz  folgte. 

Da  nun  das  Parallelogramm  der  Kräfte-  nicht  blos  eine  Zu- 
sammeusetzungsart  phänomenaler  Bewegungen  sein  soll,  und  da 
sich  der  Fall  der  Kraftrednetiou  auf  eine  unabänderlich  fest  vor- 
geschriebene liiehtung  oder  Bahn  jenem  Princip  zuordneu  lässt, 
indem  man  an  Stelle  der  einen  Seitenkraft  die  Bahn  setzt,  - ja 
ila  sich  auch  umgekehil  die  Krattreductiou  auf  die  feste  Kichtnng 
oder,  mit  andern  Worten,  das  was  mau  gewöhnlich  Princip  der 
schiefen  Ebene  iii-nut,  auch  zum  .\iisgangspuukt  für  das  Ver- 
stäudniss  des  Parallelogramms  der  Kräfte  machen  lässt,  so  bedarf 
es  keines  doppelten  Princips,  um  die  Wirkung  einer  Kraft  unter 
einschränkenden  Umstäuden  zu  begreifen.  Die  Kraft  wirkt  ent- 
weder mit  ihrer  vollständigen  Grösse  zur  Bewegung,  und  dann 
ist  gar  keine  Einschränkung  vorhanden ; oder  aber  sie  wirkt  nur 
mit  einem  Theil  ihrer  Grösse  oder  gar  nicht  zur  Bewegung,  und 
alsdann  ist  ihr  anderer  Theil  oder  ilu-e  ganze  Grösse  zum  statischen 
Aufwiegen  einer  entgegengesetzten  Kraft  verwendet  worden.  Der 
slati.sche  Gesichtspunkt  greift  also  auch  in  dem  Schema  des 
Parallelogramms  Platz,  indem  das,  was  man  als  Kesultaute  der 
Bewegung  vor  Augen  hat,  eben  nur  die  wirkliche  Bewegung  voi- 
stellt  und  diejenigen  Bestandtheile  der  .Seitenkräfte  nicht  enthält, 
welche  sich  .senkrecht  zur  Resultante  von  vornherein  aufgewogeu 
und  gleichsam  statisch  gebunden  haben.  Diese  ungewohnte  Vor- 
stelluugsart, auf  die  wir  schon  bei  mehreren  Gelegenheiten  als  auf 
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ein  Priücip  <1ps  partiellen  Gleichgewiebts-  hingewiesen  haben,  ist 
der  d'Alembertschen  Anschauungsweise  am  nächsten  verwandt  und 
bildet,  da  sie  dieselbe  ergänzt  und  vertieft,  auch  deren  wirksamste 
Kritik.  Man  sieht  aus  dieser  Vorstellungsart.  wie  die  Idee  des 
partiellen  Gleichgewichts  und  der  verlorneu  Kraftbestandtheile  oder 
kurzweg  der  Begriff  der  verlorneu  Kräfte,  um  dessen  Ausbildung 
sich  d'Alembert  so  verdient  gemacht  hat,  schon  in  die  Vorstellung 
der  Bewegungsresultante  zweier  Kräfte  gehfirt  und  sich  nicht  auf 
den  Fall  der  Combination  einer  Kraft  mit  festen  Hindernissen  be- 
schränken lässt. 

165.  Um  die  Beziehungen  zu  erkennen,  die  in  Lagranges 
eigenthümlicheu  Ideen  auf  vorangehende  Vorstellungen  d’.Alemberts 
zurnckdeuten,  muss  man  beachten,  dass  die  statische  Einschränkung 
der  Kränewirkungen,  mit  der  sich  d'Alembert  als  einem  Grund- 
schema der  Mechanik  vorzugsweise  beschäftigt  hatte,  dem  Prineip 
der  virtuellen  Geschwindigkeiten  so  nahe  als  möglich  steht.  In 
diesem  letzteren  Prineip  ist  ausser  dem  Kraftbegriff  und  der  gegen- 
seitigen Kräftemes.sung  durch  die  gleichzeitigen  elementaren  Wege 
nur  noch  die  Rücksicht  auf  die  Wirkungsbeschränkungen  der 
Kräfte  durch  eine  Systemverfassung  wesentlich;  ja  dieser  letztere 
Gesichtspunkt  ist  zuerst  die  specifische  Eigenthümlichkeit  des 
Priucips  gewesen  und  hat  auch  später  fast  ausschliesslich  dafür 
gegolten.  Das  Prineip  der  virtuellen  Geschwindigkeiten  setzt  die 
Kräfte  derartig  reducirt  voraus,  dass  nicht  etwa  die  beliebigen, 
sondern  die  vermöge  dei  Systeinverfassuug  wirklich  zulässigen 
Verschiebungen  die  Bahnen  bilden,  auf  denen  ausschliesslich  irgend 
welche  Bewegungen  entwickelt  werden  könnten.  Nun  müssen  diese 
au  sich  möglichen  Bewegungen  ebenfalls  einander  aufheben,  wenn 
Gleichgewicht  vorhamien  sein  soll.  Die  virtuellen  Momente  im 
engem  oder  ursprünglichen  Sinne  sind  also  bereits  Kräftereductionen. 
Hiemit  leuchtet  die  Verwandtschaft  der  beiden  Anschaunngsarten 
von  selbst  ein.  D'Alembert  war  gewohnt  gewesen,  sich  überall 
die  Reductionsart  der  Kräftewirkungeu  durch  die  .Systemverfassung 
;ils  eine  Zerlegung  vorzustellen:  Lagrange  hielt  an  dem  allgemeinen 
Gedanken  fest,  alle  mechanischen  Probleme  durch  eine  ähnliche 
Oouception  zu  beherrschen.  Auf  diese  Weise  hat  das  d'Alembertsche 
Prineip  offenbar  dazu  beigetragen,  auch  demjenigen  der  virtuellen 
Geschwindigkeiten  jene  allgemeine  schematische  Anwendung  zu 
verschaffen,  die  von  Lagrange  ausgegaugen  und  für  die  fernere 
Gestalt  der  Mechanik  typisch  geworden  ist. 
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Diese  geschichtlichen  Annäherungen  der  Vorstellungsent- 
wickhing  würden  verdunkelt  werden,  wenn  mau  im  d’Alembertschen 
Princip  nur  deu  Zweck  und  den  Nutzen  als  Hülfsmittel,  nicht  aber 
das  ihm  eigeiithümliche  Vorstellungsschema  an  sich  selbst  beachten 
wollte.  .lener  Zweck  geht  darin  auf,  das  Statische  iu  der  Com- 
binalion  der  bewegenden  Kräfte  abzusondern  und  so  über  die 
Beziehungen  der  dynamischen  Kräfte  nach  den  Gesetzen  der  Statik 
urtheilen  zu  können.  Der  Satz  vom  tfleichgewicht  der  verlornen 
Kräfte  liefert  die  Kelationen  und  Gleichungen,  die  man  sucht. 
Allein  abgesehen  von  diesem  Endzweck  hat  die  d’Alembertsche 
Vorstellnngsart  auch  noch  ausserdem  an  sich  selbst  einen  Werth, 
indem  sie  überhaupt  ein  allgemeines  l’rincip  aufstellt,  die  Kräfte- 
wirkung  in  Beziehung  zu  der  Verfassung  eines  mechanischen 
Systems  nach  einem  allgemeinen  Schema  durch  drei  deutliche 
Hülfsbegritl'e  zu  denken  und  hiedurch  jener  Idee  ein  bestimmtes 
Gepräge  zu  ertheilen.  Diese  drei  Hülfsbegrifl'e  und  Theilvor- 
stellungen  sind  die  hypothetisch  ganz  freie  Wirkung,  dann  der  im 
Gleichgewicht  gegen  das  Hinderniss  aufgeholrene  Kraft bestandtheil 
und  endlich  die  wirkliche  Bewegung  oder,  mit  andern  Worten, 
der  den  Bewegungsrest  repräsentirende  Bestandtheil  der  Kratt. 
Es  ist  also  die  Idee  einer  durch  bestimmte  Anordnungen  und 
Veranstaltnugeii  moditicirten  Kräftecombination  in  ihrer  grössten 
Allgemeinheit  zum  Inbegriff  aller  möglichen  Formen  des  Zusammen- 
wirkens ausgeprägt,  und  es  ist  ausserdem  der  Vei-such  gemacht, 
die  einfachen  und  principielleu  Gestaltiiugen  dieses  Zusammen- 
wirkens durch  zwei  Hauptvorstellungen,  nämlich  die  des  Parallelo- 
gramms der  Kräfte  und  die  des  Gleichgewichts,  zu  ei-schöpfen. 
Obwohl  der  letztere  Dualismus,  wie  schon  iu  der  vorigen  Nummer 
erläutert  wurde,  nicht  haltbar  ist,  so  leuchtet  doch  ein,  dass  in 
jener  universellen  (Jombiuationsvorstellung  alle  Priucipieu  des 
Zusammeuwirkeus  der  Kräfte  wenigstens  uueutwickelt  enthalten 
sein  müssen,  und  dass  jegliche  Entwicklung  derselben  zunächst 
nichts  Anderes  liefern  könne,  als  eine  besondere  Art  oder  einen 
besondein  Hauptfall,  welcher  ersehen  lässt,  wie  die  Wirkung  einer 
zunächst  als  frei  bethätigt  zu  denkenden  Kraft  durch  eine  ein- 
schränkende Ursache  verändert  werde.  Da  nun  aller  Entwicklung 
des  Zusammenwirkens  der  Kräfte  im  weiteren  Zeitverlauf  ein 
streng  punktueller  und  momentaner  Zustaud  als  vorangehend  zu- 
georduet  werden  kann,  oder  mit  andern  Worten,  da  sich  die  Kräfte 
iu  einem  strengen  Zeitpunkt  gegenseitig  bereits  beschränkt  und 
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nach  Gleichgewicht  und  Bewegungeantrieb  mit  ihren  Bestandtheilen 
vertheilt  haben  müssen,  ehe  sich  ein  Effect  von  angebbarer  Dauer 
producirt  haben  kann.  - so  wird  alle  Krftftezusammensetzung  im 
weitesten  Sinne  dieses  Begriffs,  also  überhaupt  alles  Zusammen- 
wirken der  Kräfte  auf  solche  Principien  zu  bringen  sein,  die  von 
den  Mannichfaltigkeiten  der  Kräfteentwicklung  in  der  Zeit  noch 
nichts  enthalten.  Dies  ist  der  Grund,  warum  nicht  der  eigentlich 
statische,  wohl  aber  der  zeitlich  punktuelle  Zustand  der  Kräfte- 
verhältnisse für  alles  Uebrige  als  entscheidende  Grundlage  maass- 
gebend wird.  Auf  dieser  Grundlage  des  Momentanen  müssen  sich 
die  allgemeinsten  Principien  halten,  welche  der  Statik  und  Dynamik 
gemeinsam  sind.  Auch  ist  es  in  der  That  hier.  wodied'.\Iembertsche 
Erläuterung  des  Zusammenwirkens  der  Kräfte  und  dermoditicireuden 
Bedingungen  oder  Einschränkungen  ihren  angemessenen  Gegenstand 
hat.  Weiterhin  specificireu  sich  die  Kräftewirkungen  durch  die 
Dauer.  Eigentliches  Gleichgewicht  ist  da  vorhanden,  wo  die 
Einerleiheit  des  Zustandes  in  Wirkung  und  Gegenwirkung  eine 
angebbare  Zeit  hindurch  sich  selbst  gleich  beharrt,  während  eine 
dynamische  Entwicklung  der  Bewegung  neue  Gesichtspunkte  und 
auch  neue  Principien,  namentlich  aber  dasjenige  der  Beharrung 
der  einmal  ertheilten  Geschwindigkeit  erfordert.  Hier  tritt  dann 
das  Galileische  Schema  der  dynamischen  Entwicklung  einer  Kraft 
ein,  oder  analytisch  und  modern  geredet,  es  werden  Integrationen 
nöthig,  die  zu  dem  momentanen  Verhältniss  das  zugehörige  Ganze 
des  dauernden  Zustandes  liefern.  Doch  unsere  Andeutungen  dieser 
schematischen  Grundverhältnisse  haben  hier  nur  den  Zweck,  die 
Universalität  der  d'Alembertschen  Anschauungsweise  kenntlich, 
und  die  Seite  bemerklich  zu  machen,  von  welcher  Lagrange  zu 
seiner  Beherrschung  der  gesammten  Mechanik  mit  einem  einzigen 
Begriff  und  Princip  gelangen  konnte. 

üeber  die  Bedeutung  des  Priucips  der  virtuellen  Geschwindig- 
keiten bei  liagrauge  ist  auch  schon  aus  dom  logischen  Gesichts- 
punkt in  dem  vierten  Capitel  ausführlich  gehandelt  worden.  Hier 
sei  nur  noch  bemerkt,  dass  es  das  Hypothetische,  also  das,  was 
nicht  actuell  geschieht,  sondern  virtuell  geschehen  könnte  oder 
würde,  mithin  ein  Umweg  oder  eine  negative  Wendung  ist.  wodurch 
das  dem  strengen  Zeitpunkt  momentan  Entsprechende  ermittelt 
wird.  Diese  logische  Reflexion  wird  zwar  von  Tjagrange  nicht 
ausdrücklich  gemacht:  aber  sie  zeigt  deutlicher,  wie  die  Gewohn- 
heit d'Alemberts,  die  an  sich  möglichen  von  den  unter  Bedingungen 
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möglichen  Kräftewirknngen  zn  nnterscheiden,  einem  Gedanken  an 
die  ausgedehnteste  F'assung  und  Anwendung  des  Princips  der 
virtuellen  Geschwindigkeiten  günstig  sein  musste.  Lagrange  brauchte 
nur  von  jeder  eiuzelnen  Kraft  als  frei  wirkend  auszugehen  und 
deren  allgemeine  Wirkungsmöglichke.it  durch  die  speciell  bedingte 
Wirkungsmöglichkeit  reducirt  zu  denken,  um  das  virtuelle  Moment 
zu  erhalten.  Ks  ist  also  der  Gang  der  d'Alembertschen  (triind- 
anschauung,  dem  man  nur  zu  folgen  brauchte,  um  sich  einen  all- 
gemeinen Ausdruck  für  die  Summe  des  /jiisammenwirkens  aller 
Kräfte  und  der  zugehörigen  Medingungeii  analytisch  zu  constmiren. 
Hiemit  ist  also  wenigstens  soviel  klar,  dass  die  Unternehmung 
Uagrauges  und  der  Begrifl'  einer  allgemeinen  Kräftesumme  oder 
einer  universellen  Kräftegleichung  niclit  ganz  unvermittelt  dasteht, 
sondern  einige  Züge  von  historischer  Stetigkeit  der  Kntwicklung 
aufzuweisen  hat.  Diese  Stetigkeit  bezieht  sich  nicht  etwa  auf  die 
Dynamik,  wo  da.s  d’Alembertsche  Princip  als  Voraussetzung  der 
Formel  von  Lagrange  ganz  oflFen  und  klar  vorliegt : sondern  sie  ist 
für  den  Fall  gemeint,  wo  sie  sich  weniger  aufgedeckt  findet, 
nämlich  für  die  blosse  Statik.  Wäre  es  auch  nie  zu  einer  be- 
sondern  dynamischen  Grundforniel  als  zu  einer  .\nlehnung  an  das 
statische  Schema  gekommen,  so  würde  sich  dieses  letztere  an  der 
Hand  der  d’Alembertschen  Gesichtspunkte  sehr  wohl  haben  cou- 
struireii  lassen.  Die  .Allgemeinheit  des  Denkens  und  der  logischen 
Hegrifte  musste  der  analytischen  Formgel)ung  offenbar  vorangehen, 
und  diese  Allgemeinheit  des  Denkens  ist  in  einem  hohen  Maass 
von  d’.Alembert  vertreten  worden.  Lagrange,  der  mit  den  Ideen 
zugleich  das  Hedürfniss  hatte,  dieselben,  wie  logisch  allgemein  sie 
auch  sein  mochten,  in  die  analytische  Sprache  zu  übersetzen  und 
dadurch  anschaulicher  uml  exacter  zu  gestalten,  hat  hierin  Un- 
übertroffenes  geleistet.  F,r  hat  an  der  wahren  Philosophie  der 
.Mechanik  um  so  erfolgreicher  gearbeitet,  als  seine  Begriffe  speculativ 
zurückhaltender  formulirt  wurden,  als  diejenigen  d’.Aleml)erts,  und  sich 
so  der  Vortheil  einer  vorangegangenen  fremden  .Speculation  mit  der 
Weglassung  ihrer  Irrthümer  oder  UeberHössigkeiten  verbinden  konnte. 

Hin  äusseres  Zeichen  der  eben  erwähnten  Zurückhaltung  ist 
die  Thatsache,  dass  Lagrange  die  historischen  vier  Principien  der 
.'Statik,  nämlich  die  Sätze  vom  Hebel,  von  der  schiefen  Ebene, 
vom  Parallelogramm  der  Kräfte  und  von  den  virtuellen  Geschwindig- 
keiten als  wesentlich  empirische  .Ausgangspunkte  ansieht,  von  demm 
ein  jeder  unter  .Ausschluss  der  übrigen  die  Grundlage  der  weiteren 
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f>tatisrhpn  Entwioklungpn  bilden  krtnne.  Hiedurch  hält  er  sich 
von  dem  d'Alembertschen  Pualismiis  frei.  Im  eignen  System 
wählt  er  das  Princip  der  virtuellen  Geschwindigkeiten  als  das 
ungleich  einfachste,  umfassendste  und  dem  (^alcfil  bequemste,  ln 
der  Functionentheorie  geht  er,  wie  wir  (Nr.  141)  gesehen  haben, 
einen  andern  Weg,  indem  er  dort  Dynamik  und  Statik  sich  von 
vornherein  verschmelzen  lässt.  Erwähnenswerth  dürfte  es  sein, 
dass  er  hiebei  ausdrücklich  die  Vorstellung  hervorhebt,  dass  die 
hinzutretende  Einwirkung  einer  zweiten  Kraft  dasselbe  Ergebuiss 
liefert,  als  wenn  die  ei-ste  Bewegung  für  sich  allein  eine  Zeit 
hindurch  ausgefflhrt  worden  und  dann  erst  die  zweite  Bewegung 
zur  Bethätigung  gelangt  wäre.  Diese  AuflFassungsart  findet  mau 
so  deutlich  ausgesprochen’),  dass  die  metaphysische  Bedeutung 
derselben  nicht  zweifelhaft  sein  kann.  Ein  vertical  anfsteigender 
KüiT)pr  soll  also  demnach  so  angesehen  werden  können,  als  wenn 
er  zuerst  vermöge  seiner  .Anfangsgeschwindigkeit  gleichförmig  bis 
znm  Doppelten  der  wirklichen  Erhebung  gestiegen  und  ausserdem 
noch  während  einer  gleichen  Zeit,  d.  h.  um  die  einfache  Höhe 
gefallen  wäre.  Es  ist  dieser  Fall  vielleicht  das  einzige  Beispiel, 
in  welchem  Lagrange  direct  eine  metaphysisch  nicht  gleichgültige 
Vorstellungsart  als  eigne  Anschauungsweise  von  der  innern  Synthesis 
der  Kräfte  blicken  lässt,  während  er  sonst  Alles  ausschliesst,  was 
rein  metaphysisch  als  zweifelhaft  erscheinen  könnte.  Im  .All- 
gemeinen ist  ihm  die  rein  causale  Entwicklung  das  Grundgesetz, 
und  nach  diesem  leitenden  Gesichtspunkt,  den  er  mit  d'Alembert 
gemein  hat,  verwarf  er  ja  auch,  wie  wir  (Nr.  120)  gesehen  haben, 
die  finale  Fassung  des  I’rincips  der  geringsten  Wirkung. 

166.  Bei  Vergleichung  der  verschiedenen  V’erhaltungsarleu 
der  bald  mehr  bald  minder  metaphysisch  gearteten  Denker  stellt 
sich  heraus,  dass  die  Exactheit  und  rngemischtheit  der  A'or- 
stcllungen  fa.st  im  umgekehrten  A’erhältniss  zu  dem  Maass  meta- 
physischer Einkleidung  steht,  welches  man  auf  die  Gestaltung  unii 
ErläuG'rung  der  mechanischen  Grundbegriffe  veiweudet  hat.  .le 
näher  die  lietreffenden  Denker  der  specialistischen  Erfahrung  standen 
und  je  mehr  sie  derselben  ausschliesslich  vertrauten,  um  so  be- 
friedigender und  klarer  haben  sie  ihre  Ideen  darg(degt.  Ein 
glänzendes  Beispiel  hiefür  ist  grade  Lagrange  gewesen.  Man 
könnte  nun  meinen,  die  Nichtoinlassung  auf  metaphysische 
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Deductionen  sei  der  Grund  fflr  diese  Sauberkeit  des  Denk- 
scheniatismus.  Es  sei  leicht,  könnte  man  s^en,  sich  vor  Fehl- 
griffen der  metaphysischen  Art  zu  hüten,  wenn  man  sich  in  dieses 
Reich  der  abstracten  Wesenheiten  und  Begriffsentwicklungen  gar 
nicht  erheblich  einlasse.  Allein  im  Denken  über  ein  specielles 
Fach  sowie  in  der  Darlegung  und  ün  Gebrauch  der  diesem  Fach 
eigeiithümlichen  Principien  ist  die  logische  Seite  unumgänglich. 
Wenn  daher  der  Autor  eines  durchdachten  Systems  der  rationellen 
Mechanik  sich  so  verhalten  hat,  dass  er  der  logischen  und  meta- 
ph}sischen  Anfechtung  keine  Blössen  bietet,  so  muss  ein  solches 
Verhalten  auf  einer  Kritik  und  einem  Tact  beniht  haben,  der 
jede  Abirrung  der  Vorstellungsart  fernzuhalteii  vermochte.  In  der 
That  ist  auch  in  sidchen  wissenschaftlichen  Systemen,  welche  sich 
dieser  ungeraischteu  Klarheit  in  metaphysischer  Beziehung  erfreuen, 
stets  eine  Art  von  logischer  Kritik,  aber  in  strenger  Anlehnung 
au  das  Thatsächliche  der  unzweifelhaften  Beobachtungen  und  der 
unumgänglichen  Vei-standesbegriffe  maassgebend  gewesen. 

Wollen  wir  im  eignen  Gebiet  der  Metaphysik  das  hervor- 
ragende Beispiel  eines  verwandten  Verhaltens  antreffeu,  so  müssen 
wir  die  Gedanken  David  Humes  über  die  Grundlagen  und  den 
Sinn  der  allgemeinsten  mechanischen  Principien  nicht  unterschätzen. 
Dieser  grosse  Philosoph  veröffentlichte  seine  allgemeinen  Grund- 
anschauungen zuerst  ungefähr  um  die  Zeit,  als  d’Alembert  seine 
Dynamik  herausgab.  Obwohl  Hume  eiu  Dutzend  .Jahre  früher 
starb,  als  Lagrange  die  erste  Ausgabe  seiner  .\nalytischen  Mechanik 
erscheinen  Hess,  so  sind  doch  die  philosophischen  Auffa.ssungs- 
fornien,  für  die  der  erstere  gearhritet  hat,  als  eine  Ergänzung 
und  als  das  am  mei.sten  verwandte  Element  zu  der  mechanischen 
Principieuformulirung  des  letzteren  zu  betrachten.  Hume  formulirte 
philosophisch  denjenigen  allgemeinen  Kraftbegriff,  den  Lagrange  iui 
Einzelnen  in  der  Mechanik  zu  Gninde  legte,  ohne  dass  etwa  eine 
directe  Abhängigkeit  von  der  Humeschen  Denkweise  nachweisbar  wäiv. 

Nach  dieser  Erinnerung  geben  wir  kurz  die  Ideen  an,  die 
Hume  nur  bei.spielsweise  zur  Erläuterung  seiner  allgemeinen  Meta- 
physik und  speciell  seiner  Causalitätstheorie  in  seinen  Unter- 
suchungen über  den  menschlichen  Verstand,  die  zuerst  unter  einem 
andern  Titel  erschienen  waren,  im  Hinblick  auf  mechanische  Fälle 
der  Causalverknüpfung  beigehrachl  hat.  Dort’)  entfernt  er  aus 

h U.  Hunte,  Kassys,  Bd.  11,  Auag.  17ää  (vonceruiiig  human  understaiidiiig) 
Hl.  VIL 
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dem  Begriff  der  Kraft  jede  Vorstellung,  welche  nicht  durch  die 
thatsächliche  Wirkung  und  die  Beziehung  eines  Ereignisses  auf 
eine  Thatsache  oder  einen  Umstand,  dein  es  regelmässig  und 
empirisch  unabtrennbar  folgt,  exact  erläutert  werden  kann.  Er 
behauptet  also  wesentlich  dasselbe,  was  Lagrange  und  diejenigen 
mit  Recht  wollen,  welche  die  Kräfte  nur  durch  die  Wirkungen 
zu  denken  vermögen  und  ausser  den  Thatsachen  unii  deren 
Messung  nicht  noch  besondere  Gebilde  als  eigentliche  Kräfte  zu- 
lassen, deren  Wesen  man  noch  weiter  zu  ergründen  hätte.  Der 
Schluss  von  der  Ursache  über  die  Wirkung  ist  für  Hume  stets 
empirisch  motivirt  und  seine  Hinweisung  auf  die  Mechanik  ist 
sogar  .seine  entscheidende  Instanz.  Sein  mehrfach  gehmuchtes 
Beispiel  von  den  Billardkugeln’)  soll  erläutern,  dass  aus  blossen 
Ideen  oder  rein  ideellem  Kaisonnement  die  Wirkung  nicht  erkannt 
werde,  welche  der  Stoss  ausübt.  ln  der  That  wird  Niemand  mit 
der  Hülfe  blos  logischer  und  mathematischer  Begriffe  ohne  die 
Anknüpfung  an  irgend  ein  Erfahrungselement  hei-ausbringen,  dass 
bei  ceutralem  Stoss  und  bei  gleicher  Masse,  Gestalt  und  Elasticität 
die  bewegte  Kugel  der  ruhenden  ihre  Bewegung  mittheilt  und 
selbst  stehen  bleibt.  Ein  Mittheiluiigsprincip  der  Bewegung  oder 
Kraft  muss  aus  der  Erfahrung  entnommen  werden,  und  wenn  es 
auch  durch  Zergliederung  vei-wickelter  Erfahrungsthatsacheu,  also 
venuöge  eines  analysirenden  Raisonnements  gewonnen  wird,  so 
bleibt  es  aus  diesem  Grunde  nicht  weniger  ein  Erfahrungselement. 
Der  Verstand  hat  alsdann  das  Princip  nicht  aus  sich  selbst, 
etwa  wie  ein  mathematisches  Axiom,  hergegeben,  sondern  er  hat 
es  sich  nur  aus  dem  Reiche  der  Erfahrung  als  einfaches  Gnind- 
phäuomen  ausgeschieden  und  sichtbar  gemacht.  Ganz  folgerecht 
behauptet  denn  auch  Hume*),  dass  wir  von  dem  innern  Wesen 
der  Mittheilung  der  Bewegung  keinen  Begriff  haben  könnten.  .\n 
eben  derselben  .Stelle,  wo  er  das  Mittheilungsgesetz,  dass  der  eine 
Köqier  soviel  an  Bewegung  erhalte  als  der  andere  abgebe,  für 
wesentlich  empirisch  erklärt,  bekundet  er  eine  gleiche  Ansicht 
auch  über  das  Trägheitsgesetz.  Mau  verhalte  sich  in  Beziehung 
auf  diese  und  ähnliche  Begriffe  zutreffend , wenn  man  in  solchen 
.\usdrflcken  nichts  als  eine  Bezeichnung  der  Erscheinungen  erblicke. 
In  einer  derartigen  Weise  empfange  auch  die  Newtonsche  Gravi- 


Ibid.  bewiiiders  im  2.  Tln'il  des  7.  Kssay  Ö.  122. 

*)  Ibid.  .\ninerkiing  am  Ende  des  1.  Theils  des  7.  Essay. 
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tation  ihren  genauen  Sinn,  indem  sie  nicht  das  Wesen  einer  Kraft, 
sondern  die  Rrscheinnngen  und  nichts  weiter  repräsentiren  solle. 
In  einer  SchlnssaMmerknng  zum  siebenten  Essay  bemerkt  Huine, 
dass  die  Frage  nach  der  Kraftmessnng  so  gestellt  sei,  dass  ihre 
Beantwortung  voraussetze,  man  vermöge  die  Kraft  an  sich  selbst 
uumittelhar  zum  Gegenstand  der  Erkenntniss  und  .Messung  zu 
machen.  .\Ile  Denker  wilren  aber  einig,  dass  man  die  Kräfte 
durch  die  M’irkungen  derselben  zu  erkennen  und  zu  messen  habe. 
Es  beziehe  si(di  also  der  rnters<diied  einer  Messung  durch  das 
Quadrat  der  Geschwindigkeit  oder  durch  die  einfache  Geschwindig- 
keit auf  die  Menge  der  verschiedenartigen,  wahrnehmbaren  Wirk- 
samkeit. Eine  Kraft  sei  immer,  wie  überhaupt  jede  Ursache, 
etwas  Relatives  und  ein  Begriff,  der  nur  durch  das  Correlat  der 
Wirkung  seinen  .Sinn  erhalte.  Wie  aber  zwei  Wirkungen  mit 
einander  nothwendig  verknüpft  seien,  davon  hätten  wir  keinen  uu- 
mittelbareu  Begriff,  sondern  bildeten  uns  nur  aus  der  Beobachtung 
der  Beschaffenheit  der  Natur  eine  Regel  des  Zusammenhangs. 

Vom  Standpunkt  der  Humeschen  Anschauungsweise  wäre  ein 
erheblicher  und  dauernder  Streit  über  die  Kräftemessung  gar  nicht 
möglich  gewesen:  denn  über  die  unmittelbaren  Wirkungsgrössen. 
d.  h.  über  die  Grössen  der  Phänomene  lässt  sich  nicht  lange  ohne 
Entscheidung  streiten,  weil  hier  Mathematik  und  Erfahrung  den 
offen  vorliegenden  Gegenstand  bald  unzweideutig  kennzeichnen  und 
bemeistern  müssen.  Die  statische  Wirkung  ist  in  ihrer  besondern 
Artung  nicht  mit  der  dynamischen  einerlei,  und  es  ist  etwas 
Anderes,  eine  Reihe  anfgehäntler  Wirkungen,  oder  aber  das  Element 
dieser  Reihe  messen.  Der  Maassstah  ist  überall  einheitlich:  aber 
die  zu  messenden  Thatsachen  sind  verschieden.  Hmne  ist  in 
seinen  Erläuterungen  der  mechanischen  Begriffe  nicht  weit  genug 
in  die  besondern  Vorstellungen  eingegangen,  und  nur  aus  diesem 
Grunde  mussten  wir  uns  auf  das  Gesagte  beschränken.  Mau  wird 
aber  leicht  einsehen,  dass  die  Humeschen  Principien.  wenn  sie 
nicht  nach  ihrer  mechanisch  unzureichenden  .\usführung.  sondern 
als  leitende  Gesichtspunkte  für  mögliche  weitere  Consequenzen  be- 
trachtet werden,  einer  strengen  Vorstellung.sart  von  den  Grund- 
begriffen der  Mechanik  in  hohem  (irade  günstig  sind. 

It57.  Eine  auslührliche  Erstliugsschrift  Kaut.s  befasst  sich 
mit  der  Entscheidii’.ig  des  Streits  über  die  Messungsart  der  leben- 
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digen  Kräfte  ')•  Dieses  .lugeudwerk  liäugt  an  einem  gänzlich 
metaphysischen  Kraftbegriff  und  zeigt  überall  die  Spuren,  einer 
Vorstellungsart,  die  trotz  des  Kingeheus  auf  die  Literatur  des 
fraglichen  Streits  nicht  viel  von  der  specifischeu  Denkweise  der 
Theoretiker  der  Mechanik  verräth.  Auch  wird  diese  Schrift  hier 
nur  erwähnt,  um  anzudeuteu,  aus  wie  frühen  und  aus  wie  sonder- 
bar gearteten  Anfängen  sich  die  späteren,  weil  berflhmtereu  Ideen 
des  Autors  entwickelt  habeu.  Zur  Charakteristik  sei  daher  nur 
erwähnt,  dass  z.  B.  zwisch“n  der  todteu  und  der  lebendigen  Kraft 
noch  Mittelstufen  angenommen  werden,  in  denen  die  Kraft  nicht 
ganz  todt,  aber  auch  uoch  nicht  ganz  lebendig  sei  *).  Hieran  wird 
eine  Theorie  der  „Vivification“  geknüpft  und  sogar  auf  ein  eignes 
Kiperiment  hingewiesen,  demzufolge  eine  Flinteukugel  tiefer  ein- 
dringen  soll,  wenn  sie  einige  Schritte  vom  Ziel,  als  w'eiiu  sie  in 
unmittelbarer  Nähe  vor  demselben  abgefeuert  worden  ist  ’).  Ja 
es  wird  ausdriicklich  gesagt,  dass  die  Kutferuuug  von  einigen  Zollen 
im  V’ergleich  mit  derjeiiigeu  von  einigen  Schritten  das  fragliche 
Ergebniss  liefere.  Nach  der  Kautischeu  Theorie  genügt  also  ein 
Weg  von  einigen  .Schritten,  um  die  Kraft  der  Kugel  zu  viviticiren, 
d.  h.  in  einem  höheren  Grade  oder  vielleicht  auch  vollständig 
lebendig  zu  machen.  Natürlich  werden  auch  die  Grenzen  einer 
solchen  Lebendigmachung  besprochen.  Da  aus  diesen  .Anführungen 
schon  abzusehen  ist,  dass  sich  an  solche  willkürliche  und  den 
mechauischeu  Grundvorstellungen  zuwiderlaufende  Ideen  keine 
.Schlussbehaudlung  der  Streitfrage  knüpfen  konnte,  die  man  füg- 
lich auch  nur  als  eigentlich  unrichtig  hätte  bezeiclmeii  köuueu,  so 
müssen  wir  zu  späteren  Versuchen  Kants  übergeben. 

Eine  ungleich  erheblichere  .Arbeit  ist  die  fast  10  Jahre 
später  veröffentlichte  Naturgeschichte  des  Himmels,  in  welcher 
Kant  unter  ziemlich  genauer  .Anlehnung  an  die  Newtonschen 
Gravitationsvorstellungen  seine  berühmte  Hypothese  durchführt, 
dass  nicht  blos  das  Planetensystem,  sondern  auch  die  Fixsternwelt 
aus  einem  ursprünglichen  lirnebel.  d.  h.  aus  einer  iiebelartigeu 
oder  gasförmigen  Zerstreuung  der  Materie  im  Weltraum  durch  die 
Wirkung  einer  allgemeinen  Anziehungskraft  consolidirt  und  zu 
Gruppen  und  festen  Körpern  gestaltet,  zu  den  rmlaufsheweguugen 
aber  durch  die  seitlichen,  aus  den  gegenseitigen  Hinderungen  der 


')  OddaiikeD  von  der  wahren  .Schätzung  der  lebendigen  Kräfte  etc  1747. 
*1  Ibid.  ^ I2'2.  Ibid.  g tdO;  vgl.  auch  noch  § l:i4. 
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Theilehen  entstandpnen  Abwpicliuugpu  ’)  vpranlasst  worden  sei. 
Das  Aus/pichupiide  dieser  Schrift  ist,  abgesehen  von  der  An- 
schaulichkeit der  besoudern  Anslflhrungen,  die  principielle  An- 
wendung des  blossen  Mechauisiiiiis  zur  Krklärung  der  gegebenen 
Gruppirungeii  und  (lestalten  der  kosmischen  Massen.  Natürlich 
kann  von  einer  strengen  Beschränkung  auf  die  Begriffe  des  New- 
tonschen  Uravitationssystem  nicht  die  Bede  sein;  denn  Newton 
kennt  keine  Ursache  des  Seitlichen  oder  der  tangentialen  Be- 
harrung in  den  Uinlanfsbewegungen.  Die  (Jiuvitation  erklärt  nur 
die  Annäherung  und  macht  die  Bahnen  nur  begreiflich,  wenn  mau 
in  einem  Winkel  gegen  ihre  Kichtung  eine  anderswoher  stammende 
Geschwindigkeit  als  Thatsar-be  einführt.  Kant  denkt  sich  nun 
aber  gleich  einen  eigentlichen  Kraftantagonisnins,  indem  er  die 
Theilehen  einander  bindern,  also  doch  wohl  einander  absto.ssen 
lässt.  Hier  ist  der  Keim  zu  seiner  späteren  Idee  von  einer 
allgemeinen  Kepnlsivkraft.  welche  dadurch,  dass  sie  der  .\ttraction 
entgegenstehe,  das  Dasein  der  Materie  überhaupt  erst  möglich 
mache.  Noch  in  einer  andern  Beziehung  weicht  die  Kantische 
.\bleitnng  von  der  Verfahrnugsart  der  reinen  Mechanik  ab.  Sie 
bestimmt  nämlich  ihre  Ursprungsvoraussetzung  nicht  genau  genug. 
Im  Geiste  eines  streng  mechanischen  Kaisonuements  wünle  es 
nöthig  gewesen  sein,  die  mechanische  Anordnung  des  Urnebels, 
d.  h.  dessen  Ansdehnnng  im  Baume  für  einen  bestimmten  Zeit- 
punkt, ferner  die  entsprechende  Begrenznngsfläche  und  namentlich 
die  zweierlei  zwischen  den  Theilehen  wirksamen  Kräfte  in  un- 
zweideutigen, me(;hanisch  behandelbaren  Begriffen  auzngeben,  d.  h. 
wenigstens  eine  derartige  exact  vorstellbare  Voräussetzung  zu 
machen;  — kurz  für  eine  völlig  rationelle  Kntwicklnng  hätte  der 
Urzustand  als  mechanische  Systemverfassnng  cliarakterisirt  sein 
müssen.  Ks  fehlte  aber  hieran  soviel,  dass  mau  nicht  einmal  die 
Analogie  eines  Gases  auf  die  Kantischen  Voranssetznngeii  anwenden 
kann;  denn  bei  einem  Gase  kennt  mau  doch  wenigstens  die  Wir- 
kuugsart  der  Bepulsivkraft  und  hat  eine  klare  Idee  davon,  wie 
sich  diese  und  die  Gravitation  gegenseitig  beschränken  können. 
Gegenseitige  Hindernugeu  der  Theilehen  und  seitliche  Ablenkungen 
sind  aber  sehr  vage  Vorstellungen;  die  ebensogut  «dme  moderne 
Mechanik  möglicli  waren  und  in  der  That  an  das  Alterthniii  und 


')  All^eineino  Natur^iwliu'lite  iiiiil  Tlieurie  des  Himmclii.  t7.*>ö;  2.  Tlieil 
l.  HaupUtück  (.Hitta)  eine  eatsebeidoude  Stolle  fUr  den  liruad  der  .Abweichung. 
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namentlich  an  Epikur  erinnern,  k’eruer  bleibt  die  ursprüngliche 
Entstehung  von  Anziehungsinittelpuukteu,  zu  deiieu  sich  die  Theilcheu 
vorzugsweise  begeben  sollen,  mechanisch  uumotivirt.  Endlich  ist 
nicht  klar,  in  welchem  Sinne  der  Urnebel  ursprünglich  als  bereits 
bewegtes  System  zu  denken  sei;  denn  ein  vollständiges  Gleich- 
gewicht dieses  Nebelsystems  darf  nicht  vorausgesetzt  werden,  weil 
sonst  nach  dem  Princip  der  Trägheit  dieses  Gleichgewicht  noch 
heut  unverändert  bestehen  müsste,  falls  nicht  eine  Kraft  von 
Aussen,  die  dem  Nebelsystem  fremd  wäre,  störend  eiugegriffeii 
hätte,  was  gegen  die  Voranssetzniig  ist.  Der  Urnebel  repräsenlirt 
ja  alle  Kraft  und  Materie,  die  überhaupt  denkbar  sein  soll;  er 
muss  also  in  jedem  beliebigen  Zeitpunkt  bereits  in  Bewegung  be- 
grüTen  gedacht  werden,  wenn  irgend  eine  spätere  Bewegung  in 
ihm  als  mechanisch  motivirl  gelten  soll.  Wie  sich  aber  Kant  die 
dynamische  Verfassung  des  Zustandes  gedaclit  habe,  von  welchem 
er  als  von  einer  hypothetischen  Bescballenheit  der  Natur  ansgeht, 
ist  einfach  dämm  nicht  ersichtlich,  .\eil  der  strenge  Maassstab 
der  Kennzeichnung  der  einzelnen  Data  einer  mechanischen  .An- 
ordnung gar  nicht  angelegt  ist.  Trotzdem  ist  aber  die  fragliche 
.Schrift  Kants  diejenige,  welche  sich  noch  am  engsten  an  die 
specifisch  mechanischen  Vorstellimgsarten  anschliesst,  und  diesen 
V'orstellungsarten  annähernd  so  entspricht,  wie  es  unter  Berflck- 
.sichtigung  der  allgemeinen  Hauptvorstellmigen  der  Newtoiischen 
Attractiou-stheorie  in  populärer  Auffassung  geschehen  konnte.  Es 
i.st  bekannt,  dass  in  dieser  .Schrift  die  Nothwendigkeit  der  Existenz 
von  Planeten  über  den  Saturn  hinaus  zuversichtlich  angenommeu 
wurde  und  mithin  znnächst  eine  Art  Vorhersagnug  oder  ideelle 
Vorwegnahme  der  Herschelschen  Entdeckung  des  Uranus  enthalten 
war.  Weniger  bekannt  ist  der  nicht  sehr  mechanisch  gedachte 
Grund  dieser  .Auualmie  *),  dass  nämlich  die  V'eräniiening  der 
Excentricitäten  der  verschiedenen  planet4irischen  Körper  eine  Art 
Stetigkeit  befolgen  müsse,  und  dass  daher  nicht  vorausgesetzt 
werden  könne,  dass  die  gewaltige  Excentricität  der  entlegensten 
Kometen  ohne  Einschaltung  von  mittleren  Zwischenformationeu 
erreicht  werde.  Kant  denkt  sich  also  das  Sonnensystem  so  geordnet, 
dass  die  planetarischen  Plxcentricitäten  von  einem  Planeten  zum 
andern  mit  der  Entfernung  von  der  Sonne  immer  grösser  werden 
müssten,  um  von  der  Gattung  der  Planeten  durch  eine  Stufenleiter 


*)  Ibid.  Tbeil  I gegen  Ende. 
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zu  derjenigeu  der  Koiueteu  zu  gelangen.  Ks  wäre  überflüssig,  zu 
dieser  Motiviruug  etwas  zu  bemerken.  Das  Factum  jener  Kantiscbeu 
Aiiticipatiun  ist  vun  uns  nur  deshalb  in  Verbindung  mit  dem  zu- 
gehörigen Grunde  angeführt  worden,  um  bemerklich  zu  machen, 
dass  dieser  Grund  nicht  der  später,  bei  der  neusten,  durch  die 
Uechnung  iudicirteu  Entdeckung  des  Neptun  maassgebend  gewordene 
gewesen  sei.  Alle  nach  mechanischen  Priucipien  direct  zu  machen- 
den Schlüsse  auf  das  Vorhaudeuseiu  vou  Massen  entspringen  aus 
der  Wahrnehmung  von  Gravitationskräften  oder  vielmehr  von 
Gravitationswirkungen,  deren  Existenz  nicht  erklärlich  sein  würde, 
wenn  man  nicht  besondere  Körper  voraussetzte,  vou  denen  sie 
ausgegangeu  sein  müssen.  Die  .'Störungen  sind  es  also,  die  in 
der  plauetarischen  Alechauik  den  Schluss  auf  noch  nicht  berück- 
sichtigte Massen  nothwendig  gemacht  haben.  Kant  war  aber  weit 
vou  einem  solchen  specitisch  mechanischen  Schlüsse  entfernt  ge- 
blieben und  hatte  sieh  nur  einem  gewissen  Gefühl  der  .Analogie 
und  Gesetzmässigkeit  in  der  Abfolge  der  Grössen  dei  Exceutricitäteu 
überlassen,  die  thatsächlich  nicht  einmal  dieser  tingirten  Kegel- 
mässigkeit  entsprechen. 

168.  Einige  .lahre  nach  dem  Erscheinen  der  Naturgeschichte 
des  Himmels  stellte  Kant  in  einem  .Aufsatz  ')<  dessen  Inhalt  er 
später  an  einer  Stelle  seiner  niechaui.sch-metaphysischeu  Haupt- 
schrift*) in  gedrängterer  Fassung  wiedergab,  einen  neuen  Begriff 
von  cler  Kühe  und  Keweguug  auf,  der  nach  seiner  Ansicht  au  die 
Stelle  der  bisherigen  mechanischen  Vorstellungswei.se  zu  treten 
hätte,  ln  der  Thal  behandelt  Kaut  hier  eigentlich  nur  die  Mit- 
theilnng  der  Bewegung  im  Stuss  und  zwar  in  unmittelbarem  Hin- 
blick auf  den  Fall  des  unelastischen  Stosses.  Die  Abänderung  der 
Auffassuugsart  soll  in  der  Verwerfung  der  Vorstellung  bestehen, 
dass  der  eine  Körper  soviel  Bewegung  erhalte,  als  der  andere 
abgebe.  Die  Bewegungsquautität  soll  vielmehr,  wenn  mau  die 
zwei  Körper  nur  in  ihrer  gegenseitigen  Beziehung  auf  einander 
und  nicht  in  ihren  Verhältnissen  zu  einem  umgebenden  System 
betrachtet,  auf  beiden  Seiten  immer  als  dieselbe  angesehen  werden, 
ln  dieser  Kelativität  des  gegenseitigen  Verhaltens  sei  es  ganz 
gleichgültig,  ob  der  erste  Körper  gegen  den  zweiten,  oder  der 

')  Neuer  I.ehrbogrilV  der  Beweguag  und  Kühe  ete.  175S. 

MetapbyeUebe  .Xufuii^s^rUiido  der  Nalurwisseuschaft.  1786,  drittel 
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/weitf*  gpgnn  ilen  erstpii  l»p\vegl  gpdaclit  werde.  Erhebliche  Th.at- 
<ache  !iei  mir  die  .\iinäheruiig  oder  die  .Minderung  iler  Entf'eninng. 
und  diese  finde  für  beide  Korjier  statt.  Man  dürfe  daher  die 
tfescliwindigkeiteii  der  gegenseitigen  .\nniihernng  im  umgekehrten 
Verhältniss  /.u  den  Massen  vertheilt  denken,  .‘\lsdaun  Imiuche 
man  aber  nur  das  Gesetz  der  Gleichheit  von  .\ction  und  Keactiou 
darin  zu  erblicken,  dass  die  Köri»er  auf  einauder  mhen.  Keiner 
giebt  dem  andern  etwa  einen  Theil  seiner  Ilewegiing  und  dann 
wieder  einen  Theil  n.  s.  f.  ab;  die  .\nnahme  einer  Stetigkeit,  die 
dem  Gedanken  der  Mittheilung  der  llewegiing  sonst  immer  zu 
Grunde  liege  und  unh'tsbare  Schwierigkeiten  enthalte'),  sei  über- 
flüssig gemacht.  Ob  man  annehme,  dass  die  Kugel  gegen  die 
.Mauer  oder  die  Mauer  gegen  die  Kugel  anlaufe,  sei  im  absoluten 
Kaum  gleichgültig,  und  zur  Bestimmung  des  Veihaltens  beider 
Körper  gegen  das  umgebende  .System  nach  dem  .Stoss  sei  nur  die 
Ertheilung  einer  (phänomenalen)  Bewegung  nöthig,  die  derjenigen 
entgegengesetzt  sei.  welche  man  vorher  dem  einen  Köqier  ent- 
zogen und  dem  andern  beigelegt  habe. 

Diese  letztere  Methode,  dem  einen  Körper  Bewegung  zu- 
zutheilen  und  diese  Zutheilung  durch  eine  entgegengesetzte  Be- 
wegung des  umgebenden  .Systems  aufgehoben  zu  denken,  war  eine 
Wendung,  die  bereits  von  Huyghens  in  classischer  Form  und  mit 
weit  grösserer  Klarheit  gebraucht  worden  war  (vgl.  unsere  Nr.  74 
und  7r>).  IVhrigens  konnte  sie  aber  zur  Zeit  Kants  als  eine  ganz 
allgemeine  gelten,  indem  man  sicherlich  nichts  Neues  in  dem  Ver- 
fahren sehen  konnte,  die  Helativität  der  Bewegung  zu  benutzen, 
um  die  definitive  Lageveränderung  eines  Körpers  gegen  feste 
Coordinatencbenen,  oder  auch  die  Coiistaiiz  dieser  Lage  aus  be- 
liebigen Bewegungen  zusammenzusetzen,  die  man  einerseits  dem 
Körjier  und  andererseits  dem  System,  zu  welchem  er  gehört,  ein- 
schliesslich seitier  selbst,  zueilheilt.  In  einem  solchen  Verfahren 
liegt  also  die  in  .\nspnich  genommene  .Neuheit  des  Begriffs  von 
Buhe  und  Bewegung  offenbar  nicht.  Es  bleibt  mithin  als  von 
dem  Herkömmlichen  aliweichend  nur  die  Behauptung  übrig,  dass 
keine  successive  Mittheilung  der  Bewegung  stattfinde.  .leder  Körper 
thut  nach  dieser  Idee  genau  dasselbe:  zwischen  der  Keactiou  des 
etwa  im  gewölndichen  .Sinne  ruhenden  und  der  .Action  iles  im  ge- 
wöhnlichen .Sinne  bewegten  soll  sowenig  ein  Unterschied  sein,  dass 

')  Neuer  Lehrbegritf  der  Bewegiiug  etc.  besjuiiere  .4nmeikuut; 
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es  ^aii/.  gleichgültig  ist.  was  man  als  .Vctinn  und  was  man  als 
Iteactioii  anselieu  will.  .Soweit  diese  (ileichgilltigkeit  auch  schon 
von  der  früheren  .Mechanik  anerkannt  wurde,  ist  sie  in  der  Ordnung. 
Indessen  Kant  wollte  augenscheinlich  nur  die  Kräfteverhältnisse 
als  real  und  absolut  gelten  lassen,  dagegen  die  räumliche  Be- 
wegungserscheinuiig  als  eine  phänomenale  Nebensache  hehandeln. 
deren  Bedeutung  sich  gän/.lich  verliere,  wenn  man  die  Bewegung 
noch  ansserhalh  der  Relation  der  beiden  Körper  betrachte  und 
auf  einen  absoluten  Raum  beziehe.  Hier  ist  also  wiederum  ein 
rmstaud  vorhanden,  der  schon  auf  die  später  hervorgetretene 
Neigung  des  Philosophen  deutet,  das  Räumliche  als  ideell  und  der 
objectiven  Realität  t*«tbehreud  auzusehen.  Grade  weil  ilie  Orts- 
veräuderuug  etwas  Relatives  ist,  was  nur  in  Beziehung  auf  Dinge 
im  Raume  real  und  mechanisch  bestimmt  sein  kann,  ist  es  um 
so  mebr  nothweiidig,  zu  jeder  Beweguugserscheiuuug  einen  realen, 
auf  die  Kräfte  bezüglichen  Vorgang  hiuzuzudeukeii.  Ks  lassen 
sich  also  die  Begriffe  von  Ruhe  und  Bewegung  ebensowenig  zu 
einem  einzigen  Begritf  ausgleichen  und  verschmelzen,  als  etwa  die 
Begiifte  von  einer  Oonstanz  und  einer  Veränderung  der  Lage. 
Wenn  Kant  daher  die  Vorstellung  beseitigt  wissen  will,  dass 
der  eine  Körper  ilem  andern  seine  Bewegung  alLuälig  mit- 
theile, so  setzt  er  jedenfalls  keine  andere  klar  denkbare  an  deren 
•Stelle.  Die  Schwierigkeiten  des  .Stetigen  in  jener  Mittheilung, 
auf  denen  Kant  dei-  gewöhnlichen  Vor.stelluugsart  gegenüber  haupt- 
sächlich fusst.  sind  bekanntlich  gar  nicht  specifisch  mechanisch, 
sondern  liegen  schon  in  der  rein  mathematischen  Sphäre  des 
blossen  Begriffs  einer  Ortsveräuderung,  ja  schon  ilesjenigen  einer 
stetigen  Grössenveräuderuug  überhaupt. 

H)!t.  .\lles,  was  Kaut  nach  dem  Krscheinen  seiner  ,, Kritik 
der  reinen  Vernunft“  (1781,  gearbeitet  hat,  fügt  sich  dem  Rahmen 
dieses  metaphysischen  tjrnndwerks  ein  imd  wird  als  .\nsfluss  seiner 
eigentlichen,  erat  von  jenem  Hauptwerk  zu  datirendeu  Philosophie 
betrachtet,  ln  allem  Früheren  hatte  er  noch  nicht  eine  erhebliche 
eigne  Metaphysik  zur  Geltung  gebracht;  von  nun  au  nahm  aber 
jeder  besondere  Wissenszweig,  den  er  behandelte,  das  Gepräge 
seiner  metaphysischen  Logik,  oder  mit  andern  Worten,  seiner 
Kategorieulehre  an.  Dies  i.st  denn  auch  mit  seiner  metaphysischen 
.Mechatiik  oder  Natur])hilosophie  der  Fall,  in  der  et  unter  dem 
Titel  von  „Metaphysischen  .\nfangsgründen  der  Naturwissenschaft“ 
1.1786)  die  logisch  metaphysische  Kategorieutabelle.  die  er  in  der 
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Kritik  il*^r  ipiiieu  Veruuuft  eiitworfrn  hatte,  in  ein  Dnt/end  mecha- 
nischer l’riueipien  uinwantlelte.  Den  an((e(ieuteten  zwöll'  Kategorien 
uder  («rundhegriffen  des  Verstandes  lagen  im  Allgemeinen  die 
Formen  der  logischen  Frtheile  /,n  Drnnde.  Auf  diese  Weise 
wurden  die  Fmidamentalprincipien  der  Mechanik,  wie  sie  sieh 
Kaut  dachte,  den  logischen  Thätigkeiteii  der  Begriffsverbindnng 
untergeordnet  oder  wenigstens  zugesellt.  Der  Philosoph  ging 
davon  aus'),  müsse  in  der  allgemeinen  Xaturlehre  .Sätze  gehen, 
die  uuabliüiigig  von  der  Krtährnug  erkannt  uml  altgeleitel,  also 
aus  Begriffen  des  Verstandes  dediicirt  werden  küunten.  Diesen 
reinen  Theil  in  dei  Ivrkenntniss  der  Uesetze  der  .Materie  und  der 
Bewegung  habe  er  ausgesondert  und  hiemit  gezeigt,  wie  gewisse 
Dinge  a priori  oder  mit  andern  Worten,  ans  ihrer  hlossen  Mög- 
lichkeit oder  Denkharkeit  erkannt  würden. 

W'eit  verbreitet  ist  die  Bt‘kaimt.schaft  mit  der  Kauti.scheu 
Lehre  von  den  nnerlässlichen  Vorbedingungen  der  .Möglichkeit  der 
Materie.  .Schon  die  blosse  Denkharkeit  einer  .Materie  überhaupt, 
d.  h.  von  Ktwas,  was  den  Baum  in  einer  bestimmten  Weise  erfüllt, 
soll  die  Annahme  von  zwei  Kräften  uothweudig  machen,  deren 
ijegcnsatz  allein  zur  Kxistenz  der  .Materie  führe.  Eine  ausschliess- 
liche .\nziehuiigskiaft  zwischen  den  Theileu  würde  die  Materie  auf 
einen  mathematischeu  Punkt  reduciren:  eine  ausschliessliche  ,\b- 
stossuugskraft  würde  sie  ins  .Schrankenlose  zerstreuen;  iu  beiden 
Fällen  würde  der  Kaum  leer  werden,  oder  wenigstens  nirgend  die 
Erfüllung  einer  gegebenen  .\iisdehnnng  desselben  denkbar  bleiben. 
Aus  diesem  (jruude  setze  die  Existenz  oder  der  Begriff  der  Materie 
die  Vereinigung  einer  .\ttractious-  mit  einer  Bepulsivkraft  und 
zwar  derartig  voraus,  liass  diese  beiden  Kräfte  zusammengenommen 
sowohl  die  jmnktnelle  Concentratiou  aller  .Materie  als  auch  deren 
unendliche  Zerstreuung  verhinderten.  Auf  diese  Weise  wird  von 
Kant  die  -Materie  nicht  als  GegensUnd  der  Kräftebethätignng 
gedacht,  sondern  selbst  in  einen  Kraftantagonismus  aufgelöst,  so 
dass  man  sich  im  .Sinne  des  Philosophen  die  .Materie  nur  als  eine 
Erfüllung  des  Baumes  mit  den  beiden  Kräftearten  vorzustellen 
hätte.  Weniger  bekannt,  als  diese  allgemeine  Idee,  ist  die  meta- 
physisch logische  Grundlage  oder  vielmehr  .knknüpfuug  derselben. 
Das  bejahende  und  das  verneinende  Frtheil  der  gewöhnlichen  Logik 


‘)  Muta|>liy«Uche  Aalaaf^a^riiade 
nach  dem  Kingaug. 
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liefVrti  nämlich  Kdiit  liie  metaphysischen  Kategorien  der  Realität 
und  derXegation.  und  hieran  schliesst  sich  als  Drittes  die  Limitation. 
Die  Art  oder  der  Grad,  in  welchem  die  .Materie  im  Kantischen 
Sinne  ihren  Raum  erfüllt,  soll  jenen  Kategorien  entsprechen,  und 
die  .Sätze  des  zweiten  Hauptstiicks  der  fniglicheu  .Schrift  sidlen 
nichts  weiter  als  .Anwendungen  und  Parallelen  jener  metaphysischen 
Begriffsverhältnisse  sein. 

Noch  deutlicher  lassen  sich  diese  Beziehnngeii  einer  meta- 
physisch gewendeten  Logik  zur  Mechanik  im  dritten  Hauptstück 
erkennen,  wo  das  Träglieitspriucip  auf  das  Causalitätsgesetz  zurück- 
gi'führt  und  dieses  letztere  wiederum  als  eine  Kidge  der  im  hypo- 
thetischen Uriheil  enthaltenen  Denkform  angesehen  wird.  Ks  ist 
ganz  richtig  und  schon  vor  Kaut  hemerkt  worden,  dass  der  ffriiml- 
satz,  demzufolge  zu  jeder  Veränderung  eines  Zustandes  eine  Ur- 
sache als  Grund  der  Veränderung  hinzngedacht  werden  muss,  auch 
in  clem  Trägheitsgesetz  in  einer  speciellen  .Anwendung  enthalten 
ist.  Der  logische  Grundsatz  besagt  jedoch  nichts  weiter,  als  dass 
etwas  entweder  sich  seihst  gleich  heharren  oder  alter  sich  ver- 
ändern müsse.  Die  Veränderung  hringt  ein  neues  Klement  in 
den  ursjtrünglichen  Begriff’  des  Zustandes,  und  dieses  neue  Element 
kann  daher  nicht  in  dem  Gedanken  jenes  heharrlichen  Zustandes 
seihst  mitgedacht  worden  sein  oder  in  ihm  an  sich  seihst  gelegen 
halten.  Dies  ist  .Alles,  was  die  Deuknothwendigkeit  mit  sich  hringt; 
oh  es  alter  einen  heharrlichen  Zustand  der  grailliuigen  gleich- 
förmigen Bewegung  in  der  Natur  als  fundamentale  Thatsache  gehe, 
ist  ilurch  Zerglietlerung  der  Erfahrungsphäuomene  in  ihre  einfachsten 
Bestandtheile  zu  entscheiden.  Kant  alter  verstichte ')  etwas  .Aehn- 
liches  wie  irAlemhert  und  glanhte  das  'rrägheitsgesetz  speculativ 
aus  dem  (.'ausalitätsgesetz  abgeleitet  zu  halten.  Der  einzige  Unter- 
schied zwischen  dem  logisch-metaphysischen  und  dem  mechanischen 
Princip  sollte  darin  bestehen,  dass  es  sich  bei  der  Materie  nicht 
Itlos  um  die  Forderung  einer  verändernden,  sondern  einer  von 
Aussen  verändernden  Ursache  handle,  weil  die  .Materie  sich  ans 
sich  seihst  nicht  bestimmen  könne  und  bei  ilerselben  keine  iuuern 
Kräfte  in  Frage  kommen  könnten.  VA'ie  Letzteres  mit  der  (’on- 
struction  der  Mateiie  aus  zwei  Bewegungen  zus;unmenstimmen 
könne,  haben  wir  hier  nicht  zu  untersuchen. 

Nicht  blos  das  hypothetische  l’rtheil  und  der  ihm  zugeord- 
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nnte  Begriff  der  Caiisalität.  sondeni  auch  das  kategorische  und 
das  disjuuctive  Urtheil  mit  den  ziigidiörigen  Begriffen  der  Snhstanz 
uud  der  Wechselwirkung  erhalten  ihre  metaphysisch  mechanise.he 
Bedeutung.  Der  Grundsatz  der  Beharrlichkeit  der  Substanz  wird 
zu  dem  der  Krhaltung  dei-selben  Menge  Materie,  und  der  Grund- 
satz, dass  alle  Substanzen  in  der  Welt  in  Wechselwirkung  stehen, 
soll  das  Axiom  ergeben,  dass  die  mechanische  .\ctiou  und  Keaction 
in  aller  Mittheilung  der  Bewegung  einander  gleich  sind.  Vom 
heutigen  Standpunkt  ist  es  bemerkenswerth.  dass  sich  das  kate- 
gorische Urtheil  liebst  dem  zugehitrigen  Begriff  der  Substanz  und 
dem  metaphysischen  Grundsatz  der  Beharrlichkeit  der  Substanz 
damals  nur  in  ein  Krhaltungsprinciji  der  Quantität  der  Materie, 
aber  nicht  im  Kiitrerntesteii  in  ein  Krhaltungsprincip  der  Kraft 
verwandelt  haben. 

Da  wir  hier  nicht  auf  die  andern,  weniger  erlteblichen  Biihriken 
und  Posten  der  sich  in  mechanische  Gesetz«*  verwandelnden,  meta- 
j.hy  sischen  Kategorientabelle  eiiizugehen  vermögen,  so  sei  nur  noch 
bemerkt,  dass  in  dem  ersten  Hauptstück  eine  als  Phoronomie  be- 
zeichnete  .\iisscheidiiug  mechanischer  Beziehungen  als  ein  be- 
sonderes Gebiet  hingestellt  wird,  welches  der  logischen  Quantität, 
also  der  Allgemeinheit  oder  Particiilarität  der  logischen  Urtheile 
entspreche.  Diese  Phoronomie  erledigt  das  Parallelogramm  der 
Kräfte  als  eine  Zusammensetzung  von  Bewegungen,  und  Kant 
meint  einen  neuen  Beweis  anfgestellt  zu  haben,  indem  er  die  eim* 
der  beiden  zusamiiienzusetzenden  Bewegungen  nicht  direct  dem 
Punkt,  sondern  in  entgegengesetztsr  Bichtiing  dem  umgebenden 
Kaum  zutheilt.  Hs  ist  «lies  eine  ähnliche  Wendung,  wie  die  in 
der  vorigen  Nummer  erwähnte.  Der  Name  Phoronomie  erinnert 
uns  heute  au  ein  Gebiet,  welches,  wenn  es  streng  gefasst  wird, 
gänzlich  der  reinen  Mathematik  angehört,  indem  es  ilic  Begriffe 
der  .Masse  und  der  Kraft  und  tiiemit  alles  Hmpirische  der  Mechanik 
aiisschliesst,  sich  übrigens  aber  nur  mit  den  .\nschauungen  der 
Ortsverändernngen  der  Punkte  und  geometrischen  Gebilde  beschäftigt 
und  hiebei  natürlich  auf  die  Begriffe  der  tleschwindigkeit  und  der 
Beschleunigung  oder  der  mathi'Uiatischen  Gesetzesverändermig 
dieser  rein  phänomenal  gedachten  Grössen  bes<ihränkt  bleibt.  Diese 
Phoronomie  bedarf  keines  einzigen  Krfahruugselements.  sondern 
beglaubigt  sich  völlig  a priori  wie  die  übrige  Mathematik.  Nun 
lällt  der  Kantische  Begriff  von  einer  Phoronomie  einigermaassen 
mit  der  eben  gekennzeichueteu  Idee  einer  Lehre  von  blos  mathe- 
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matifsph  zu  oonstruirpnden  Bowpgnngpn  ziipammpn  und  hat  das 
Seiiiigp  dazu  beigptragen.  dip  Absonderung  einer  eigentlichen 
Phorononiie  als  einer  abstraeten  Einleitung  in  die  Mechanik  zu 
befördern.  Dennoch  war  es  aber  gar  nicht  Kants  Meinung  gewesen, 
jenen  abstraeten  Tlieil  in  seiner  heutigen  Bedeutung  abzusondern: 
denn  sonst  hätte  er  die  Materie,  die  in  seiner  Phorononiie  als  das 
den  Raum  Einnehmende  in  Betracht  kommt,  als  einen  gar  nicht 
in  die  Phorononiie  gehörigen  Begrift’  principiell  fernhalten  müssen. 
Auch  in  andern  Beziehungen  ist  seine  Vorstellung  von  der 
Phorononiie  nicht  exact  diejenige,  welche  sich  im  19.  Jahrhundert 
eiugpführt  und  al.s  wohlumgrenzt  und  haltbar  erwiesen  hat. 

Wenn  man  von  Kant  in  Rücksicht  auf  die  mechanischen 
Principien  nicht  wohl  mehr  behaupten  kann,  als  dass  er  der  specu- 
lativen  Betrachtungsart  derselben  neue  Unterstützungsmittel  und 
Beispiele  von  logischen  Reflexionen  über  die  Principien  und  deren 
rein  ideelle  Bestandtheile  zugeführt,  und  dass  er  auch  da.  wo  er 
etwas  Haltbares  nicht  hervorbrachte.  wenigstens  die  Methode  der 
metaphysisch  logischen  Untersuchung  in  einer  gewissen  sichtenden 
Art  und  Weise  vertreten  habe,  so  giebt  es  doch  noch  eine  andere 
mehr  indirecte  .Seite  seines  Einflusses  auf  die  Mechanik,  die 
vielleicht  mehr  zu  bedeuten  hat.  als  seine  speciell  mechanischen 
Bestrebungen.  Seine  allgemeine  Metaphysik  hat  mit  ihrer  Unter- 
scheidung des  reinen  Verstandes  und  der  Erfahrung  als  der  zwei 
Erkenntnissfactoreii  viel  zur  Aufklärung  in  allen  Wissenschaften 
beigetragen,  und  sogar  seine  Raum-  und  Zeitlehre.  der  er  in  seiner 
erwähnten  iiaturphilosophischen  Hauptschrift  keine  unterscheidenden 
Coiisequenzeii  von  sonderlicher  Erheblichkeit  für  die  .Mechanik 
aligpwann,  hat  durch  die  Tiefe  ihrer  Gesichtspunkte  auregeud  auch 
auf  die  Pfleger  der  Mathematik  und  Meclianik  gewirkt.  Kant,  der 
überall  die  Spuren  davon  blicken  lässt,  «lass  er  den  Begrifl'  des 
Uneiidlichkleinen  in  seiuen  mechanischen  Darlegungen  in  dem 
gewöhnlichen  Sinn  nicht  anstössig  findet,  hat  dennoch  iudirect 
durch  seine  Metaphysik  dazu  beigetragen.  auch  in  dieser  Richtung 
eine  exactere  Begriftsfassung  möglich  zu  machen.  .Aehnlich  muss 
man  sich  das  Verhältniss  seiner  Philosopliie  zur  .Mathematik  und 
Mechanik  aucli  in  vielen  andern  Beziehungen  denken.  Der  Geist 
dieser  Philosophie  hat  in  seiner  allgemeinen  erkemituisstheoretischeu 
Richtung  auch  auf  die  Vorstellungen  von  den  theils  ideellen  theils 
empirischen  Elementen  dei  mechanischen  Principien  gewirkt  und 
auf  diese  Weise  wohl  mehr  Erfolge  erzielt,  als  unter  den  Hä  öden 
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«pinps  pignpD  pprspiilichpii  Trägprs.  dpr  dip  ppppifischp  Dpnkwpifp 
der  Mechaniker  nicht  genau  genug  im  Detail  kannte,  nni  die 
wissenschaftliche  Verfassung  dieses  Gebiets  vorzeichnen  zu  können. 
Auch  halben  ihn  an  einer  solchen  Vorzeichnung,  die  er  mit  den 
„Metaphysischen  .Vnlangsgiünden  der  Naturwissenschaft“  voll- 
zogen zu  haben  glaubte,  die  zum  Theil  in  ein  willkürliclies 
.Spielen  ansartenden  Manipulationen  mit  einer  au  sich  seihst  und 
von  vornherein  unhaltbaren  Kalegorieutabelle  gehindert. 
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Vierter  Abschnitt. 

Das  neunzehnte  Jahrhundert. 

Erstes  (,'iii)itel. 

Erweiterung  der  mechanischen  Grundbegriffe  durch  Poinsot. 

170.  lu  (len  l'ür  die  Prineiiiienfassiing  eihehlielieii  Leistungen 
des  10.  Jahihnnderts  ragen  t)c,sonders  zwei  That.sachen  hervor.  Die 
eine  ist  die  Kinführung  des  neuen  Hegrift's  der  Kräftepaare  duroli 
I’ninsot  ')  mit  der  sich  daran  knüpfenden  niuien  Fassung  und 
Hereicherung  der  Kotationstheorie.  Die  andere  Thatsache  bezielit 
sich  auf  die  Ausgangspunkte.  Folgen  und  Vorstellungsweisen,  welche 
bezüglich  der  F/ntdeckung  eines  niechaiiischen  Aefpiivalent.s  der 
Wärme  in  Frage  kommen.  Die  zeitlichen  Ausgangspunkte  dieser 
beiden  Pirweiterungen  des  mechanischen  Denkens  liegen  um  un- 
gefähr 40  .Jahre  von  einander  entfernt.  .\n  der  .'Schwelle  des 
.lahrhunderts  wurde  die  bessere  Grundlegung  der  Statik  durch 
l’oiusot  vollzogen,  und  Anfangs  der  vierziger  .lahre  wurde  die 
Entdeckung  des  mechanischen  Ae(|uivalents  der  Wärme  zuth  ersten 
Mal  veröffentlicht.  V'ornehmlich  sind  es  die  letzten  zwei  .Jahr- 
zehnte gewesen,  in  denen  sich  die  an  .1.  K.  Mayers  Entdeckung 
angeschlossenen  Moditicationen  der  mechanischen  .\nschauungs- 
weise  und  namentlich  des  Hegiiffs  der  Kraft  und  deren  Erhaltung 
verbreitet  haben.  Wenn  man  in  dieser  Hinsicht  in  runder  ZaJil 
die  Zeit  seit  18.Ö0  als  diejenige  der  lebhaften  Ernrleruiig  der  neuen 
.\nschauungsweise  bezeichnen  und  sogar  annehmen  kann,  dass  die 
greifbarsten  Seiten  der  Sache  überallhin  und  sogar  schon  in  die 
summarischen  Darstellungen  der  l’hysik  gedrungtui  sind,  so  ist  es 
bezüglich  der  I’ninsotschen  Leistungen  weit  schwieriger,  den  Zeil- 


')  (ieb.  1777,  18ö!'. 
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raum  anzugpbpii , seit  welchem  sie  von  der  allgempineii  Jleehanik 
angeeignel  und  von  den  Schriftstellern  als  nnningäiiglich  zn  Grunde 
gelegt  wurden  ’)•  In  vollständiger  Ausdehnung  nnd  erheblicher 
Consequenz  konnten  sie  erst  mit  der  Aufstellung  von  Poinsots 
neuer  Rotationstheorie,  also  nach  1834  zur  Geltung  gelangen.  Die 
umfassendste  und  erheblichste  unter  den  nach  Lagrange  erschienenen 
Gesammtdarstellungen  der  Mechanik,  nämlich  die  2.  Auflage  von 
Poissons  Trait^  de  mecanique  (1833)  ist  aber  noch  ein  .lahr  älter 
als  die  Poiusotsche  Kotationstheorie.  und  obwohl  das  Werk  von 
Poisson  in  statischer  Reziehuiig  den  Begriff  des  Kräftepaars  nicht 
übergeht,  so  ist  es  doch  noch  weit  davon  entfernt,  der  durch- 
greifend veränderten  Anschauungsweise  der  Prineipien  Rechnung 
zu  tragen.  Noch  viel  weniger  konnte  es  die  Sache  der  rein 
analytischen  Behandlungsart  sein,  allzu  bald  die  eigenthüinlich 
synthetische  ,\nschauungs-  und  KntwicklungsniPthode,  welche  Poinsot 
in  die  Mechanik  übertragen  hatte,  zur  Grundlage  der  analytischen 
Darstellung  zu  machen.  Poinsot  hatte  nicht  etwa  das.  was  mau 
moderne  synthetische  Geometrie  nennt,  zu  Hülfe  genommen,  sondern 
sich  eine  eigne  einfache  Verknüpfungsart  der  Ideen  gebildet,  welche 
ganz  specifisch  nur  der  Meidiauik  und  deren  Princi|den  angehörte 
und  als  die  erste  Einleitung  einer  modernen  synthetischen  .Mechanik 
gelten  kann.  Vielleicht  hat  dieser  Gegensatz  der  Methode  dazu 
beigetragen,  die  Ziehung  der  vollen  Consequenz(>n  der  Poinsotscheu 
Ideen  zu  verzögern.  Erst  in  den  spätem  .lahrzehnteii,  etwa  seit 
1840  hat  sich,  soweit  eine  solche  Thatsacdie  überhaupt  zu  um- 
grenzen ist.  die  vollständigere  Reception  der  Poinsidschen  Grund- 
lagen und  Deukformen  durchgesetzt  ®).  l'ebrigens  ist  es  bezididmeud, 
dass  noch  18'il  eine  erweiterte,  in  dem  urs|)rünglic,hen  Bestand 
aber  wörtliche  Reproduction  der  Poinsotscheu  Rotationstlieorie  in 


'I  Auirimt  (,'iimtc  »finlipte  in  seinein  Conrs  de  (ihiloKopiiie  |ni»itive 
(t>  Uäiide  Paris  18^.!0  -<2)  bereits  die  I’oiiisolscbeii  Verliessenm>;en  vull- 

stäiidifT  lind  sagte  wielitige  Kidgeii  fiir  die  Iqnamik  imd  s|ieeiell  für  die  Itii- 
tatinnstheorie  vmans  iHd  I Iii.  Vorlesung  S.  iiI2  und  Zugleiib  .setzte 

er  aber  aneb  liinzu.  dass  die  meisten  Mathematiker  noch  nicht  gebührend  auf 
den  (tegenstand  eingegangen  wären. 

Ihe  .kiifnahine  der  Itesnltate  Hndet  sieh  bereits  in  einem  T.ehrhneh 
wie  Navier,  Kesnm^  des  levuns  de  mecanique  eU-.  Paris  IStl,  während  di»  Methode 
weit  langsamer  einwirkte.  - Für  das  Verhalten  von  Möbius  zn  den  Poinsot- 
scheu .Vnscdiauungen  vgl.  des  ersteron  bclirbiich  der  Statik,  lSä7,  nnd  t'rellc 
Journal,  Bd.  18  0888)  S.  189. 
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dem  Fianzosischeii  Haiiptjoiii  Dal  der  Mathematik  erscheinen  konnte  ’i. 
Die  allgemeine  Verschmelzung,  welche  in  üeziehung  auf  synthetische 
Verfahruugsarten  jeder  ijattuug  mit  den  rein  analytischen  Gesichts- 
punkten stattgefundeu,  und  melir  und  mehr  das  gegenwärtige  Stadium 
der  Mathematik  kennzeichnet,  scheint  auch  für  die  Mechanik  ein- 
geleitet  zu  sein,  und  wir  werden  daher  auf  die  Spuren  zu  achten 
haben,  welche  auf  neue  Combinationen  in  dieser  Uichtung  deuten. 

171.  Krinnern  wir  uns  jedoch  zunächst  erst  noch  einiger 
GrundzOge  des  Zustandes,  welcher  den  neuen  Bestrebungen  voraii- 
ging  und  nicht  aufgehört  hat.  noch  immer  den  Rahmen  zu  bilden, 
innerhalb  dessen  sich  die  wissenschaftlichen  Erwerbungen  des 
19.  .Jahrhunderts,  soweit  dieselben  das  bereits  früher  abgegrenzte 
Gebiet  der  ausschliesslichen  Mechanik  betreft'en,  zur  Darstellung 
bringen.  Dieser  Rahmen  ist,  abgesehen  von  der  sachlichen  Er- 
weiterung durch  die  Wärmemechanik,  also  in  Rücksicht  auf  da« 
Mechanische,  wenn  es  an  sich  selbst  und  nicht  in  neuen  An- 
wendungen betrachtet  wird,  noch  immer  durch  Lagranges  syste- 
matische Zusammenfassung  und  Constituirung  der  Analytischen 
Mechanik  vertreten.  Keine  nachfolgende  Darstellung  ist  diesem 
fundamentalen  Werk  auch  nur  gleichgekoinmen.  Weder  der  Abriss 
der  Mechanik,  den  Laplace  an  die  .Spitze  seiner  Mecanique  cöleste  *J 
stellte  und  an  den  er  die  Specialausführungen  und  Rechenschaften 
über  das  in  der  plauetarischen  Mechanik  von  seinen  Vorgängern 
und  ihm  Geleistete  in  einer  Gruppe  von  Bänden  ®)  anschloss,  noch 
die  durch  gewisse  Eigenthümlichkeiteii  und  klare  Ausdrucksweise 
ausgezeichnete  Mechanik  J’oissons  können  als  Darstellungen  gelten, 
welche  das  grossartig  entworfene  Mush'rwerk  in  irgend  einer 
wesentlichen  Beziehung  auch  nur  erreichten.  Aber  auch  aus  einem 
andern  Gesichtspunkt  ist  Lagranges  Analytische  Mechanik  das 
Fundameutalwerk  geblieben,  auf  dessen  Grunde  die  wesentlichen 
rein  analytischen  Bereicherungen  lies  späteren  mechanischen  Wissens 
zu  .Stande  gebracht  wurdiui.  Es  ist  nicht  die  Aufgabe  unserer 

')  I.iouvill»,  .loiinml  (IcsMatlieiimtiiiiieii.  M.XVl  S.  U— 120  u.  S.  2S9 
ttd  1 (zuerst  in  der  umisten  .\iisjr.  der  Werke  .'benfallH  Bd.  1 ( 184U). 

•i  Der  M,  und  I.  Band  der  Mceaneiue  eeleste  ersehieiieu  1804 — 6:  «1er 
5 erst  1826.  In  den  Werken  von  184U  f^.  sind  Baud  1 bis  .6  die  Mdc.  celest«. 
Das  Systeme  du  mundo,  znorst  170Ü,  letzte  .tusg.  1824.  in  den  Werken  Bd.  VI, 
ist  eine  Darstellung  obue  CalcUI  und  enthält  ebenfalls  die  Principien  der 
Mechanik. 
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Schrift,  (üp  blossen  Intcgrationsenurtglichiingen  oder  die  Fnrm- 
vprändeniugen  der  dynaniisclipn  Gleichungen  zu  berücksichtigen, 
welche  in  unserni  Jahrhundert  den  Mathematikern,  also  z.  B.  einem 
Hamilton  und  Jacohi  gelungen  sind,  insoweit  solche  Formver- 
Inderungen  nicht  etwa  neue  Fundamentalsätze  oder  charakteristische 
Beziehungen  von  allgemein  ]>rincipieller  Bedeutung  ergehen  haben. 
Doch  müssen  wir  schon  an  dieser  Stelle  bemerken,  dass  der 
strenge  Begrifl'  einer  ausschliesslich  analytischen  Mechanik  von 
Lagrange  geschaffen  worden  ist  und  daher  als  der  leitende  Gesichts- 
punkt derjenigen  historischen  Entwicklung  betrachtet  werden  muss, 
die  unter  Festhaltung  dieses  reinen  und  absti-acten  Begriffs  nur 
die  Bearbeitung  der  verschiedenen  mechanischen  Gleichungsformen 
im  .\ugp  hat.  Diese  besondere,  in  ihrer  klaren  Abgrenzung  so 
mächtige  Disciplin  der  ausschliesslich  analytischen  Bearbeituugsart 
der  mechanischen  Probleme  hat  im  19.  Jahrhundert  einige  ansehn- 
liche Bereicherungen  erfahren:  aber  diese  Foitschritte  sind  als 
Zweige  an  einem  Baume  zu  betrachten,  dessen  Stamm  und  Haupt- 
gestalt ihren  Repräsentanten  in  Lagrange  haben. 

Grade  indem  man  zu  Poinsots  ganz  verschiedener  Art  und 
M’eise  übergehen  will,  muss  man  sich  einen  strengen  Begriff  von 
der  specifisch  analytischen  Mechanik  bilden.  Nur  so  wird  man 
den  Gegensatz  zwischen  den  analytischen  reberlieferungen  und  den 
mechanisch  synthetischen  Verfahrungsarten  nicht  missverstehen. 
Poinsot  blickte  mit  einer  gewissen  Genugthuung  von  seinen  an- 
schaulichen und  auf  anschaulichem  Wege  gewonnenen  Resultaten 
auf  das.  was  er  die  „langen  Umschweife“  •)  des  Oalcflls  nannte. 
.\uch  galten  ihm  die  vier  geschichtlichen  Skizzen  in  Lagranges 
.Analytischer  Mechanik  als  das  Vorzüglichste  *).  während  er  übrigens 
nicht  umhin  konnte,  die  ausschliesslich  analytische  .Ahleitungsarl 
bei  jenem  grossen  .Systematiker  für  etwas  zu  halten,  was  nicht 
auf  sich  selbst  beiiihe  und  was  ohne  das  besondere  Genie  des 
Bearbeiters,  der  von  einer  richtigen  Intuition  geleitet  worden  sei. 
gar  nicht  in  dem  ebenmässigen  Zusammenhang  zu  .Stande  gekommen 
wäre.  Jedoch  benntzte  er  selbst  jenen  Calcfil  zur  Darstellung  und 
weiteren  Vermittlung,  sobald  er  seine  Hanptgesichtspunkte  fest- 

ü Mein,  hiir  la  l•omposition  des  nmmoiits  et  des  aires  (jjeleson  1804). 
unter  II  am  .\nfan);.  tltas  Memuire  aucli  als  .\niiau(r  zu  vielen  .Ausgaben 
vuD  1'uiusot.s  Eleinents  de  stutique  abgednickt). 

*■1  Theurie  uuuvelle  de  la  rotatiou  des  cori«;.  Paris  IS.St,  .S.  :!;1.  ln  der 
Ausgabe  vun  18.M  zweite  Abtb.  Art.  28. 
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gcptrllt  hatte.  Da  min  die  Frage  naeli  der  Tragweite  der  ana- 
Ijtiseheii  Ali.-itraetiim  mul  des  reinen  Caleül.s  von  Wichtigkeit  für 
die  Stellnng  mul  Fassung  der  Principien  mul  für  die  logische 
|{angordnmig  der  iiiechanisehen  Wahrheiten  ist,  so  mügen  der 
Vorführung  der  Hleiiiente  der  synthetischen  Mechanik  einige  Be- 
merkungen über  die  reine  Idee  einer  analytischen  Mechanik  vor- 
angehen. 

172.  Da  der  alte  .\nsdrnck  rationelle  Meirhanik  neuerlich 
wieder  öfter  gehraucht  worden  ist  und  sich  H.  auch  eine  kurze, 
aber  unter  den  Lehrbnchern  ausgezeichnetere  Darstellung  des  vor- 
herrschend analytischen  .Stofts  ’ | in  dieser  M eise  betitelt  hat,  so 
darf  vor  allen  Dingen  nicht  flhersehen  werden,  dass  zwischen 
rationeller  und  analytischer  Mechanik  ein  Unterschied  besteht, 
sobald  inan  den  Begriflf  der  letzteren  streng  nimmt  mul  demgemäss 
im  Sinne  Lagranges  bestimmt.  Die  l•ationelle  .Mechanik  kann  sich 
veischiedener  Methoden  bedienen,  dieselben  einzeln  oder  in  Vei- 
bindnng  mit  einander  zur  Anwendung  bringen,  und  zeichnet  sich 
um  vor  dem  mehr  thatsächlichen  mul  auf  die  unmittelbare  Praxis 
bezüglichen  Wissen  durch  das  Vorherrschen  der  ans  Principien 
geführten  Deductionen  ans.  Die  rationelle  .Mechanik  existiide 
bereits  in  ihren  wesentlichen  (jiimdlagen,  ehe  sie  eine  analytische 
Gestalt  annahm.  Die  V’ollendnng  dieser  letzteren  Gestalt  verhält 
sieh  mm  zur  rationellen  .Mechanik  ungefähr  so,  wie  dii'  analytische 
ttenmetrie  zur  (ieometrie  überhaupt.  Nur  hat  die  analytische 

.Mechanik  noch  den  Vortheil  voraus,  bereits  die  eisten  Elemeutar- 
sätze  zu  beherrscheii.  wilhrend  ein  Theil  der  Elementargeometrie 
ansserhalb  der  analytischen  Behandlnng  verhlieben  ist.  Wie  Alles, 
was  über  Cmveii  mul  Flächen  oder  überlianpt  über  gesetzmässige 
läumliche  (lebilde  zu  entwickeln  ist,  in  der  analytischen  Geometrie 
als  t'onse(|iieiiz  der  abstracten  Grössenrelationen  dargelegt  wird, 
die  man  sich  für  irgend  eine  .\it  (jebilde  oder  für  eine  ('lasse 
oder  einen  allgeiiieinen  Typus  einfüi allemal  festgestellt  hat;  — so 
ist  auch  in  der  analytischen  Mecdiaiiik  die  Gleichung  oder  das 
Gleichmigssystem  der  Ausgangspunkt,  iler,  wenn  er  einmal  gewonnen 
ist.  zur  weiteren  (.'onseqneHzenziehimg  nur  algehmische  Operatioiien 
1‘rfordert.  Der  .\iifangs-  mul  der  Endjmnkt  eines  analytischen 
Verfahrens  werden  sich  allerdings  immer  mit  der  specifi .sehen 


')  lielaiiuav,  Tratte  <K' iiiecaniniic  ratioiielU',  1.  .(iifl.  rari.«  tsiiii,  ileuUcb 
von  li.  Krntis,  Wiesbaden  ttjOS. 
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Wirklichkeit  iinil  der  hesoiidem  Hedeiitiing  der  rircisseiiliegriffH 
heröhren.  die  in  dem  jedesmal  fraglichen  (iebiet  den  Gleichungen 
ihren  Sinn  geben.  Zwischen  diesen  beiden  Punkten  muss  aber, 
falls  die  Methode  nicht  gemischt  aiisfallen  soll,  nichts  weiter  als 
eine  Reihe  algebraischer  Hearbeilnngen  der  Relationengrnppe  an- 
zutreffen sein.  Ursprünglich  siml  die  realen  Verhältnisse  oder,  mit 
andern  Worten,  die  bestimmten  specifischen  Voraussetzungen  des 
Problems  auf  die  Porin  der  Gleichung  zu  bringen,  und  schliess- 
lich sind  die  Gleichungsformen  wiederum  mit  einem  specifischen 
Sinn  zu  denken  und  gleichsam  in  die  besondere  W'irklichkeit  der 
grade  fraglichen  Relationen  zu  übersetzen.  Mil  einer  solcbeu 
Interpretation  kann  man  die  verschiedensten  Stadien  der  alge- 
braischen Ge.staltungen  begleiten,  und  es  ist  hieraus  ersichtlich, 
dass  die  Möglichkeit  der  analytischen  .Mechanik  nicht  blos  auf 
gewissen  vorbereitenden  .Acten,  sondern  überhaupt  auf  der  nenutzung 
tier  doiipelteu  Brücke  beruht,  die  einerseits  zu  dem  algebraischen 
.Ausdruck  und  andererseits  von  dem.seIlM‘ii  wieder  zur  unmittel- 
baren Erfa.ssung  der  specifischen  Thatsachen  fühi1.  Die  reine 
Analysis  muss  also  den  bestimmteren  Boden  des  Gebiets,  auf 
welches  sie  angewendet  wird,  zuerst  mit  dem  einen  Puss  berühren, 
um  Haltung  zu  gewinuen,  und  daun  wiederum  den  amlerii  Kuss 
niedersetzen,  um  ihren  Fortschritt  zu  bekunden.  Ihr  Gang  ist  von 
einem  solchen  Wechsel  der  Berührungen  abhängig,  und  wenn  ihre 
demonstrative.  Ja  auch  erfinderische  Kraft  in  der  Selbstgenügsam- 
keit der  algebraischen  Operationen  zu  suchen  ist,  so  darf  nicht 
vergessen  werden,  dass  sie  das  Reich  der  höheren  .Abstraction  nur 
in  dem  Zwischenstadinm  vorslellt.  in  welchem  sie  ihre  Pndileme 
bereits  in  urs)(rünglicher  Weise  gestaltet  und  ihre  Resultate  noch 
nicht  in  die  bestimmtere  Fassung  des  specifischen  Falles  zu  über- 
setzen hat.  Rein  analytisch  ist  daher  eine  Entwicklung  nur 
iusüfern,  als  sie  hlos  algebraische  Umwandlungen  nach  dem  aus- 
schliesslichen Bedürfniss  der  gegebenen  Functions-  und  Gleichungs- 
gruppen anwenilet,  ohne  dabei  ausser  dem  allgemeinen  Zweck  einer 
Ermittlung  der  Relationen  der  Grössenveränderungeu  noch  andere 
leitende  Gesichtspunkte  von  .Aussen,  d.  h.  aus  dem  weniger  ab- 
stracten  Gebiet  zu  Hülfe  zu  nehmen.  Eine  solche  Hülfe  wüide 
die  Reinheit  des  Verfahrens  ebenso  alterireii,  wie  es  geschieht, 
wenn  .Jemand  behauptet,  eine  Echlussreihe  ohne  Erfahrmigs- 
elenieute  durchzuführeu  und  dabei  dennoch  sich  solche  Elenieiite 
unerkannt  unterschiebt.  Es  versteht  sich  von  selbst,  dass  bis  Jetzt 
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kein  \\'<»ik  ülttT  aiialvtwcht*  Meclmnik  pxiatirt,  wf'lehes  niflit  mehr 
oder  minder  die  fremden  Hülfsj^esiplit‘«|mnkte  auch  iii  das  mitt- 
lere streng  analytiscli  zu  liallende  Stadium  der  Operationen  ein- 
misehte.  Doch  hat  Lagrauge  in  unvergleitdilieliem  Maass  die  reine 
Kni Wicklung  aus  Idos  analytischen  Schematen  geübt,  und  man 
kann  im  Hinblick  auf  sein  Beispiel  und  dessen  historische  Con- 
seqnenzeii  liehau)iteu.  dass  eine  rein  analytische  Mechanik  im 
engem  Sinne  dieses  Worts  wirklich  existirt,  wenn  auch  übrigens 
ilas  durchschnittliche  und  übliche  Verhallen  keinen  Anstoss  daran 
nimmt,  die  rein  analytische  Bewegungsari  iler  Hntwicklnng  nicht 
principiell  festznhalten . sondern  nach  (tonvenienz.  ninl  Kürze  tnil 
anderweitigen  Kinschaltnngen  zu  fördern.  Die  Frage  nach  der  rich- 
tigen (himhination  iler  .Methoden  zu  einer  einheitlichen,  in  sich  nicht 
heterogenen  Verfahrnngsart.  in  welcher  jeder  (Jattung  ihre  .Stellung 
und  ihr  Maass  angewiesen  wäre,  i.st  noch  nicht  vidlstäudig  erledigt. 
.\ns  diesem  (irnude  ist  aber  im  Interesse  der  1‘riucipieu  und  der 
.Systematik  die  eingehendere  Beachtung  des  .Methodischen  an 
Foinsots  Leistungen  nicht  über  deren  materiellen  Inhalt  zu  ver- 
nachlässigen. 

173.  Der  principiell  neue  und  für  die  Orduniig  <ler  Klemeute 
der  Mechanik  hochwichtige,  ja  zur  \'ollständigkeit  der  fundamen- 
talen Xachweisnngen  nneutbehrliche  Begriff,  den  Foiusot  auff'aud. 
ist  der  des  KräftP])aars.  Diese  für  das  Verstiluduiss  aller  Uotations- 
effecte  oder  Kotationsbestrebnngen  soviel  Licht  und  Klarheit  bringende 
Idee  wurde  von  Foiusot  zunächst  in  seinen  Llemeuts  de  statique  ') 
auseiuandergesetzt:  aber  man  ersieht  ihre  nächste  Tragweite  am 
leichtesten  aus  der  schon  angeführten  Abhandlung  über  die  Theorie 
der  Momente.  Die  Fruchtbarkeit  des  Begriffs  zeigte  sich  aber  in 
besonders  glänzeuder  Weise  erst  mit  der  neuen,  in  einem  Memoire 
von  1834  niedergelegteu  Botationstheorie  *). 

Zwei  gleiche,  parallele,  aber  entgegengesetzte  Kräfte,  deren 
Angriffspunkte  man  sich  beliebig  an  einer  graden  Linie  denken 
mag,  lassen  sich  durch  keine  dritte  Kraft  aufhehen.  Während  im 
.Allgemeinen  drei  Kräfte,  die  an  einer  giaden  Linie  in  derselben 
Fbene  wirken,  nach  dem  Gesetz  des  Hobels  immer  so  genommen 
werden  können,  dass  zu  zwei  gegebenen  die  dritte  ein  tileich- 


')  Zuerst  ISOI;  eiue  0.  Ausgabe  rou  1S48.  die  alt.  .\ahaug  die  wicb- 
tignteu  41ouiuire  abgedruekt  uuthält. 

.Auch  beit. Inders  aU  Tbeurie  uuuvelle  de  la  rutatiou  dett  curi».  i'aria  lsd4. 


Digilized  by  Google 


431 


Kf*wiphtssystt>ni  foriiiii't.  also  der  Kesnltaiite  der  l>eiden  andern  ent- 
ge^eu<reaet'/t  ist.  tslllt  iliese  Mftglielikeit  in  einem  itesnndern 
Fall  tort.  In  diesem  Fall  Italien  ilie  zwei  gegebenen  Kräfte  gar 
keine  Kesnltaiite.  und  man  kann  sie  daher  aneli  niehl  linrcli  eine 
einzelne  Kraft  aufgehoben  denken,  welche  dieser  Kesnltaiite  gleich 
niid  entgegengesetzt  wäre.  Der  Kinfachheil  wegen  wollen  wir  uns 
denken,  dass  die  Kr.äfte  unter  einem  rechten  Winkel  angreifen, 
zumal  ila  es  sich  niemals  nm  diejenigen  Kestandtheile  der  Kräfte 
handeln  kann,  welche  auf  die  ,\ngrillslinie  projicirt  längs  der 
letzteren  wirken  und  sich  jlaher  gegenseitig  anfheben. 

Nennt  man  nun  mit  Poinsot  zwei  gleiche,  jiarallele.  aber 
entgegengesetzte  Krätte.  die  an  einem  gemeinschaftlichen  System 
wirken,  also  durch  irgend  eine  Verbindung  in  Keziehnng  gedacht 
weiden,  ein  Kräftepaar.  so  entsteht  das  anschaulichste  Bild  von 
des-seu  Wirksamkeit  dadurch,  dass  man  sich  die  beiden  Kräfte  an 
irgend  einer  der  vielen  gleichen,  sie  rechtwinklig  schneidenden 
.■\bstaudsliuien  angreifend  denkt.  Ueht  man  von  dem  ideellen 

Hebel  oder  der  starren  Linie  ans.  so  hat  man  sich  dasselbe  Bild 
zn  machen,  indem  man  die  an  zwei  Punkten  derselben  nach  ent- 
gegengesetzten Kichtnngen  in  derselben  Kbene  angreifenden  Kräfte 
sofort  rechtwinklig  denkt.  Poinsot  tixirt  die  Vorstellung  nicht  in 
dieser  Weise,  sondern  lässt  die  ^lannichfaltigkeit  der  .Neigungen 
der  parallelen  Kräfte  offen,  w'as  jedoch  der  Sichtbarkeit  des  ent- 
scheidenden Umstandes  nur  hinderlich  ist.  Der  Drehnngseffect  in 
Beziehung  auf  die  Linie  oder  überhaupt  auf  die  Kbene  der  Kräfte 
ist  immer  in  Frage. 

Poinsot  will  bei  seinem  Begriff’  vom  Kräftepaar  nichts  weiter 
als  das  Zusammen  (ensemble)  der  beiden  Kräfte  gedacht  wissen 
und  bestimmt  im  .\llgemeinen  und  priuciidell  gar  nichts  über  die 
.\rt.  wie  man  sich  dieses  Zusammen  etwa  als  eine  mechanische 
Beziehung  in  Form  einer  die  gegenseitige  Kinwirkung  vermittelnden 
Verbindung  zn  denken  habe.  Thatsächlich  fuhrt  er  allerdings  die 
Distanz  der  beiden  Kraftrichtnngen  als  mechanisch  erheblich  ein: 
es  geschieht  dies  aber  auch  in  keiner  andern  VWise.  als  in  welcher 
die  frühere  Mechanik  die  Momente  als  die  analog  wie  an  einem 
Hebelarm  wirksamen  Kräfte  autt’asste  und  ausdrückte.  Das  Product 
aus  der  Kraft,  die  auf  eine  Ebene  rediicirt  ist.  in  den  Abstand  von 
irgend  einer  gegen  die.se  Ebene  verticaleii  Axe.  bildet  in  Beziehung 
auf  diese  .\xe  das  Moment  der  Kraft.  Dieser  Begriff'  ist  derjenige 
der  älteren  Mechanik,  und  Poinsot  selbst  geht  auch  von  der  wesent- 
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lielieii  Identität  der  Kräftepaare  niui  der  Moinentgebilde  ans. 
Sein  Kräftepaar  hat  das  Product  ans  einer  der  beiden  <fleiehen 
Kräfte  in  iliren  geffenseitigen  Altstand  znin  Maass.  mi<l  wie  die 
Analysis  mit  den  Momenten  reclinete,  so  operirte  l’oinsot  mit  den 
Kräftepaareu  und  iler  /.ngeliörigeii  (irössenvorstellnng  ilires  Kffects. 

lb‘i  einem  Krüftepaar  ist  die  Sinnesverschiedenbeit  anders 
zu  fassen  als  1mm  einer  einzelnen  Kraft,  obwobl  die  .\nalogie  nicht 
verkannt  werden  darf.  Kehrt  man  den  Sinn  beider  Kräfte 
nm.  so  ändert  sieb  der  Sinn  des  Kräftepaars,  d.  h.  die  Itrehnngs- 
bestrebnng,  die  seinen  Kffect  repräsentiit.  wird  tlie  entgegengesetzte. 
M as  bei  einer  einzelnen  Kraft  die  Richtnng,  d.  b.  die  grade  Linie 
ist,  in  welcber  oder  nach  welcher  sie  wirkt,  ilas  wird  bei  dem 
Kräftejtaar  durch  die  Kbene.  in  welcher  oder  nach  deren  lüchtnngs- 
lage  es  wirkt,  völlig  analog  vorgestellt.  Wie  man  den  .Angriffs- 
punkt einer  einzelnen  Kraft  in  ihrer  Kichtnngslinie  inudi  einem 
andern  mit  dem  erstereii  nnveränderlich  verbundenen  Punkt  vmm'- 
legen  kann,  ohne  die  Wirkung  zu  verändein.  ebenso  kann  man 
die  binäre  Kraft,  welche  bei  Poinsot  Kräftepaar  heisst,  in  ihrer 
Kbene  in  eine  ganz  beliebige  andere  Lage  bringen.  .Man  kann 
also  das  Kiäftepaar,  sobald  iitan  zwei  bestimmte  Angriffspunkte 
voranssetzt.  nicht  nur  nm  die  Mitte  des  .Abstandes  derselben  in  alle 
Lagen  drehen,  sondern  darf  es  auch  translatorisch  in  der  Kbene 
und  nach  allen  parallelen  Kbenen  verschieben.  Die  liichtnngslage 
seiner  Kbene  im  Itanme,  nicht  aber  etwa  der  besondere  Ort  dieser 
Kbene,  bildet  das,  was  als  Richtnng  des  Kräftepaars  ilas  Analogon 
der  Richtnng  einer  Kinzelkraft  vorstellen  soll. 

174.  Nach  Poinsot  ergiebt  der  gewöbnli(die  L'alciil.  durch 
den  man  zu  zwei  parallelen  Kräften  die  Resultante  findet,  in  dem 
besoudern  Fall,  dass  zwei  gleiche  Kräfte  von  entgegengesetztem 
.Sinn  in  die  Formel  kommen,  ein  Resultat  ohne  allen  Sinn,  näm- 
lich die  Anbringung  einer  Kraft  gleich  Null  in  einer  unendlichen 
Kntfernung.  Rei  einer  nnendlichkleinen  Differenz  der  beiden  Kräfte 
liefert  er  jedoch,  wenn  man  den  e.xacteii  Begriff  des  l'neudlich- 
kleinen,  d.  b,  des  rnbescbränktkleiuen  zu  tirunde  legt,  je  nachdem 
der  unbegrenzt  kleine  l'eberscbuss  der  einen  oder  der  andein  Kraft 
angehört,  in  unbeschränkt  grosser  Kntferunng  auf  der  einen  oder 
auf  der  andern  Seite  die  .Anbringung  einer  unbegrenzt  kleinen 
Kraft.  Dagegen  zeigt  der  Calcül  in  beiden  Hiusicbteu,  dass,  wenn 
die  Differenz  nicht  nnendlichklein  sondern  Null  ist.  weder  auf 
der  einen  noch  auf  der  andern  Seite  eine  translatorische  Resultante 
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und  mithin  auch  keine  Herstellung  des  Gleichgewichts  durch  An- 
bringung einer  ein/.elneu  Kraft  im'iglich  ist;  denn  das  sogenannte 
Unendlichgrosse,  welches  der  Null  gegenfiherstehen  soll,  ist  wie 
die  Null  selbst  eine  Verneinung  der  Realität  und  Grösse  über- 
haupt und  darf  nicht  mit  dem  exacten  Begriff  des  unbeschränkt 
Grossen  verwechselt  werden. 

Die  Zusammensetzung  paralleler  Kräfte  beruht  entweder  auf 
einer  Ableitung  aus  dem  Parallelogramm  der  Kräfte,  oder  sie 
muss  unmittelbar  an  das  Hebelprincip  angeknüpft  werden.  Im 
erstem  Fall  muss  man  den  Spning  von  einem  unendlichkleinen 
Winkel  zum  strengen  Parallelismus  und  von  der  Kxistenz  eines 
Durchschnittspunkts  der  Kräfterichtungen  zu  der  Nichtexistenz 
eiues  solchen  machen.  Im  andern  Fall  ist  man  au  diese  indirecte 
Krmittlungsart  und  an  die  logischen  Umwege  derselben  zwar  nicht 
gebunden;  aber  es  bleibt  doch  eine  andere  Unzulänglichkeit  be- 
stehen, indem  man  zunächst  einen  festen  Punkt  voraussetzen  muss, 
um  dann  den  Uebergang  zu  der  freien  unveränderlichen  Linie  und 
den  drei  au  derselben  wirksamen  Kräften  zu  machen.  Unmittelbar 
hat  man  für  die  drei  Kräfte  nur  das  Gesetz  d(!S  Gleichgewichts; 
aber  man  kann  die  einer  jeden  gleiche  aber  entgegengesetzte  Kraft 
als  die  Resultante  der  beiden  andern  ansehen.  Dieser  durch  das 
Hebelprincij)  gewonnene  Begriff  der  Resultante  ist  aber  ein  indirecter, 
weil  er  von  dem  statischen  Verhalten  hergeleitet  wird.  Die  Kraft, 
die  man  sich  am  Unterstützungspuukt  im  gewöhnlichen  Hebel- 
schema angebracht  denken  kann,  ersetzt  zwar  die  Wirkung  des 
festen  Unterstützungspunkts  und  hebt  die  Bewegiingstendenz  auf, 
welche  an  diesem  Punkte  durch  die  an  den  Endpunkten  wirkenden 
Kräfte  verursacht  wird.  Diese  Bewegungstendenz  kann  daher  als 
die  translatorische  Resultante  angesehen  werden,  welche  die  beiden 
andern  Kräfte  durch  ihre  Wirkung  an  der  starren  Linie  ergeben. 
Ausserdem  ist  aber  auch  gegenseitig  die  Drehimgstendenz  der 
beiden  Kräfte  aufgehoben,  wenn  der  Hebel  im  Gleichgewicht  ist. 
Bei  dem  Arrangement  ist  mithin  Zweierlei  ins  Auge  zu  fassen, 
nämlich  erstens  die  translatorische  Resultante  der  beiden  Kräfte, 
und  dann  der  Umstand,  dass  eine  blosse  Fortschiebuug  der  starren 
Linie  in  der  Resultante,  d.  h.  rechtwinklig  gegen  dieselbe  angezeigt 
ist,  während  eine  Drehung  um  den  Durchschnittspunkt  mit  der 
Resultante  nicht  statttindet.  Die  beiden  Drehuugsbestrebuugen 
heben  sich  gegenseitig  auf;  aber  dieser  Umstand  wird  auf  Grund 
des  blossen  Uebelprincips  nicht  in  seiner  Selbständigkeit  sichtbar. 

DftkriitK,  0«»chiehte  d«r  MMk*nlk.  28 
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Man  ilpnkt  mir  an  ilie  translatorisclie  Resultante  der  beiden  Kräfte, 
aber  nicht  daran,  dass  diese  beiden  Kräfte,  abweseheu  davon,  dass 
sie  eine  Bewegiingsresnltante  ergeben,  auch  noch  ausserdem  in 
einer  gewissen  Hinsicht  in  einem  Gleichgewichtsverbältniss,  d.  h. 
in  einer  rein  statischen  Beziehung  stehen  müssen.  Ist  ein  fester 
IJnterstntznngspnnkt  vorausgesetzt,  so  sieht  man  deutlich,  dass 
ausser  dem  Druck,  den  er  ertührt  und  der  die  Summe  der  beiden 
Kräfte  vorstellt,  auch  noch  die  gegenseitige  .\nfhebnng  der  beiden 
Drehnngshestrehungen  eine  nnterscheidhare,  neben  der  andern  vor- 
handene Wirkling  liildet.  Macht  man  nnn  das  System  frei,  indem 
man  den  l-nterstütznngs))nnkt  durch  eine  dem  Druck  entgegen- 
gesetzte Kraft  ersetzt,  so  kann  dies  an  jener  Drehnngsheziehiing 
nichts  ändern.  Thnl  man  noch  einen  weiteren  Schritt  und  nimmt 
die  snhstitnirte  Kraft  fort,  so  entsteht  die  ihr  gleiche  und  ent- 
gegehgeselzte  Bewegiingsresnltante.  und  obwohl  es  nnn  an  dem 
ersten  (Ininde  der  mechanischen  Drehiingsteudenz  fehlt,  so  ist  doch 
die  blosse  .\bwesenheit  der  Drehung  als  ein  Gleichgewicht  in  Be- 
ziehung auf  ideelle  Drehnngslendenzen  aufzufassen.  Unter  allen 
Umständen  wird  man  aber  den  Kall,  in  welchem  die  Kräfte  nicht, 
wie  wir  eben  voranssetzten,  gleichstimmig,  sondern  nngleichstimmig 
parallel  und  gleich  sind,  in  Rücksicht  auf  das  Hehelschema  so  zu 
denken  haben,  dass  die  Druck-  oder  Bewegiingsresnltante  an  der 
.Stelle  des  Unterstfitziingspiinkts  Null  wird,  indem  die  beiden 
Kräfte,  dorthin  verlegt,  für  den  Kall  ihrer  Gleichheit  die  algebraische 
Summe  Null  gehen  oder  ftir  sich  allein  im  Gleichgewicht  sind. 
Da  ein  Druck  oder  Zug  selbständig  am  festen  Punkt  nicht  vor- 
handen ist.  so  kann  mau  die  Kräfte  dort  fortnehmen  und  das 
System  nicht  hlos  freimachen,  sondern  auch  von  den  am  festen 
Punkt  denkbaren  Suhstitiitionen  ganz  iinaldiängig  gestalten.  Ks 
entsteht  alsdann  keine  translatorische  Resnltaiite.  und  das  Einzige, 
was  noch  in  Betracht  kommt,  ist  die  Drehniigswirkuug. 

Ks  scheint  das  Schicksal  des  allgemeinen  Problems  der  Zu- 
sammensetzung paralleler  Kräfte  zu  sein,  in  Rücksicht  auf  die 
Strenge  der  Beweise  ähnliche  .Schwierigkeiten  darzuldeten,  wie  in 
der  reinen  Geometrie  die  Paralleleiitheorie.  Durch  Poinsots  Kort- 
schritte  ist  der  Punkt,  auf  den  es  ankommt,  nur  erst  recht  sichtbar 
geworden.  Die  Unznlänglichkeit  des  Parallelogramms  der  Kräfte 
macht  sich  grade  dadurch  am  bemerklichsten.  dass  man  vermöge 
desselben  und  mittelst  des  Durchgangs  durch  das  Kiiendliche  wohl 
eine  Beweguiigsresultante  für  beliebige  Kräfte  allgemein  erweisen. 


Digitized  by  Google 


4H5 


aber  nicht  die  Dndinngsiesultaiitcn  tiiuleii  kann.  Dies  rührt  daher, 
dass  PS  wcspiitlidi  auf  der  Voraussetzung  beruht,  dass  ein  einzelner 
Punkt  den  AngritTsgegeustaud  der  zusaiiiinen wirkenden  Kräfte  bilde. 
Bei  eineui  Punkt  als  solchen  hat  die  Drehung  weder  Grund  noch 
Sinn.  Sobald  man  aber  zur  Linie  oder  überhaupt  zu  zwei  mit 
einander  mechanisch  verlmndenen  Punkten  übergeht,  ist  dasjenige 
System  vorhanilen,  für  welches  das  Zusammenwirken  der  Kräfte 
ausser  der  fortschreitenden  auch  eine  drehende  Bewegung  ergiebt, 
die  nur  in  besonderu  Källen  Null,  d.  h.  als  aufgehoben  zu  betrachten 
ist.  Ks  ist  also  nicht  wesentlich  der  Parallelismns  und  die  Gleich- 
heit der  Kräfte,  sondern  die  Linie  als  Angriffsobject,  was  die 
eigenthOmliche  Drehungswirknng  verursacht.  Nicht  weil  zwei 
Kräfte  ungleichstimmig  parallel  uud  gleich  sind,  sondern  weil  sie 
nicht  an  einem  sondern  an  zwei  Punkten  vermittelst  einer  Linie 
wirken  und  in  Beziehung  stehen,  führen  sie  zu  Drehungswirkungen. 
Ist  also  eine  lanie  gegeben,  die  au  zwei  Punkten  von  beliebigen 
Kräften  von  beliebiger  Bichtung  und  Grüsse  afficirt  wird,  so  kann 
mau  fragen,  was  liie  auf  die  Linie  projicirten  Bestandtheile  und 
was  die  senkrecht  zu  derselben  stehenden  Kraftelemente  für  \f'ir- 
kiingen  hervorbringen.  Liegen  diese  senkrechten  Kraftelemente 
unmittelbar  in  einer  Ebene,  so  kauu  man  sie,  wenn  sie  ungleich 
sind,  in  ein  gleiches  Paar  und  in  einen  Peberschuss  verwandeln, 
.ledenfalls  wird  man  auf  irgend  einem  Wege  zu  den  Drehungs- 
elfecten  gelangen  müssen,  wenn  mau  nur  das  Problem  der  Kräfte- 
znsammensetzung  an  einer  gradeu  Linie,  ebenso  wie  dasjenige  der 
Zusammensetzung  an  einem  Punkt,  in  seiner  ganzen  Allgemeinheit 
fiehaudelt  und  in  allen  Beziehungen  auflüst.  Hiemit  ist  auch  zu- 
gleich ersichtlich,  dass  der  Anspruch  Poinsots,  eine  wesentliche 
Ergänzung  des  Parallelogramms  der  Kräfte  durch  den  Begriff  des 
Krärtepaars  uud  ilurcb  das  l’arallelogramm  der  Kräftepaare  ge- 
liefert zu  haben,  ein  völlig  gerechter  ist.  Nur  bleibt  natürlich 
noch  in  der  Ableituugsart  und  in  der  Einheit  der  Auffassung 
sowie  in  der  Beziehung  des  neuen  Begriffs  zur  Analysis  Einiges 
zu  wünschen  übrig. 

175.  Währeuil  Poinsot  in  seinem  Memoire  von  1804  eine 
anschauliche  Uebersicht  der  Grundvorstelluugen  und  Hauptanweu- 
dungen  iler  Theorie  der  Kräftepaare  giebt,  sind  die  Beweise  für 
die  Verlegbarkeit  des  .\ugrilfsortes,  sowie  für  das  Maass  und  die 
Zusammensetzungsregel  der  Kräftepaare  hauptsächlich  im  zweiten 
Abschnitt  des  ersten  Capitels  seiner  Elemente  der  Statik  uieder- 
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gelegt,  aus  denen  für  nnsern  Zweck  nur  wenige  Nummern  ’)  aus- 
gezeichnet werden  können.  Der  synthetische,  fortwährend  auf 
KräfU"sul)stitutionen  und  geometrischen  Arrangements  fusseude. 
daneben  in  der  Form  etwas  starre  Gang  jener  Poinsotschen  Elemeutar- 
statik  gestattet  kaum  eine  Heraushebung  aus  dem  Zusammen- 
hang. Die  entscheideudeu  Umstände  müssen  jedoch  wenigstens 
im  Allgemeinen  markirt  werden.  Abgesehen  von  der  Auffindung 
lies  Begriffs  des  Kräftepaars  ist  in  der  Erläuterung  der  ersten 
principiellen  Elemente,  namentlich  der  Zusammensetzung  der  Kräfte 
im  Allgemeinen,  keine  neue  Nachweisung  gegeben,  die  stichhaltig 
wäre.  Trotz  alles  äusseru  Anscheins  und  ungeachtet  des  üin- 
standes,  dass  die  Zusammensetzung  gleichstimmig  paralleler  Kräfte 
dem  Parallelogrammgesetz,  wie  dasselbe  in  seinem  vollständigen 
Umfang  erscheint,  vorangeschickt  wird,  haben  alle  diese  Theilungs- 
vei-suche  doch  kein  System  ermöglicht,  welches  an  die  Euklidische 
Strenge  heranreichte.  Eine  specielle  logische  Kritik  würde  hier 
viel  zu  weit  führen;  aber  in  Rücksicht  auf  den  Hauptzweck  unseres 
Berichts,  nämlich  die  Vorstellung  von  der  Wirkung  eines  Kräfte- 
paars.  darf  nicht  übersehen  werden,  dass  keine  entscheidende  Idee 
hierüber  gegeben  wird,  etwa  wie  diejenige,  welche  dem  Parallelo- 
gramm der  Bewegungen  entspricht  und  bekanntlich  zeigt,  in  welcher 
Weise  ein  Punkt  zwei  Bewegungen  zugleich  zu  haben  vermöge. 
Poinsot  weist  ausdrücklich  die  Idee  der  Rotation  als  * etwas  „rein 
Accessorisches“  zurück  und  will  sie  nur  als  Bild  gelten  lassen  *). 
Auch  i.st  sie  in  der  That  von  ihm  selbst  nur  accessorisch  benutzt, 
indem  er  zur  Erläuterung  die  besondere  Voiaussetzung  mardit,  dass 
der  Mittelpunkt  des  Hebelarms  fest  sei.  Diese  Voraussetzung 
alterirt  aber  den  reinen  Effect  wesentlich,  und  es  fehlt  mithin 
in  Poinsots  System  eine  unmittelbar  anschauliche,  ja  über- 
haupt eine  von  vornherein  völlig  klare  Vorstellung  von  der  Be- 
wegnngswirkung  eines  Kräftepaars  auf  sein  Angriffsobject.  Die 
Bewegung  des  Punktepaars,  die  aus  der  Anbringung  der  beiden 
Kräfte  resultirt,  ist  nicht  als  solche  ins  Auge  gefasst.  Aus 
diesem  Grunde  ist  auch  der  Effect  auf  die  Ebene  oder  den  stai’ren 
Körper  nicht  principiell  in  solcher  Weise  evident  gemacht,  wie 
man  es  bei  elementaren  Fnndamentalvorstelluugen  fordern  muss. 

Die  allgemeine  Methode  Poinsots,  die  Verlegbarkeit  des 


*)  Etwa  Art.  2,')  t'g.,  50,  102  fg.  der  2,  Auag.  der  Ell^menta  de  statiijue.  1821. 
*}  Ibid.  Ende  von  Art.  47. 
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Kräftepaars  sowie  Maass  iiiui  Ziisainineiiselziui^  der  Kräftepaare 
zu  bestimmen,  beruht  einei'seits  auf  Substitutionen  von  Paaren, 
deren  obwohl  unbekannte  Wirkung  unter  übrigens  gleichen  Um- 
ständen doch  immer  sich  selbst  gleich  bleiben  und  bei  der  Knt- 
gegensetzung  Ihresgleichen  aufheben  muss,  — und  amlererseits 
gründet  sie  sieb  auf  den  Kunstgriff,  Paare  von  gleichen  Hebel- 
armen und  gleicher  Kichtuug  der  Kbene  mit  den  Angriffspunkten 
zu  supei-pouiren  oder,  Paare  von  gleichen  Kräften,  gleicher  Hichtung 
der  Ebene,  aber  ungleichen  Hebelarmen  so  zu  coordiniren,  dass 
die  Hi'belarme  einen  einzigen  bilden  und  immer  ein  Angriffspunkt 
jedem  Paare  gemeinschaftlich  wird.  Alsdann  lieben  sich  die  Kräfte 
an  den  gemeinschaftlichen  .\ngriffspunkten  unter  Voraussetzung 
gleicher  Siunosrichtung  der  Paare  auf,  und  es  bleibt  nur  ein  Paar 
übrig,  welches  die  Summe  der  Hebelarme  zu  seinem  Hebelarm 
hat.  Hieraus  folgt,  dass  die  Zusammenwirkung  mehrerer  Kräfte- 
paare, wenn  man  diese  Paare  etwa  ganz  identisch  nimmt,  unter 
allen  Umständen  die  Venieltächung  des  Hebelarms  ergiebt,  was 
auch  immer  diese  Wirkung  sein  möge.  Man  kann  mithin  ein  zur 
Einheit  genommenes  Kräftepaar  aus  einem  doppelten  Gesichtspunkt 
in  ein  Vielfaches  verwandeln,  indem  man  nämlich  die  Kraft  oder 
den  Hebelarm  oder  beide  Grössen  vervielfacht.  Das  Maass  ist 
hiemit  gefunden  und  zwar,  was  bemerkenswerth  ist,  ohne  die  Ver- 
mittlung einer  besondern  und  an  sich  zureichenden  Totalvorstellung 
von  der  Wirkung  eines  Kräftepaars.  Eine  deutliche  Idee  lag 
nämlich  nur  in  Beziehung  auf  die  Einzelkräfte  zu  Grunde,  die 
man  sich  gegenseitig  aufheben  oder  addireii  Hess.  Dennoch  gewann 
Poinsot  wesentlich  nach  dem  von  uns  angegebenen,  aber  concen- 
triiten  Schema  seine  specielleren  Beweisgesichtspunkte  für  die  ein- 
fachste Art  der  Zusammensetzung  und  mithin  die  Messungsregel, 
derzufolge  sich  die  Grösse  eines  Paars  aus  den  beiden  Factoren 
der  perpendiculären  Distanz  und  der  Kraft  zusammensetzt.  Er 
nannte  dieses  Product  das  Moment  des  Kräftepaars,  wodurch  noch 
mehr  an  den  im  Grunde  identischen  gewöhnlichen  Begriff  der 
Momente,  d.  h.  an  das  Product  einer  Kraft  in  einen  Abstand 
erinnert  wird. 

Die  Zusammensetzung  von  Kräftepaaren,  deren  Ebenenrichtungen 
einen  Winkel  bilden,  wird  erwiesen,  indem  die  Paare  auf  gleiche 
Hebelarme  reducirt,  mithin  in  ihrem  Grössenverhältniss  rein  durch 
die  Kräfte  ausgedrückt  und  dann  in  die  Durchschnittslinie  der 
Ebenen  derartig  verlegt  werden,  dass  die  gleichen  Hebelarme 
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nisammpnfallen.  Dann  entateht-  durch  Ziisaniniensctzung  der  beiden 
Einzelkräfte,  die  jedesmal  an  dem  gemeiusehaftlicheu  Angriffspunkt 
liegen,  bei  jedem  Punkt  eine  neue  Einzelkraft  und  mithin  zusammen 
ein  neues,  nämlich  das  resultirende  Paar.  Die  Kegel  der  gewöhn- 
lichen Kräftezusammeusetzung  ergiebt  sich  auf  diese  Weise  als 
diejenige  der  Kräftepaare,  indem  diese  Paare  ihrer  Grösse  nach 
durch  Linien  dargestellt  werden,  die  den  Producten  aus  Kraft  und 
Hebelarai  entsprechen.  Der  Winkel,  in  welchem  diese  Linien 
nach  der  Regel  des  Parallelogramms  zusammenzusetzen  sind,  ist 
derjenige  der  Ebenen  oder,  was  dasselbe  ist,  derjenige  von  Axeu, 
welche  auf  den  Ebenen  der  KiUftepaare  senkrecht  stehen  und  bei 
Poinsot  auch  gradezu  Axeu  der  Kräftepaare  geuauut  werden.  Je 
nach  dem  Sinn  der  Kräftepaare  ist  natüilich  einer  der  vier  mög- 
lichen Winkel  zu  nehmen,  welche  sich  bei  dem  Durchschnitt  der 
Ebenen  oder  der  Axen  darbieten.  Doch  dies  befindet  sich  Alles 
in  der  strengsten  Analogie  mit  dem  Parallelogramm  der  Kräfte 
und  braucht  hier  nicht  weiter  dargelegt  zu  werden. 

176.  Das  bisher  Angegebene  enthält  die  Elemente  der 
Theorie,  und  das  Hauptfuudament  derselben  besteht  darin,  dass 
zwei  ungleichartige  Ursachen  oder  zweierlei  wesentlich  verschiedene 
Einwirkungen  von  einander  gesondert  worden  sind.  Ein  Kräftepaar 
kann  nie  durch  eine  Einzelkraft,  sondern  nur  durch  .Seinesgleichen 
aufgehoben  oder  ersetzt  werden.  Die  allgemeine  Kräftezusammen- 
setzung wird  daher  in  Kflcksicht  auf  das  Gleichgewicht  davon 
auszugehen  haben,  dass  die  gegenseitige  Aufhebung  der  Bewegungs- 
antriebe isolirt  für  jede  der  beiden  ,\rten  von  Ursachen  statthaben 
muss.  Mau  verschafft  sich  nun  einen  recht  anschaulichen  Begriff 
von  der  Leichtigkeit,  mit  welcher  Poinsot  die  allgemeinen  Be- 
dingungen des  Gleichgewichts  eines  starren  Systems,  d.  h.  also 
überhaupt  die  sechs  Gleichungen  des  Gleichgewichts  füi'  jegliches 
System  ableitet,  wenn  man  ihm  in  seinem  Haupt vert'ahren  folgt. 
Das  letztere  besteht  darin,  eine  Kraft  parallel  mit  sich  selbst  an 
einen  beliebigen  andern  Augriffsjinnkt  des  Systems  z>i  verlegen 
und  die  Veränderung  der  Wirkung,  die  hiedurch  entsteht,  durch 
die  Einführung  eines  Kräftepaars  anszugleichen,  welches  in  der 
Ebene  der  urspriinglichen  und  der  neuen  Lage  der  Kraft  seine 
Position  hat.  Man  kann  nämlich  die  Kraft  sich  selbst  parallel 
an  einem  l)eliebigen  Punkt  noch  einmal  anbringen,  indem  man  sie 
dort  sofort  durch  die  gleiche  und  entgegengesetzte  Kraft  anfheben 
lässt.  So  ergiebt  sich  ein  System  von  drei  Kräften,  das  man  in 
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Pin  Paar  und  in  dip  am  nenpii  AugriflVspuukt  wirkendp  Kraft  ab- 
theüpn  kann,  fjo  erzeugt  ilie  Verlegung  einer  Kraft  in  paralleler 
Lage  nur  die  Nothwendigkeit,  das  hieinit  entstehende  l’aar  zu 
berücksichtigen.  Das  l’aar  kann  nun  in  derselben  oder  in  einer 
parallelen  Rhene  einen  beliebigen  Ort  erhalten,  und  mau  hat 
offenbar  ganz  ansidiaulich  die  urspiflugliche  einfache  Wirkung  der 
Kraft  an  dem  gegebenen  .\ngriffspunkt  durch  eine-  Comhinatinn 
Bi-setzt,  deren  eines  Glied  dieselbe  Kraft  am  neuen  Angriffspnnkt, 
und  deren  anderes  Glied  das  Kräftepaar  mit  dem  rechtwinkligen 
Verlegungsabstaud  als  Hebelarm  ist. 

Nach  diesem  Verfahren  kann  man  alle  Kräfte  an  einen  Punkt 
von  beliebiger  Position  verlegen,  wenn  dei-selhe  nur  unveränderlich 
mit  dem  System  verbunden  ist:  denn  uui'  unter  dieser  Voraus- 
setzung erzeugen  sieh  bei  der  Verlegung  eigentliche  Paare  und 
kann  die  Gruppe  der  drei  Kräfte  als  auf  das  System  bezüglich 
angesehen  werden.  Rs  ergiebt  sich  mithin  für  jeden  beliehigen 
Punkt  eine  und  dieselbe  trauslatoii.sche  Uesultaute.  während  man 
durch  Zusammensetzung  allei’  Kräftepaare  »‘bentälls  ein  einziges 
resultirendes  Paar  erhalten  muss.  Das  Problem  der  allgemeinen 
Kräftezusammensetzung  ist  hiemit  in  einer  neuen  Wtdse  gelöst. 
Die  Bedingungen  des  Gleichgewichts  lassen  sich  ebenfalls  sofort 
augeben:  denn  erstens  muss  die  translatorische  Resultante  gleich 
Null  sein,  und  dies  ist  nur  möglich,  wenn  auch  die  nach  drei 
rechtwinkligen  Axen  zerlegten  Kräfte  nach  jeder  der  Axen  eine 
Resultante  oder  Summe  gleich  Null  ergeben.  Diese  letzteren  drei 
Beziehungen  sind  aber  nichts  als  die  bekannten  drei  Gleichungen 
des  translatorischen  Gleichgewichts.  Soll  ferner  in  Beziehung  auf 
die  Krätlepaare  Gleichgewicht  statttiudeii,  so  muss  die  Paarresultante 
ebenfalls  gleich  Null  sein,  und  dies  ist  wiederum  nur  möglich, 
wenn  die  nach  den  drei  Coordinatenebenen  zerlegten  Paare  sich  in 
jeder  der  drei  Rhenen  ebenfalls  zu  Null  autlieben  oder  wenn,  was 
dasselbe  heisst,  die  zerlegten  Paare  um  die  jedesmal  zugehörigen 
Coordiuateuaxen  im  Gleichgewicht  sind,  d.  h.  eine  Summe  gleich 
Null  ergeben.  Die  Gleichsetzung  dieser  Paarsummen  gleich  Null 
repräsentirt  aber  die  bekannten  drei  älonieutgleichungeu.  in  denen 
das  rotatorische  Gleichgewicht  ausgedrückt  wird.  Auf  diese  Weise 
hat  also  die  Vervollständiguug  der  Blemeute  der  Statik  durch 
den  Begriff  des  Kräftepaais  dazu  gedient,  die  sechs  Grund- 
gleichungen der  Statik  in  der  einfachsten  Weise  abzuleiten.  Die 
zwei  Hauptseiten  des  Gleichgewichts  und  der  Bewegungsmöglichkeit, 
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nämlich  die  Gesichtspunkte  der  Translation  und  der  Rotation,  sind 
in  fundamentaler  Art  hervorgetreten  und  bis  in  das  Gebiet  der 
ersten  Priiicipieii  hinein  verfolgt.  Dies  ist  methodisch  und  systematisch 
ein  nicht  leicht  zu  überschätzender  Fortschritt.  Sonst  gelangte 
man  zur  Kotatiou  wie  zu  etwas  Zufälligem,  was  sich  willkürlich 
in  die  allgemeinen  Consequenzen  der  zunächst  blos  translatorisch 
vorgestellteu  Kräftewirkungen  und  Kiitftezusammeusetzuugen  eiu- 
führte.  Jetzt,  nach  der  Poinsotscheu  Theorie,  ist  es  möglich, 
schon  in  den  ersten  Grundlagen  die  Veranstaltungen  zu  treffen, 
deren  Consequenzen  alsdann  immer  beide  Seiten  der  Bewegung 
und  des  Gleichgewichts  beherrschen. 

Eine  Einzelkraft  lässt  sich  mit  einem  Paar  nur  daun  zu 
einer  Resultante  zusammensetzen,  wenn  die  Kraftrichtuug  der 
Ebenenrichtung  des  Paars  parallel  ist.  Dies  ist  also  die  Bedingung, 
damit  an  einem  System  in  der  allgemeinen  Zusammensetzung  der 
Kräfte  und  der  Paare  eine  einzige  Resultante  entstehe.  In  allen 
andern  Fällen,  wo  die  Kraftrichtuug  die  Ebene  des  Paars  schneidet, 
wird  das  Ergebniss  die  zweierlei  Bewegungsarten  umfassen,  d.  h. 
es  wird  in  einem  resultirenden  Paar  und  in  einer  resultirenden 
Einzelkraft  bestehen. 

Unter  den  weiteren  Anwendungen  der  Poinsotschen  Methode 
ist  die  Auffindung  des  Begriffs  derjenigen  Ebene  auszuzeichuen, 
nach  welcher  die  an  einem  System  wirkenden  Paare  bei  der 
Projection  ein  Maiimum  ergeben.  Es  ist  dies  ganz  einfach  die  Ebene 
des  resultirenden  Paars,  und  die  fragliche  Maximalsnmine  der  auf 
diese  Ebene  reducirten  Paare  wird  durch  das  resultirende  Paar 
selbst  vorgestellt.  Wenn  man  sich  daher  anstatt  unmittelbar  an 
die  Ebenen  an  beliebige  senkrecht  zu  denselben  stehende  Axen, 
d.  h.  an  die  Aien  der  Paare  hält  und  irgend  einen  Punkt  ins 
Auge  fasst,  durch  welchen  man  sich  ausser  einer  .Axe  des 
resultirenden  Paars  noch  eine  Unendlichkeit  von  beliebig  zu 
wählenden  rechtwinkligen  Coordinatenaxen  denkt,  so  kann  man 
auch  sagen,  dass  die  Ebene,  welche  auf  der  resultiranden  .Axe 
senkrecht  steht,  im  Vergleich  mit  allen  andern  Ebenen,  die  man 
sich  als  Coordinatenebenen  denselben  Urspnmgspunkt  durchschneidend 
vorstellen  mag,  das  Maximum  unter  den  .Summen  der  auf  die  ver- 
schiedenen Ebenen  reducirten  Paare  repräsentirt.  Es  ist  dieser 
Satz  die  genaue  Analogie  einer  für  die  Einzelkräfte  geltenden 
Wahrheit,  die  jedoch  weder  von  Poinsot  noch  sonst  mit  der  ihr 
gebührenden  prinoipiellen  Auszeichnung  bedacht  wird.  Unter  allen 
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Richtnngpn  ist  nämlich  die  der  Resultante  diejenige,  auf  welche 
redneirt  ein  beliehiges  System  von  Kräften  ein  Maximum  ergieht: 
oder  in  einer  etwas  andern  Wendung  ansgedrfickt,  die  Resultante 
stellt  seihst  in  Vergleich  mit  allen  andern  Itichtnngen,  in  denen 
die  Kräfte  wirkend  gedacht  werden  können,  dieses  Maximum  der 
Wirkung  vor.  Genau  so  verhielt  es  sich  aber  auch,  wie  Poinsot 
nachgewiesen  hat,  mit  den  Kräftepaaren.  In  der  letzteren  Beziehung 
ist  es  am  natürlichsten,  nicht  die  Axenrichlnug,  sondern  die  Eheuen- 
richtnng  oder  auch  unmittelbar  die  Ebene  des  resultireiiden  Paars 
zn  Grunde  zu  legen  und  zu  sagen,  dass  diese  Ebene  die  des 
Maximums  der  Paare  sei. 

177.  Ein  interessanter  und  nothwendiger  Grundbegriff,  der 
zu  dem  Poinsotschen  Hauptvedähren  gehört,  ist  derjenige  der 
Ebene  des  Minimums  unter  den  Ebenen  der  Maximalpaare,  die  sich 
als  resnltirende  Paare  für  die  verschiedenen  Angriffspunkte  der 
translatorischen  Resultante  ergeben.  Fasst  man  nämlich  die 
schliessliche  Gesammtresultante  in  irgend  einer  bestimmten  Lage 
und  das  zu  dieser  Lage  gehörige  Paar  ins  .Vuge,  so  wird  die  Ver- 
legung jener  Resultante  in  eine  beliebige  andere  ihr  parallele  Lage, 
dem  Hauptvedähren  gemäss,  ein  neues  Paar  erzeugen,  welches  mit 
dem  für  die  alte  Lage  resultirenden  Paar  zusammenzusetzen  ist 
und  so  das  für  die  neue  Lage  resnltirende  Paar  ergiebt.  Da  die 
neue  Lage  der  Resultante  beliebig  wählbar  ist,  wenn  sie  nur  mit 
sich  .selbst  parallel  an  einem  dem  System  unveränderlich  zu- 
gehörigen Punkt  angreift,  so  kann  man  die  Grösse  des  der  Ver- 
legung Rechnung  tragenden  Paares  vermöge  der  beliebig  zu 
wählenden  Länge  seines  Hebelarms  so  einrichten,  dass  es  in  der 
Zusammensetzung  mit  jenem  zuerst  resultirenden  Paar  ein  neues, 
auf  der  Resultante  mit  seiner  Ebene  senkrecht  stehendes  resul- 
tirendes  Paar  liefed.  Dies  ist  dann  das  minimale  Paar;  denn  jede 
neue  V^erlegung  der  translatorischen  Resultante  würde  ein  Paar 
einführen,  dessen  Ebene  auf  derjenigen  des  Minimalpaares  senkrecht 
stände  und  in  der  Zusammensetzung  mit  dem  Minimalpaare  stets 
ein  grösseres  Paar  liefern  müsste.  Poinsot  bezeichnet  das  so 
gewonnene  Minimalpaar  als  ein  Minimum  Maximornm  ').  da  er  die 
für  alle  Lagen  der  translatorischen  Resultante  resultirenden  Paare 


')  ln  ileni  silj'in  angef.  Memoire  »nr  1a  composition  öns  innments  et 
dm  airee,  nnter  II  (Anhang  der  Element«  de  statique'l. 
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Tind  deren  Ebenen,  aus  dem  in  unserer  vorigen  Nummer  angeführten 
Gruude,  als  Maxima  aiisielit  und  benennt.  Weniger  unbequem 
gestalten  sich  die  Ausdrücke  und  Vnrslelluugen.  weun  mau  jene 
maximale  Eigenschaft  eiufflrallemal  als  charakteristisches  Zubehör 
aller  resultireuden  Effecte,  also  auch  der  Faarresultanten  erkennt, 
alsdann  aber  das  Maximum  nicht  mehr  als  Benennungsiuittel  für 
eine  weit  erheblichere  Eigenschaft  gebraucht.  Die  Eigenschaft. 
Ebene  des  resultireuden  Paars  zu  sein,  ist  ein  natürlicheres  iiuti 
einfacheres  Bestimmuiigsinittel,  als  die  Eigenschaft,  diejenige  Ebene 
zu  seiu.  auf  welche  reducirt  die  coinpouirendeu  Paare  in  Ver- 
gleichung mit  allen  andern  Ebenen  ein  Maximum  eigeben.  l>a.s 
von  Poinsot  bezeicluiete  Minimum  Maximorum  ist  also  ganz  eiu- 
lach  das  kleinste  unter  allen  resultirenden  Paaren,  und  es  giebt 
immer  eine  einzige  Lage  der  translatorischen  Kesultante,  welcher 
dieses  geringste  Paar  zugehürt.  Die  Ebene  dieses  Paars  steht, 
wie  schon  gesagt,  auf  der  Hichtuug  der  Resultante  senkrecht,  ln 
tiem  Fall  des  translatorischen  (ileichgewichts,  in  welchem  gar 
keine  Bewegungsresultaute  mit  ihrer  verschiedenen  Aubriugtingsart. 
zu  beriicksichtigeii  ist.  findet  offenbar  der  entsprechende  Unterschied 
gar  nicht  statt.  Es  giebt  alsdann  kein  Minimum,  da  die  Ebene 
des  resultirenden  oder,  mit  andern  Worten,  des  maximalen  Paars 
keine  Veränderung  durch  Einführung  eines  ueuen  Paars  erfahren 
kann.  .Sie  wird  alsdann  eine  einzige  ebenso  unveränderlich  be- 
stimmte Richtung  im  Raume  haben,  wie  es  mit  jeder  gewöhn- 
lichen Kraftresultante  der  Fall  ist.  Dem  Fall  des  Gleichgewichts 
steht  übrigens  die  Voraussetzung  gleich,  dass  man  von  der  trans- 
latorischen Bewegung  eines  .Systems  abstrahiri“.  dasselbe  mithin 
als  ruhend  betrachte  und  nur  die  so  übrig  bleibenden  relativen 
Vorgänge  und  Beziehungen  erwäge.  Alsdann  wird  man  auch  nur 
eine  einzige  unveifmderliche  Ebene  des  resultirenden  Paars  oder, 
mit  andern  Worten,  des  .Maximums  der  Paare  ohne  weitere  Unter- 
scheidbarkeit erhalten. 

Erwägt  mau.  dass  Poinsot  die  wesentliche  Einerleiheit  der 
drei  Begriffe  des  Paars,  des  Moments  und  derjenigen  Grösse,  welche 
im  Princip  der  Flächen  als  Fläche  oder  Flächeuraum  bezeichnet 
wird,  überall  zu  Gnmde  legt  und  in  diesen  drei  Begriffen  mit 
Recht  nur  verschiedene  Vorstelluugsarten  einer  und  lierselben 
Sache  .sieht,  so  ist  klar,  dass  die  Theorie  der  Paare  zugleich  die 
Theorie  der  .Momente  und  der  Flächenräume  einschliesst.  -So  wird 
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denn  auch  von  ihm  im  Hinblick  auf  die  Pj  namik  eine  AndeutunR  ') 
gegeben,  dase  die  Krhaltuiigsvorstelliuigen  in  Beziehung  auf  trans- 
latorische Kräfte  und  auf  rotatorische  Momente  oder  Flächenräume 
sich  ganz  einfach  aus  seiner  verallgemeinerten  Zusammeiisetzmig 
der  Kräfte  ergeben.  Das  Interessante  au  diesem  einfachen  Ge- 
sichtspunkt besteht  aber  darin,  dass  nicht  blos  die  Erhaltung  der 
Grösse  der  Snmmeu,  sondern  auch  die  Unveränderliclikeit  der 
Richtung  der  Ebene  hervortritt,  die  man  heut  gewöhnlich  als  die 
Ebene  des  Maximums  der  Flächenräume  kennzeichnet.  Diese 
Ebene  ist  in  der  That  nichts  .Anderes  als  die  Ebene  des  resul- 
tiieudeu  Paars  oder,  wenn  man  sich  anders  ausdrücken  will,  des 
resultirenden  Moments  oder  Fläclienraums.  Sie  hat  keine  wesent- 
lich andere  Bedeutung  als  diejenige,  welche  auch  der  Richtung 
jeder  translatorischen  Resultante  zukommt:  denn  beide  haben  die 
Eigenschaften  des  Maximum,  wenn  man  sie  mit  andern  Richtungen 
oder  Ebenen  vergleicht,  und  sich  auf  die  letzteren  die  compouirenden 
Einzelkräfte  oder  die  compouirenden  Paare  (Momente,  Flächen) 
des  Systems  projicirt  und  rediicirt  denkt.  Hienach  ist  durch  die 
Poinsotsche  Theorie,  wenigstens  zu  einem  Theil.  die  Frage  auf- 
geklärt. wie  die  maximalen  Eigenschaften  in  der  AVirkuugsart  der 
Kräfte  piincipiell  entstehen.  Es  sei  daher  hier  daran  erinnert,  dass 
die  tiefere  Uutersnchuug  aller  auf  .Maxima  oder  Minima  bezüglichen 
Kigeuschafteu  der  Kräftewirkungen  mehr  und  mehr  dahin  führen 
muss,  diese  Eigenschaften  schon  in  dem  Fuudamentalprincip  der 
Zusammensetzung  der  Kräfte  oder  überhaupt  in  den  ersten  elemen- 
taren .Ausgangspunkten  der  Mechanik  anzuerkennen.  Wie  neben- 
sächlich. ja  man  könnte  sagen  zufällig  die  maximalen  Eigenschaften 
in  Vergleichung  mit  ihrer  wahren  Ursache  sind,  zeigt  sich  darin, 
dass  jeder  resultirende  Effect  schon  als  solcher  ein  .Maximum 
repräseutirt.  wenn  man  ihn  mit  der  unendlichen  Mögliclikeit  aller  der- 
jenigen Effecte  vergleicht,  die  sich  für  translatiuische  Kräfte  nach  einer 
behelligen  andern  linearen  Richtung,  oder  für  Kräfteiiaare  und  die 
ihnen  entsprechenden  Begriffe  nach  einer  beliebigen  andern  Ebenen- 
lichtung  ergeben  müssten. 

178.  Ungeaclitet  der  unmittelbaren  Beleuchtung  wichtiger 
Priucipien  der  Dynamik,  wie  namentlich  (iesjenigeu  der  Flächen, 
ist  die  Poinsotsche  Theorie  doch  wesentlich  mir  als  eine  voll- 
ständigere Lehre  von  der  Zusammensetzung  der  Kräfte  anzusehen. 


'l  tbid.  unter  111  .Apiilicatiou  . . . a U dynamii|ue. 
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Ohnp  dip  Ziisaminpnsptzuiig  der  Paare  und  ohup  die  Einführung 
dieser  eigenartigen  Bewpgnngsiirsachen  kann  man  consequenterweise 
in  vftlliger  Streugo  nicht  über  das  Problem  hinausgelaugen,  die 
Kräfte  um  einen  Pnnkt  znsammenznsetzen.  Schon  die  materielle 
Linie  oder  das  mechanisch  verbundene  Pnnkteiiaar  lässt  sich  ohne 
den  neuen  Hegrifl'  nicht  streng  behandeln.  Die  Momente  waren 
in  ihrer  gewöhnlichen  Fassung  ungenügende  Ersatzmittel,  weil  man 
bei  ihnen  immer  irgend  welche  Axen  ideell  fixiren  musste.  Be- 
sonders seltsam  nahmen  sich  aber  die  Flächenräume  aus,  da  sie 
an  sich  selbst  gar  nicht  das  Ansehen  hatten,  etwas  Kraftartiges 
vorzustellen,  und  deiinocli  dazu  dienen  mussten,  eine  allgemeine 
Haupteigenschaft  der  aus  dem  Gesichtspunkt  der  Rotation  auf- 
gefassten  Bewegung  eines  Systems  auszudrücken.  Fortan  hat  man 
es  von  vornherein  mit  nichts  Anderem  als  der  Zusammensetzung 
jener  eigenartigen  Bewegungsureachen  zu  thun,  die  man  Kräfte- 
paare nennt.  Der  Parallelismus  der  ersten  Principien,  der  all- 
gemeinen Eigenschaften  und  der  weiteren  Entwicklungen  ist  hie- 
durch in  Beziehung  auf  Translation  und  Rotation  vollständig 
geworden,  und  es  lässt  sich  bereits  eine  ,\rt  Dualität  aller  Sätze 
der  Mechanik  absehen,  die  derjenigen  ähnlich  ist.  welche  die  durch- 
gängige Doppelheit  der  Gesichtspunkte  in  der  modernen  synthetischen 
Geometrie  charakterisirt. 

Poinsot  hat  seine  eigenthfimliche,  auf  das  Anschauliche  ge- 
richtete Methode  begreiflicherweise  mit  dem  besten  Erfolg  in  einer 
neuen  Kotationstheorie  geltend  gemacht.  Von  der  Theorie  der 
Kräftepaare  an  sich  selbst  konnte  man  sagen,  dass  sie  die  Elemente 
und  Principien  bereichert,  übrigens  aber  das  mechanische  Wissen 
nicht  eigentlich  im  Stoff,  sondern  nur  in  den  Vorstelluiigsformen 
und  in  den  Ableitungsarten  erweitert  habe.  Wie  wir  friiher  (Nr.  125) 
angeführt  haben,  war  schon  Euler  dem  Begriff  des  Kräftepaars 
sehr  nahe  gekommen,  indem  er  bemerkte,  dass  ein  Rotations- 
moment, bei  welchem  die  translatorische  Wirkung  einer  Kiaft 
verschwinde,  nur  gedacht  werden  könne,  wenn  man  der  Kraft 
eine  gleiclie  parallele  Kraft  entgegengesetzt  denke.  Es  war  daher 
eine  .sehr  natürliche  Entwicklung,  dass  Poinsot  den  Begriff  des 
Moments  in  dieser  Weise  mit  dem  Gedanken  einer  doppelten  Kraft 
verband  und  ihn  ausserdem  von  dem  Hinblick  auf  eine  bestimmte 
Axe  freimachte.  Indem  er  mir  die  allgemeine  Axenrichtung  im 
Raume  oder,  was  dasselbe  ist.  die  allgemeine  Bichtung  der  Ebene 
als  das  überall  Wesentliche  erkannte,  verwandelte  er  den  Begriff 
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lies  Moments  in  denjenigen  des  Kräf'tepaai's.  Trotz  der  logischen 
Erheblichkeit  dieser  Verwandlung  könnte  man  jedoch  meinen,  sie 
sei  nur  formaler  Natur  und  habe  daher  nur  die  Eleganz  und  Strenge 
der  Elemente,  Principien  und  Beweise  gefördert.  Indessen  hat 
Poinsot  durch  seine  Lösung  des  Problems,  die  Gesetze  der  Rotation 
eines  Körpers  darzustellen,  die  Fruchtbarkeit  seiner  V'erfahrungs- 
arteu  und  Gesichtspunkte  bewährt. 

Die  erste  besondere  und  zugleich  kurze  Darstellung  der  neuen 
Rotationstheorie  ist  in  dem  schon  angeführten  Memoire  von  1834 
enthalten')-  Eines  der  bekanntesten  Hauptergebnisse  ist  die  Vor- 
stellung von  dem  Centralellipsoid  oder,  wie  man  es  jetzt  auch 
nennt,  von  dem  centralen  Trägheitsellijrsoid,  durch  dessen  rollende 
Bewegung  auf  der  unveränderlichen  Ebene  eines  den  Impuls  er- 
theileuden  Paars  die  Umstände  und  Eigenschaften  der  Rotation 
eines  Körpers  um  einen  Punkt  dargelegt  und  veranschaulicht 
werden.  Doch  geht  uns  hier  nicht  eigentlich  das  Rotationsproblem 
an,  da  seine  Lösung  an  sich  selbst  nicht  neue  Principien,  sondern 
nur  .Specialconsequeuzeu  gewisser  elementarer  Grundlagen  liefert. 

Was  diese  Grundlagen  betrifft,  -so  setzt  Poinsot  die  Rotationen 
ebenso  zusammeu,  wie  die  translatorischen  Kräfte,  indem  er  jene 
nach  Maas.sgahe  der  VV’inkelgeschwindigkeiten  und  Axenlageu  com- 
biuirt.  So  ergeben  die  Axeu,  deren  Längen  mau  den  Winkel- 
geschwindigkeiten proportional  .setzt,  ein  Parallelogramm  der  Ro- 
tationen. welches  dem  Parallelogramm  der  Kräfte  entspricht.  Die 
Diagonale  stellt  mit  ihrer  Richtung  und  Lage  die  Axe.  und  mit 
ihrer  Grö.sse  die  Winkelgeschwindigkeit  der  resultirenden  Rotation 
vor.  Analoge  Regeln  ergeben  sich  für  die  Zusammensetzung  der 
Rotationen  um  parallele  Axen,  indem  hier  Alles  der  Zusammen- 
setzung paralleler  Kräfte  entspricht.  Die  resultirende  Axe  liegt 
in  diesen  Fällen  wie  die  Resultante  von  parallelen  Kräften,  und 
ihre  Grös.se  stellt  wiederum  die  Winkelgeschwindigkeit  vor.  Da 


')  Die  bereits  erwähnte  ungleich  lunfasseudere  Kepruductiuu  im  Juurnal 
des  Math^niatiques  vun  18ö1  ist  unter  derselben  .lahreszahl  in  einer  Quart- 
und  in  einer  Uctavausgabe  erschienen.  Für  die  histurisrlie  Betrachtung  muss 
die  .Ausgabe  von  I8Ü4  ohnedies  maassgebend  sein;  aber  sie  hat  auch  noch, 
abgesehen  von  ihrer  wörtlichen  Aufnahme  in  den  Abdruck  der  erweiterten 
Biposition,  den  Vortheil,  die  wesentlichen  Punkte  unbelastet  mit  secundären 
Ausführungen  zu  geben  und  so  für  manche  I.eser  die  Liebersichtlichkeit  und 
die  Kraft  dos  Eindrucks  zu  erhöhen.  Auch  war  der  Verzicht  auf  Figuren  in 
der  1.  Ausgabe  sin  methodischer  Vorzug. 
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sich  hei  Kotatioueii  um  gegebene  Axen  jedes  Princip  und  jeder 
Satz,  der  von  den  traiislatorisciieu  Kräften  gilt,  analog  wiedertindet, 
so  kann  es  auch  nicht  üherrascheu.  dass  zwei  Itotationen  von  ent- 
gegengesetztem Sinn  um  parallele  Axen,  wenn  sie  von  gleicher 
(irösse  sind,  ein  Kotationspaar  ergehen,  welches  keine  Itotatious- 
resnltante  hahen  und  durch  keine  Hotation  aufgewogen  werden 
kann.  Der  Ktfect  dieses  Kotationenpaars  ist  translatorisch  und 
wird,  ganz  analog  wie  der  des  Kräftepaars,  durch  das  Product  ans 
der  Winkelgeschwindigkeit  und  dem  Axenahstand  gemessen.  Kin 
solches  Kotationenpaar  hat  die  Tendenz,  das  System  senkrecht  zu 
iler  Khene  des  Paars,  d.  h.  zu  der  Khene  der  Axen  der  gegeheiien 
Kotationen  translatorisch  mit  einer  dem  hezeichneteii  Product  ent- 
sprechenden (Jeschwindigkeit  zu  bewegen. 

Kille  Kotation  kann  man  verlegen,  wie  eine  translatorische 
Kinzelkraft,  indem  man  die  .\xe  jiarallel  mit  sich  selbst  um  einen 
gewissen  Abstand  entfernt.  .Nur  muss  man  dann  auch  zugleich, 
analog  dem  Hauptverfahren  hei  der  Verlegung  der  Kinzelkräfte.  ein 
der  Verlegung  Rechnung  ti-ageudes  Hotationenjiaar  einführen.  Wie 
viele  Rotationen  daher  auch  gegeben  sein  mögen,  man  kann  sie 
sämmtlich  so  verlegen,  dass  ihre  .\xen  durch  einen  lieliehig  zu 
wählenden  Punkt  gehen  und  sich  so  zu  einer  einzigen  resiiltireiiden 
Rotation  zusammeiisetzen.  \^■as  andererseits  die  erzeugten  Rotationeii- 
paare  hetritl't.  so  kömnui  sie  wie  die  Kräftejiaare  verlegt  und  zu- 
sammengesetzt werden.  Ks  gieht  also  auch  ein  Parallelogramm 
der  Rotatioiienpaare.  und  es  ist  klar,  dass  man  durch  die //iisaiiimen- 
setz.mig  schliesslich  zu  einem  letzten  resultirendeii  Roratioiieiipaar 
gelangen  muss.  Hiedurch  sieht  man,  wie  alle  denkbaren  Rotationen 
um  beliebige  .\xeii  in  der  Zusammensetzung  ein  analoges  Krgebiiiss 
liefern,  wie  die  allgemeine  von  Poiusot  geregelte  Zusammensetzung 
der  Kräfte.  Krinnert  man  sich  des  Minimum  .Maximorum.  so  ist 
es  ofl'enbar,  dass  auch  für  die  Zusammensetzung  dei-  Rotationeu 
der  beliebige  Punkt,  dureb  welchen  die  .\xen  der  Rotationen  und 
mithin  die  resultirende  ,\xe  geht,  oder  vielmehr  diese  letztere  selbst 
so  verlegt  werden  kann,  dass  ein  resultirendes  Rotationenpaar 
erzeugt  wird,  dessen  Ebene  zu  jener  resnltirenden  Rotationsaxe 
senkrecht  steht.  Da  nun  dies  Rotationenpaar  eine  Translation 
senkrecht  zu  seiner  Ebene  bedeutet,  so  lallt  die  Translation  in  die 
.\xenrichlung  der  resnltirenden  Rotation,  und  es  ist  erwiesen,  dass 
jede  beliebige  .Maiinichfalt igkeit  gegebener  Rotationen  um  beliebige 
Axen  au  eiuem  System  nichts  Anderes  hervorbriugt,  als  eiue  einzige 
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Drehung  um  eine  Axe,  verlmmleii  mit  lier  gleichzeitigen  Port- 
schiebung nach  Richtung  dieser  Axe.  Die  einzelnen  Punkte  werden 
daher  in  einer  Schraubenlinie  bewegt. 

179.  Kennzeichnend  für  Poinsots  Methode  ist  seine  Virtuosität 
in  der  klaren  Veranschaulichung.  Die  Rotation  um  eine  Axe 
bietet  hier  keine  Schwierigkeit,  und  auch  verbunden  mit  der  Trans- 
lation ergiebt  sie  die  Bewegung  jedes  Punkts  um  einen  Kreis- 
cyliuder  in  einer  Schraubenlinie.  Dagegen  ist  die  Rotation  um 
einen  Punkt,  bei  welcher  danertid  keine  .Axe  besteht . sondern  nur 
die  sogenannte  Momentauaxe  in  das  Auge  gefasst  werden  kann, 
weit  schwieriger  zu  erläutern.  Hier  führte  Poinsot  liekanntlich 
seine  zw’ei  beliebigen  Kegel  ein,  ilie  den  Drehnngs|mnkl  zur  gemein- 
samen Spitze  haben.  Indem  die  bewegliche  Kegeltläche  auf  der 
festen  rollt,  ist  ihnen  Jederzeit  eine  Kante  gemeinsam,  in  welcher 
sie  sich  berühren,  und  welche  für  den  strengen  dauerlosen  Zeit- 
punkt die  Momentauaxe  der  Drehung  vorstellt.  So  zeigt  der 
bewegliche  Kegel,  was  der  Körpi*r,  dem  er  augehört,  bei  der 
Drehung  um  einen  Punkt  eigentlich  thut.  und  wie  die  Momentauaxe, 
im  Körper  und  nach  Aussen  betrachtet,  ihren  Ort  stetig  verändert. 

Zu  diesen  phoronomischeu  Bildern,  mit  denen  Poinsot  seine 
eigentliche  und  mechanische  Rotalionstheorie  eingeleitet  hat.  kommt 
als  allgemeinste  Vorstellung  von  der  beliebigen  Bewegung  eines 
Körpers  in  Folge  gegebener  Rotationen  noch  die  Frweiterung  des 
schon  angeführten  Cylinderscheiua  oder  mit  andern  Worten  der 
Translation  längs  der  Rofationsaxe  hinzu.  Aendern  sich  nämlich 
die  Data  der  Zusammensetzung  jeden  .Augenblick,  so  ändert  sich 
die  .Axe  der  Richtung  nach,  elienso  die  Winkelgeschwindigkeit  und 
endlich  auch  die  Traiislationsgeschwindigkeit.  Der  einzelne  Punkt 
bewegt  sich  daher  noch' immer  schraubenförmig,  aber  gleichsam 
unter  stetiger  Variation  dieser  Bewegung  nach  ihren  Elementen, 
so  da.ss  man  ihn  sich  in  einem  Oanal  denken  kann,  der  für  jedes 
kleinste  F.lement  seiner  .Ausdehnntig  einer  bestitmrlten  schraul)en- 
törmigeu  Bewegung  entspricht,  die  sich  jedoch  von  Element  zu 
Element,  oder,  genauer  geredet,  stetig  von  Punkt  zu  Punkt  in 
ihren  besondern  Bedingungen  ändert. 

Die  mechanische  Rotationstheorie,  welche  die  Kräfte  als 
solche  und  in  Beziehung  zu  den  Massen  und  ilenm  Trägheit  zn 
behandeln  hat,  beginnt  natürlich  mit  der  allgemeinen  Zusammen- 
setzung der  Kräfte  uini  hat  zum  nächsten  Oegenstand  die  Be- 
stimmung der  Wirkung  des  resultireudeu  Paars  auf  deu  Körper. 
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Dip  translatorische  Rpsultante  iiu  Schwerpunkt  bezieht  sich  auf 
tlie  ganze  Masse  des  Körpers  und  ist  mithin,  wenn  mau  die 
Geschwindigkeit  erhalten  will,  durch  jeue  Masse  zu  dividiren.  Ein 
Kräftepaar,  dessen  Ebene  stets  durch  den  Schweipunkt  gelegt 
werden  kann,  wird  von  Poinsot  zunächst  nach  deu  drei  Hauptaxeii 
in  seinen  Partial  Wirkungen  betrachtet,  und  es  ist  eine  Analogie 
dieser  eigenthümlicheu  Axeii  mit  der  Eigenschaft  des  Schwerpunkts, 
dass  die  Wirkung  um  jede  derselben  sich  auf  das  ihr  zugehörige 
Trägheitsmoment  so  zu  sagen  als  auf  die  Masse  bezieht  und  daher 
durch  dieses  Trägheitsmoment  zu  dividiren  ist.  Jede  der  drei 
Componeiiten  des  Kräftepaars,  welches  an  dem  Körper  wirken 
soll,  wird  durch  das  entsprechende  Trägheitsmoment  zu  dividiren 
und  alsdann  die  resultireude  Wirkung  nach  der  Diagonale  des 
Parallelepipeds  zu  ermitteln  sein. 

ln  diesem  Stadium  der  Frage  führt  nun  Poinsot  sein  oben 
erwähntes,  berühmtes  Ceutralellipsoid  oder  centrales  Trägheits- 
ellipsoid  ein,  indem  er  auf  den  Hauptaxen  des  Körpers  Längen 
abträgt,  die  den  Quadratwurzeln  der  Trägheitsmomente  umgekehrt 
proportional  sind.  Wird  nun  die  Ebene  des  Paars  mit  sich  selbst 
parallel  so  verlegt,  dass  sie  das  Ellipsoid  tangirt,  so  kann  die 
Wirkung  des  Paars  durch  eine  Drehung  um  den  Berührungspunkt 
als  Momentanpol  veranschaulicht  werden,  wobei  der  Mittelpunkt 
des  Ellipsoids  in  seiner  Lage  bleibt.  Alle  weitere  Bestimmung 
der  Bewegung  führt  sich  daun  auf  eine  Bewegung  des  Ellipsoids 
zurück,  welches  auf  der  festen  tangirenden  Ebene  des  Paars  bei 
fixirter  Lage  des  eignen  Mittelpunkts  rollt  und  auf  diese  Weise 
alle  Elemente  und  Modalitäten  der  Rotation  sichtbar  macht.  Man 
kanu  den  Köiper  daher  ganz  zur  Seite  lassen  und  das  Ellipsoid 
als  ihm  äquivalent  betrachteu.  Die  Einzelheiten  uud  besondern 
.Nachweisuugen  des  angeführten  Poinsotschen  Arrangements  gehören 
jedoch  um  so  weniger  in  unsere  geschichtliche  Darstellung,  als 
sie  nicht  mehr  unmittelbar  mit  den  Principieufragen  verknüpft 
sind  und  als  namentlich  die  Bestimmung  des  Orts,  welchen  der 
rotirende  Körper  nach  einer  bestimmten  Zeit  einuimmt,  in  der 
analytischen  Form  auf  elliptische  Transceudenteu  zurückführt  *). 

Das  Einzige,  wodurch  auch  diese  Einzelheiten  eine  allgemeine 
Bedeutung  erhalten,  ist  der  Charakter  der  Methode,  und  in  dieser 


')  Vgl.  hierüber  die  angef.  erweiterte  Ausg.  der  ueueu  Rotationatheorie 
von  1851,  dritte  Abth.  besonders  Art.  tU. 
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BP7,iHhiinf{  ist  iliircli  uiis*^iv  AiifüJimii‘j;t*ii  wolil  liinreioheiid  gezeigt. 
■ lass  Poinsot  iii  der  Thal  den  Anfang  gemaclit  iiat,  neheu  dem 
vnrheri'schend  analjtisclien  Verfahren  eine  unmittelbar  auf  die 
Ilegrilfe  und  Ansehamingen  gerichtete  Vorstellungs-  und  Al)leitungs- 
art  mechanischer  Verhältnisse  zu  s’ertreten.  Sein  Verdienst  l>e- 
schränkt  sich  also  nicht  blos  auf  eine  gewisse  Aufklärung  der 
Klemente  und  auf  eine  zugleicli  einfachere  und  erfolgreichere 
Behandlung  der  schwierigsten  Specialprobleme,  sondern  erstreckt 
sich  auch  auf  die  Schöpfung  neuer  methodischer  Eigenthüinlich- 
keiten.  Dem  sehr  natürlichen  Bedürfuiss,  ausser  den  blos  durch 
den  Calcül  ausgedrückten  Merkmalen  der  Begriffe  auch  diese 
Begriffe  an  sich  seihst  in  ihrer  mechanischen  Bedeutung  kennen 
zu  lernen,  hat  Poiusot  in  einem  <>rheblichen  Maasse  entsprochen, 
und  die  ersten  Schritte,  die  von  ihm  in  dieser  Kichtung  gethau 
sind,  wenlen  die  vollste  Würdigung  erst  dann  erfahren,  wenn  neue 
erheldiche  Schritte  in  seinem  oder  in  einem  ähnlichen  Sinne  hinzu- 
gekommen  sein  werden. 


Zweite.s  (Kapitel. 

lieber  allgemeine  mechanische  Principien 
bei  Uauss,  Hamilton,  Jaoobi,  Diriohlet  und  Andern. 

180.  Hätten  wir  es,  anstatt  mit  den  allgemeinen  Principien, 
mit  den  speciellen  Prolilemen  zu  thun.  so  würden  wir  in  diesem 
Abschnitt  Vielerlei  zusammenzufassen  haben.  Was  zunächst 
K.  F.  Gaiiss  *)  betrifft,  so  sei  nur  an  seine  Behandlung  der  Auf- 
gaben des  Attractioüscalcüls.  insbesondere  au  seine  Abhandlung 
über  die  Anziehung  der  Sphäioide  *)  und  an  diejenige  über  die  im 
umgekehrten  Verhältuiss  des  Quadrats  der  Kntfernnng  wirkenden 
Anziehungs-  und  Abstossungskriifte  erinnert  *).  Die  Einführung  des 


')  lieb.  17(7,  gest.  lü-'i.'i. 

*)  Tlicnria  Httracliuni.s  ciirpuruin  spliueniidicenmi  ulliptireruiii  bomugduijj- 
rum ; ('luniiient  der  Sorictiit  zu  Göttingen.  Bd.  II  iltSlüV,  Gauss  Werke  Bd  \ 
(1867)  S U-  -22. 

*1  „Allgeiiieiue  I.ebrsätze  iu  Beziebuug  auf  die  im  verkehrten  Ver- 
bältuise  des  Quadrats  der  Biitferuuiig  wirkeudeu  Anziehungs-  und  Ahstussungs- 
kräfte";  iu  Gauss  ii  W eber,  Ite.sultate  aus  den  Beobaelituugeii  des  magnetischen 
Vereins  im  Jahre  18U9,  Leipzig  1840;  Gauss  Werke  Bd.  V 8,  197—242. 

Ofthrins,  OsscUichM  der  UedieniV.  29 
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Potentials  ’),  fl.  li.  jener  für  den  Attractionsealeül  eharakteristischen 
Function,  welche  die  Sniunie  oder  das  Integral  der  durch  die  Ent- 
ferunugen  dividirten  Massentheilchen  ansdrückt,  — die  Einführung 
dieses  Massenpoteutials,  deren  Conseqnenzen  in  der  zuletzt  er- 
wähnten Ahhandlnng  gezogen  werden,  hat  ihre  Bedentiiug  zunächst 
für  die  zugehörige  besondere  Classe  von  Aufgaben.  Ebenso  ist 
die  .Anziehnng  der  elliptischen  Sphäroide  ein  Specialproblein,  für 
welches  eine  ganze  Vorgeschichte  existirt,  in  welcher  besonders 
Laplace  *)  eine  erfolgreiche  Rolle  gespielt  hat;  indessen  haben  diese 
für  'die  .Anwendungen  so  wichtigen  Specialtheorien  sich  nur  auf 
der  Grundlage  der  vorhandenen  und  zugestandenen  allgetneiiieu 
Principieii  der  Mechanik  erhoben  und  keine  Veranlassung  zu  einer 
neuen  Fassung  der  Princijfien  geben  können.  Ebenso  ist  die 
Theorie  der  auf  Veranlassung  der  Cajiillai'phänouiene  in  einer  ent- 
scheidenden Wendung  zne.i-st  durch  Laplace  *)  nntersnchteii  Gleich- 
gewichtsverhältnisse der  Flüssigkeiten  mit  Rücksicht  auf  eine 
eigenthümliche.  von  der  Newtonschen  Attraction  unterschiedene, 
nur  in  den  kleinsten  Entfernungen  als  erheblich  wirksam  voraus- 
gesetzte Molecularanziehnng  ungeachtet  ihrer  neuen  und  erfolg- 
reichen Rearbflitung  durch  Gauss  *)  noch  nicht  dem  Kreise  der- 
jenigen Doctrinen  beiznzählen,  durch  welche  sich  ein  neues 
allgemeines  Princip  des  universellen  Verhaltens  der  Naturkräfte  etwa 
in  einer  solchen  Weise,  wie  ilie  Newtonsche  Gravitation,  fest- 
• gestellt  hätte. 

181.  Mit  der  allgemeinen  principiellen  tlnmdlage  tler  .Mechanik 
hat  sich  Ganss  ausdrücklich  nur  in  einem  einzigen,  diesem  Gegen- 
stände speciell  gewidmeten  Aufsatz beschäftigt  und  in  demselben, 
unter  Hinblick  auf  das  Princip  der  geringsten  Wirkung  und  dessen 

')  Die  lienonnuiig  als  l’uteutial  gehört  der  eben  angetiilirten  Abhand- 
lung an.  währoiiil  'lie  fragliehe  Kunetimi  schon  bei  I.aplacc  «.Mer.  celeste, 
Buch  II  ,\rt.  II)  ansge/.>'ichnet  ist  und  in  der  2.  Aull,  von  I.agranges  anal. 
(1.  Abth.  Sect.  V Art.  9)  ahs  .S)icciulfall  der  Znsaininensetznng  der  Kralle 
hervortritt.  Der  Name  potential  fnuotion  jedoch  schon  1828  bei  Ureen:  vgl. 
dessen  Matheinatical  Papers,  odited  bj  N.  M.  Kerrers,  London  1871,  S.  9. 

’)  M^c.  Celeste,  Buch  111  <lap.  1 nnd  Bucb  II  Art.  11  — 12. 

’l  Ibid.  Buch  X dupplenieut. 

*)  Principia  geueralia  theoriae  tiguruu  Huidoruin  in  statu  aequilibrii; 
i.'unnnent.  der .Societiit  zu  Döttingen,  Bd.  VII  (18;tül;  tjaus.s  Werke  Bd.  VS.H!  —7  i. 

„lieber  ein  neues  allgemeines  Drundgesetz  der  Mechanik“;  l'relle. 
Journal  lur  Mathematik,  Bd.  IV  (1829);  Uauss  Werke  Bd.  V S.  2b — 28. 
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Vorges(^iifhtf,  ein  verwatitlteü  Sohoiua  aiifgestelH,  verim'ige  dessen 
das  Gesetz  der  statiselieu  und  der  dvuaiuischen  Beziehungen  eine,s 
Kräftesystems  zu  dem  Arrangement,  d.  h.  zu  dem  Inbegriff  der 
Hindernisse,  durch  die  es  modificirt  wird,  in  ein  durch  einen  ein- 
fachen Begriff  formulirbares  Verliältniss  tritt.  Dieser  Begriff  ist 
derjenige  der  geringsten  .Aldenkungswirkung,  indem  als  Ablenkung 
die  hlinnahme  vou  üerieru  angesehen  wird,  welche  von  denjenigen 
verschieden  sind,  in  denen  sich  die  Funkte  des  Systems  befinden 
würden,  wenn  sie  mir  unter  dem  Kiufluss  der  frei  wirkenden  Kräfte, 
aber  nicht  unter  ilemjenigen  der  modificirendeu  .Systembeilinguugen 
gestanden  hätten.  Die  .Ablenkungsactinn  wird  durch  die  (Quadrate 
der  Ablenkungsdistauzen,  d.  h.  der  eventuellen  oder  hypothetischen 
und  der  wirklichen  Oerter  gemessen.  Analytisch  ist  das  fragliche 
.Schema  mithin  ein  Princip  der  kleinsten  t^uadratsuinmeu,  und 
Gauss  selbst  unterlässt  auch  keineswegs  an  die  Analogie  zu  erinnern, 
nach  welcher  die  .Methode  der  Natur  in  der  Ausgleichung  der 
Hindernisse  mit  jener  berühmten  Methode  der  kleinsten  Quadrat- 
summen übereinstimme,  dundi  welche  die  Wahrscheinlichkeit  der 
Beobachtungsfehler  einem  Gesetz  unterworfen  werde.  In  der  Thal 
lag  es  für  den  Repräsentanten  dieser  letzteren  Methode  ')  sehr 
nahe,  seine  Fassung  des  mechanischen  Orundpriucips  in  der  Rich- 
tung dieser  Analogie  zu  halten  und  das  Verfahren  der  Natur  in 
der  Accommodatiou  ihrer  freien  Kräfte  au  gegebene  Hemmungen 
mit  der  Anhequemnng  des  Mathematikers  an  die  Vorhedingiiugen 
der  Zusammeiistimmung  und  gegenseitigen  Abhängigkeit  der  Beob- 
achtungsgrössen zu  vergleichen.  Das  mechanische  Princip  in  der 
Gaussschen  Formnlirnng  besagt  nun  nichts  Anderes,  als  dass  die 
Summe  der  Quadrate  jener  .\bleukungsdistanzen  ein  Minimum 
sein  müsse.  Der  Begrifi'  der  Ablenkung  ist  auch  für  den  Fall 
des  Gleichgewichts  gültig;  denn  in  diesem  Fall  bleiben  die  Punkte 
thatsächlich  an  ihren  Oertern,  und  man  muss  daher  den  Abstand 
dieser  Oerter  vou  denjenigen  Positionen  veranschlagen,  welche  die 
Punkte  unter  der  freien  Kinwirkung  der  Kräfte  nach  Verlauf  eines 
unbegrenzt  kleinen  Zeittheilcliens  einnehmen  würden.  Fs  ist  also 
genau  dieselbe  Regel,  durch  welche  das  Verhalten  der  Kräfte  im 
Bewegungszustand  und  in  dem  hesondern  Fall  iles  Gleichgewichts 


Uarge.stellt  iu  Gauss.  Theuria  iiiotus  curpuruiii  euelestiuiii,  ISoy;  über 
die  urs|irüuglK'lie  Auftiiiilung  v^l.  Sartorius  ruu  W ulterüliaudeu.  Uaubs  ^uui 
Usdächtoisa,  Leipzig  laäti,  Ü.  lü  uud  ä.  42  fg. 
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ansgpilriickt  wird.  AiiPh  bemerkt  Gaiiss  ausdrücklich,  dass  die 
Statik  nur  als  ein  besouderer  Fall  der  Djiiamik  anzusehen  sei. 

Will  man  die  fragliche  Principienfassuug  unabhängig  von 
ihrem  analytischen  Ausdruck  formuliren.  so  hat  mau  im  Sinne 
von  (Jauss  nur  zu  sagen,  dass  die  .Ahlenkungsactiou  so  klein  als 
möglich  sei,  wobei  dann  zugleich,  wie  auch  Gauss  selbst  henor- 
hebt.  die  freie  Action  so  gross  als  möglich  bleibt.  Geht  mau 
nun  etwa  im  Allgemeinen  davon  aus,  dass  die  .Action  der  Masse 
und  dem  Quadrat  der  Geschwindigkeit  proportional  sei,  so  er- 
giebt  sich  auch  der  von  Gauss  augeiiommeiie  Ausdruck  für  die 
specielle  Ahlenkungsactiou.  indem  für  den  gemeinsamen  Augenblick 
die  Producte  mit  den  Massen  der  Ableukungswege,  die  thalsäc.hlich 
ins  Auge  gefasst  werden,  nur  von  dem  gemeinsamen  Divisor  der 
Zeit  befreit  erscheinen.  Das  gekennzeichnete  Princip.  welches  bei 
Gauss  dasjenige  iler  virtuellen  Geschwindigkeiten  mehr  als  blos 
ersetzen  soll,  lautet  iii  dem  angeführten  Aufsatz:  „Die  Bewegung 
eines  Systems  materieller,  auf  was  immer  für  eine  Art  unter  sich 
verknüpfter  Punkte,  deren  Bewegungen  zugleich  au  was  immer 
für  äussere  Beschränkungen  gebunden  sind,  geschieht  in  jedem 
.Augenblick  in  möglich  grösster  Uebereinstimmung  mit  der  freien 
Bewegnug.  oder  unter  möglich  kleinstem  Zwange,  indem  mau  als 
.Maass  des  Zwanges,  den  das  ganze  Systeiü  in  jedem  Zeittheilchen 
erleidet,  die  Summe  der  Producte  aus  dem  Quadrate  der  Ablen- 
kung jedes  Punkts  von  seiner  freien  Bewegung  in  seine  Masse 
betrachtet“  ’)• 

182.  Um  das  eben  erwähnte  Princip  in  seinem  Zusammen- 
hang mit  der  Vorgeschichte  zu  verstehen,  müssen  wir  uns  der 
.Auffassungen  und  Schicksale  des  Princips  iler  geringsten  Wirkung 
erinnern  und  einige  Züge  derselben  hier  noch  liesouders  hervor- 
heben. (,’arnot  hatte  richtig  erkannt,  dass  sich  ein  Theil  der  Vor- 
stellungen, deren  Metaphysik  sich  Maupertuis  hatte  angelegen  sein 
lassen,  darauf  zunickführen  Hesse,  dass  die  verlornen  lebendigen 
Kräfte  im  Sto.ss,  oder  diejenigen,  welche  für  den  Fall  des  Mangels 
der  Klasticitüt  als  verloren  gelten  würden,  ein  .Vlininumi  seien. 
Au  dersell)en  Stelle  (Nr.  IdO).  wo  wir  über  diese  Carnotsebe 
VVemiung  berichteten,  wurde  auch  schon  auf  die  mögliche  Ver- 
allgemeinerung hiugewieseu,  derzufolge  die  Actionen  der  verlornen 
Kräfte  minimal  sein  müssten.  Uebeiträgt  man  dieses  Princip  auf 

')  Ini  ÄUgeführton  Aufsatz,  Werke  Bd.  V S.  2ö 
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die  durch  die  Bcschi-änkimgcn  des  .Sysiciiis  eventuell  iin  Zeil- 
tlieilelieii  aufzuliebeiideii  Aetioiien,  so  liegreift  sieh  die  Gausssehe 
Foniiuliruii}'  als  eine  Eiitwickhmg,  die  dein  Princip  der  geringsten 
Wirkung  verwandt  ist. 

Sieht  man  das  fi-agliche  l’iinciji  in  seiner  Vollständigkeit 
nicht  als  einen  ersten  Ausgangspunkt,  also  nicht  eigentlich  als 
ein  erstes  rriueiit,  sondern,  wie  man  muss,  als  einen  Lehrsatz  an, 
der  eine  allgemeine  Eigenschaft  des  Verhaltens  der  Kräfte  aus- 
dnickt,  so  kann  man  von  ihm  auch  sagen,  es  sei  im  engem  Sinne 
des  Worts  dediieirt  oder  hewiesen.  Alsdann  hat  es  nämlich  das 
rrincip  der  virtuellen  Geschwindigkeiten  sowie  das  d'Alemhertsche 
l’rinciji  in  ihrer  gegenseitigen  Conibination  zur  (iruudlage.  Nimmt 
man  nämlich  neben  dem  wirklichen  Ort,  den  der  Punkt  nach  Ver- 
lauf des  Zeitelements  eingenommen  hat,  irgend  einen  beliebigen 
au,  welcher  jedoch  aus  einer  mit  dem  Systimi  verträglichen  Ver- 
schiebung resultiren  muss,  so  liefert  dieser  virtuelle  Ort  in  Be- 
ziehung auf  denjenigen,  den  die  freie  Wirkung  der  Krafl  bestimmt 
haben  wfirde,  eine  Ableukiingdistanz,  für  welche  die  sonst  im 
Princip  fragliche  Quadratsumme  stets  grösser  ausfällt,  als  unter 
Voraussetzung  der  wirklichen  Ablenkung.  Die  wirkliche  Lage  ist 
also  unter  allen  virtuellen  Oertern  diejenige,  welcher  das  Minimum 
der  in  Beziehung  auf  die  eventuellen  ganz  freien  Oerter  statt - 
habenden  .Vblenkungsgrössen  entspricht.  Die  Nachweisuug,  welche 
Gauss  mit  Hülfe  des  d’Alembertschen  Princips  und  desjenigen  der 
virtuellen  Geschwindigkeiten  giebt,  hat  den  Vortheil,  das  Minimum 
unabhängig  von  den  gewöhnlichen  analytischen  Kriterien  und  so 
zu  sagen  aus  dem  eintäidien  Begriff  der  Sache  festzustellen.  Die 
minimale  Eigenschaft  wird  nämlich  dadurch  erwiesen,  dass  un- 
mittelbar gezeigt  wird,  wie  die  fragliche  Summe  der  .\bleukuugs- 
grössen  in  dem  vorausgesetzten  Fall  sich  kleiner  gestaltet,  als  wenn 
man  die  vorher  gekennzeichneten  andern  Ablenkungen  zu  Grunde 
legt.  Die  drei  Oerter  des  Punktes,  die  in  Frage  kommen,  näm- 
lich der  wirkliche  Ort.  der  hy]iothetische  freie  Ort  und  der  be- 
liebig gewählte  virtuelle  Ort  bilden  ein  Dreieck,  auf  welches  man 
die  erweiterte  Pythagondsche  Relation  auzuwenden  und  sich  dann 
zu  überzeugen  hat.  wie  das  nicht«iuadiatische  Glied  dieser  Gleichung, 
unter  Einführung  der  für  alle  Glieder  gemeinsam  zu  machenden 
Masse  des  Punktes,  das  virtuelle  Moment  der  verlornen  Kraft 
darstellt.  Die  Summe  dieser  virtuellen  Momente  für  alle  Punkte, 
ist  nun  nach  dem  d’Alembertschen  Princip  und  nach  demjenigen 
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der  virtupllnn  Goschwindigkeiton  glsich  Null.  Boi  der  Summation 
allrr  solcher  Gleichungen,  die  sich  für  die  sflniintlicheu  Punkle 
ans  der  erweiterten  Pythagoreischen  Relation  ergeben,  vei'sclnvindeii 
daher  jene  nicht  quadratischen  Glieder,  welche  den  virtuellen 
Moiuenteu  der  verlornen  Kräfte  entsprechen,  und  es  bleiben  nur 
die  einfachen  (^uaJratsunnnen  von  je  einer  der  Dreiecksseiten 
übrig,  welche  letztere  mit  den  zugehöngen  Massen  inultiplicirt 
sind.  Die  eine  Seite  des  Dreiecks  repräsentirt  die  wirkliche  Ab- 
lenkung, eine  andere  die  virtuelle  .\blenkuug,  d.  h.  die  Kutfernung 
des  virtuellen  Ortes  von  dem  freien  Ort.  Nun  ist  die  Ouadraf- 
snmme  in  Beziehung  auf  die  letztere  derjenigen  in  Beziehung  auf 
die  erstere  nie  gleich,  sondern  nach  der  gefundenen  Gleichung 
immer  um  die  Quadratsumme  iii  Beziehung  auf  die  dritte  ,Seite 
grösser.  Das  Minimum  ist  also  nachgewiesen  und  zwar  ohne  jede 
Rücksicht  auf  den  Begritf  der  .\ction  oiter  einen  fremdartigen  Gi-- 
sichtspunkt;  vielmehr  liegt  in  der  Gaussschen  Deductiou  mir  die 
Combination  eines  geometrischen  Satzes  mit  dem  Princip  d’Alem- 
herts  und  mit  demjenigen  der  virtuellen  Geschwindigkeiten  zu 
Gnunie.  Hieiin  liegt  selbstverständlich  auch  die  Zusammensetzung 
der  Kräfte,  ja  im  besoudern  Fall  die  sichtbare  Auwendung  der 
Zerlegung  und  des  Parallelogi-amms  der  Kräfte. 

183.  ln  Aiiknüiifung  an  die  von  J..agrange  normirte  Fassung 
des  Piincijis  der  geringsten  Wirkung  und  durch  Bearbeitung  der 
Gleichung  der  lebendigen  Kräfte  ist  der  Irisclie  Astronom  und 
grosse  Analytiker  William  Rowan  Hamilton  (1805 — (55)  dazu 
gelangt,  eine  neue  analytische  Form  der  allgemeinen  mechanischen 
Hi’ziehungen  aufzustellen,  die  mau  gegenwärtig  kurzweg  als  das 
Hamiltonsche  Princip  bezeichnet.  Diese  neue  Form  ist  in  der 
That  eine  erhebliche  Annäherung  an  die  Lösung  des  Problems,  zu 
Lagrauges  universeller  (jleichung  iler  Dynamik  eine  Slammgleichuug 
oder  wenigstens  allgemeine  Typen  oder  Charaktere  zu  einer  solchen, 
d.  h.  letzte  Integi-atiou.sgestalten  anfzutinden.  Die  grosse  All- 
gemeinheit, vermöge  deren  sich  aus  einer  solchen  abschliessenden 
Integralform  die  sämmtlichen  ty])i.scheu  Hauptsätze  der  Mechanik 
durch  Herstellung  der  betretl'endeu  Ditlerentialgleiehungen  erster 
und  zweiter  Ordnung  gewinnen  lassen  müssten,  würde  sogar  dazu 
nöthigen,  ein  derartiges  Princiji,  wenn  es  in  befiiedigender  Fassung 
vorhanden  wäre,  als  die  Wurzel  aller  übrigen  zu  betrachteir. 

Schon  als  junger  Mann  hat  Hamilton  in  seinen  Arbeiten  über 
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dip  Strahlpiisystpiiip  ')  spiiip  spütprpn  inecdtaiiischen  Wendungen  ’) 
aualytiseh  vorbereitet.  Die  iiieeliaiiiseheu  Aiirstelliingeii  beziehen 
sich  zwar  uuiuiUell)ar  nur  auf  Sy.steiue  freier  Funkte;  aber  Hamilton 
setzt  auch  mit  Recht  voraus,  dass  sich  alle  wirklichen  Verhältnisse 
lind  Actiouen  der  Natur  schliesslich  auf  die  Behandlung  .solcher 
Fuuktesysteme  ziirüekführen  lassen  müssten.  .\uch  schon  von 
Lagrange  war  es  ja  immer  Iwtont  worden,  dass  die  freie  gegen- 
seitige Einwirkung  nach  Maas.sgabe  von  Distanzfunctiouen  der  Fall 
der  Natur  sei,  und  da  sich  auch  übrigens  die  unfreien  Systeme 
nach  Einführung  der  Keactivkriifte  unter  den  allgemeinen  Typus 
der  freien  Kräftecombinationen  bringen  lassen,  so  thut  die 
Hamiltousche  Voraussetzung  dem  allgemeinen  Charakter  der  Er- 
gebnisse keinen  Eintrag. 

Hamilton  selbst  bezeichnet  sein  Frincip  als  dasjenige  der 
veränderlichen  Actiou  'law  of  varying  actioii)  und  sielit  im  Frincip 
der  geringsten  Wirkung  nur  ein  Gesetz  der  „stationären  .Xctioir*. 
Um  die  Verfabrungsart  des  Irischen  Mathematikers  zu  begreifen, 
muss  man  beachten,  in  welcher  Form  das  Frincip  der  geringsten 
Wirkung  seit  und  nach  der  Zeit  Lagrauges  aufgefasst  wurde.  Es 
war  unter  den  Händen  des  Verfassers  der  Analytischen  Mechanik 
auf  einen  rein  analytischen  Ausdruck  reducirt,  um  dessen  mecha- 
nischen Sinn  mau  sich  nicht  sonderlich  kümmerte.  So  hatte  sich 
z.  B.  Laplace  '')  in  dieser  Beziehung  Lagrange  angeschlossen,  jeden 
Zweckgesichtspuukt  verworfen  und  nur  noch  aus  Inconsequeiiz 
gelegentlich  eine  metaphysisch  geartete  V^orstellung  blicken 
lassen.  Auch  Foisson '')  hatte  das  Frincip  in  demselben  Sinne 

*1  Theory  of  »ystciiis  of  ray«,  in  den  Transactiuns  of  the  Kuyal  Irish 
.\cadeniy,  Bd.  15  (1>W8). 

ÜD  a general  iiiethud  in  dynaiuics;  by  wliicli  tlie  .study  of  tb« 
iiiutions  of  alt  free  systeni»  of  attracting  or  repelling  p<]inU  ie  reduced  to  tlie 
soarcii  and  diiferentiatii>n  of  oue  central  relation  ur  cliaracteriatic  fnnction : in  den 
Philosophical  Transactions  von  18U1  S.  217—808,  Fortsetzung  188.5  ibid. 
S.  05 — 144.  — Vgl.  aber  Hamilton  nnd  über  die  neueren  Entwicklungen  auch 
Cayloy,  Iteport  on  the  rocent  progress  of  tlicoretical  dynamics,  in  dem  Iteport 
of  the  British  aaeociation  of  the  advanceincnt  of  Science,  für  1857,  8.1  -42. 

*)  Mec.  celeste.  Buch  1 Cap.  5 Nr.  28. 

.Systeme  du  monde.  Buch  111  Cap.  .5.  Werke  Bd.  VI  8.  205,  wo  er 
sagt:  „Das  Integral  der  lebendigen  Kraft  eines  Systems,  die  mit  dein  /.eit- 
element  mnltiplicirt  wird,  ist  ein  Minimum;  so  dass  also  die  wahrhafte 
Ockonomie  der  Natur  diejenige  der  lebendigen  Kraft  ist.“ 

'')  ’fraite  de  mecauique,  2.  Aull.  1888  (auch  deutsch  von  8tern)  Bd.  11 
Nr.  573. 
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ipproducirt.  Von  ileii  zwei  analytischen  Ansdnicksfoniien  war 
diejenige,  welche  nicht  die  Geschwindigkeit  mit  dem  Kaumelemeiit. 
sondern  das  Geschwindigkeitsqnadrat  mit  dem  Zeitelement  multi- 
jdicirt  enthielt,  am  geeignetsten,  die  Hamiltoiische  Integiulfonii 
der  Gleichung  der  lebendigen  Kräfte  au  die  Hand  zu  gebeu. 
Indem  er  die  Gleichung  der  lebendigen  Kraft  iu  der  ihr  vou 
Lagrange  gegebenen  Gestalt  ’)  variirte,  mit  dem  Zeitelemeiit 
multiplicirte  und  dann  integrirte,  ergab  sich  jene  Beziehuugsfonn 
vou  höherer  Stufe,  welche  er  als  Gleichung  der  charakteristischen 
Function  bezeichiiete.  Hiemit  war  die  augenltlickliche  lebendige 
Kraft  in  ihrer  Häufung  zwischen  zwei  veränderlichen  l’ositious- 
grenzen  zum  Gegenstand  einer  dynamisch  möglichen  Variation 
gemacht.  Hamilton  bemerkt  ausdrücklich,  dass  die  Variation,  die 
dem  Priucip  der  geringsten  Wirkung  zu  Grunde  liegt,  eine  dynamisch 
unmögliche  sei,  während  es  sich  bei  seinem  l’rincip  um  actuelle 
Bewegung  handle. 

Um  die  Bedeutung  der  charakteristischen  Function  zu  würdigen, 
beachte  man  zunächst,  dass  Lagrauges  allgemeine  Gleichung  der 
lebendigen  Kraft  eine  Function  enthält,  welche  zu.sammen  mit  der 
Constanten  gleich  der  halben  .Summe  der  lebendigen  Kräfte  gesetzt, 
und  deren  Natur  durch  die  Annahme  bestimmt  wird,  dass  sie 
differeuzirt  die  bekannte  .Summe  der  Kräfteniomente  der  üniversal- 
gleichung  ergebe.  Diese  letztere  in  nnbestimniter  Weise  als  möglich 
vorausgesetzte  Function  wird  von  Hamilton  als  Kräftefunction 
(force-functiou)  bezeichnet  und  vou  ihrer  Gleichung  durch  die 
vorher  angegebene  Variation  und  Integration  der  Uebergaug  zu 
der  höheren  Stufe  der  charakteristischen  Function  bewerkstelligt. 
Jene  Kräftefunction  ergab,  sobald  man  die  Gleichung  nach  den 
drei  Coordinateu  zerlegte,  eine  sehr  einfache  Form  der  Dift'erential- 
gleichungen  der  Bewegung,  indem  man  jedesmal  nur  die  nach 
eiher  Coordinate  differenzirte  Kräftefiinctiou.  d.  h.  den  partiellen 
Differeutialquotienten  derselben  dem  I’roduct  aus  Masse  und 
DifTerentialquotieut  der  Coordinate  gleichzusetzen  hatte,  .'^ie  war 
daher  nichts  Anderes  als  die  allgemeine  Potentialfunction.  Wenn 
sieh  nun  schon  das  gewöhnliche  specielle  Potential  dadurch  aus- 
zeichnel.  «lass  es  zu  dem.  was  die  Mechanik  beschleunigende  Kraft 
nennt,  eine  höhere  Wirkungsursache  liefert,  die  sich  nicht  blos  auf 


q Mec.  unal.  Bd,  I rlStl'  Z.  Abtli.  Sect.  111  Art.  A4  uiid  .Sect.  IV 
Art.  14. 
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den  Augenblick  bezielit,  so  ist  klai,  dass  ein  Aufsteigen  zu  einem 
noch  über  iler  Kräftefunctioii  belegeiieu  Standpunkt  von  grosser 
Wichtigkeit  sein  müsse.  Dieser  Standpunkt  wird  nun  durch  die 
charakteristisclie  Function  Hamiltons  vertreten.  Sie  ist  eine  Function 
von  zwei  Positionen  des  .Systems  mul  von  der  Zeit,  welche  im 
Uebergange  von  der  einen  zur  andern,  d.  h.  von  einer  bestimmt 
gegebenen  zn  einer  beliebigen  Position  veiHiesst.  Die  Beziehung 
auf  die  Coustauten  ist  ein  keiinzeiclmeuder  Umstand:  denn  nur 
dadurch,  dass  mau  sich  die  Veränderung  der  lebendigen  Kraft 
in  Beziehung  auf  eine  gegebene  Constaute  derselben  als  von  einer 
allgemeinen,  das  üesetz  jener  Veränderung  vorsclireibeudeu  Function 
abhängig  denkt,  geht  man  über  die  Kiäftefnnctiou  hinaus,  die 
zusammen  mit  den  Coustauten  den  Lauf  der  Veräuderungeu  der 
lebeudigeu  Kraft  repräsentirt.  Das  Integral  der  augenblicklichen 
lebendigen  Kraft,  näher  erläutert  durch  die  Bearbeitung  der  andern 
Seite  der  Gleichung  der  lebendigen  Kräfte,  ist  der  Hauptbegriff, 
um  den  sich  die  charakteristischen  Gedanken  Hamiltons  am  natür- 
lichsten gruppiren. 

Die  Gleichung  des  Piincips  der  geringsten  Wirkung  wurde 
vou  Lagrange  als  unfruchtbar  angesehen  und  Hamilton  trat  dieser 
Ansicht  bei,  indem  er  zugleich  für  sein  Piiucip  geltend  machte, 
dass  es  die  Schluss-  und  Zwischenintegrale  liefere,  während  jenes 
nur  dazu  gedient  habe,  die  ohnedies  bekannten  Gleichuugen  zweiter 
(»rdnung  zu  reproducireii.  ln  der  Thal  ist  die  letztere  Ableitung 
immer  nur  ein  logischer  Cirkel  gewesen;  denn  man  hat  nur  wieder- 
getündeu,  was  man  zur  allgemeinen  analytischen  Aufstellung  des 
Priiicips  der  geringsten  Wirkung  bereits  hatte  vorau.ssetzeu  müssen. 
Obwohl  sich  nun  Hamilton  in  seinen  Darstellungen  durch  eine  anf 
ilie  Wirklichkeit  der  mechanischen  Vorgänge  bezügliche  Klarheit 
auszeichuet,  wie  sie  unter  den  neben  ihm  in  Frage  kommenden 
analytischen  Förderern  mechanischer  Probleme  nicht  vorkommt,  so 
kann  dennoch  seine  neue  Formgebung  der  mechanischen  Bwlationen 
nicht  als  ein  .Satz  gelten,  der  mit  den  typischen  allgemeinen 
Eigenschaften,  die  man  bisher  unter  dem  Namen  vou  Principieu 
anfgeführt  hat,  auf  eine  Linie  zu  setzen  wäre.  Noch  mehr  als 
blos  das  Letztere,  nämlich  eine  wirkliche  lleberoriinnng,  würde 
jedoch  möglich  sein,  sobald  die  reale  .Seite  der  Hamiltouschen 
V'orstelluugsarten  zu  eingehenderen  Auffassungsformen  entwickelt 
wäre.  Der  einzige  reale  Begriff,  den  Hamilton  etwas  bestimmter 
gestaltet  hat,  ist  die  aufgehäufte  lebendige  Kraft  oder  diejenige 
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Actioü,  welclie  mit  Hücksiclit  auf  eine  veiändurto  actuelle  Bewegung 
zum  Gegeiistaml  der  Variation  gemacht  wird. 

184.  Wae  C.  G.  J.  .Jacohi’)  zur  Bearheitimg  und  Förderung 
<lt>r  aiialytisclieu  Hülfsmittel  der  Mechanik  geleistet  hat,  besteht 
voriiehmlicli  iii  Specialarheiten,  die  sich  mit  einer  neuen  Priucipieu- 
gestaltuug  uur  in  secuudärer  Weise  berährt  haben.  Unter  den 
gelungenen  Specialbeiträgen  ist  die  Ableitung  der  allgemeinen 
Gleichgewicht.sgestalt  einer  rotirendeu  flüssigen  Masse,  deren 
Theilchen  gegeueinaiuler  gravitiren,  wohl  am  bekanntesten.  Für 
diesen  Fall  zog  Jacobi  eine  von  Lagrange  zur  Seite  gelassene 
Gousequeuz  und  kam  zu  dem  Ergebniss,  dass  der  Aequator  der 
fraglichen  gleichförmig  rotirendeu  Masse  eine  beliebige  Ellipse 
sein  könne  -). 

.Jacobi  selbst  stellte  eine  mechanische  Anwendung  seiner  an 
sich  rein  analytischen  Theorie  eines  neuen  Multiplicators  als  neues 
dynamisches  Princip  *)  hin  und  hatte  dasselbe  bereits  drei  .Jahre 
vor  der  fraglichen  umfassenden  llarlegung  von  1845  der  Peters- 
burger Akademie  mitgetheilt.  Dieses  l’riucip  des  letzten  Multipli- 
cators dient  zur  Ermittlung  einer  letzten  Integrationsgestalt  der 
dynamischen  Gleichungen  und  soll  in  dieser  Beziehung  erheblich 
mein-  leisten,  als  die  andern  bekannten  Hauptsätze  mit  den  üuieu 
entsprechenden  Gleichungen.  In  der  angeführten  grossen  Ab- 
handlung über  den  neuen  Multiplicator  wird  das  Princip  auf  einzelne 
Fälle  angeweudet,  namentlich  auf  die  Bewegung  eines  von  einem 
festeJi  Geutruiii  und  auf  diejenige  eines  nach  dem  Newtonschen 
Gesetz  von  zwei  festen  Cent  reu  angezogeneu  Punktes,  daun  auf  die 
Rotation  eines  Körpers  um  einen  Punkt  in  Folge  eines  Stosses 
u.  8.  w.  ■•).  Der  einfachste  Fall  für  die  Anwendung  dieses  I’rincips 
ist  die  Bewegung  eines  Punktes  in  derselben  Ebene,  wenn  er  von 
einem  festen  Centrum  angezogen  wird.  Hier  werden  die  beiden 

')  rieb.  ISOl  gost.  18.51.  Vgl.  über  ihn  auch  Diridilet  in  den  Abli. 
der  Berliner  Akademie  von  18&2. 

.laciibi  ,.1'cber  die  Figur  dos  rileiehgcwichts“  in  Puggendurfs  .knnalen. 
Bd.  au  GbUlK 

*)  Theuria  nuvi  multiplieatoris  etc.  bcsunders  cb|i.  111  aamentlicb  § 22 
unter  der  Ueberschrift;  Nuruni  |irinci|>iinn  generale  meuliauicnin ; in  den 
Opnscula  niatlicniatioa.  :!  Bdc.  Berlin  (IStü -71)  Bd.  1 8.  182  fg.;  ziierststnck- 
«eise  in  Crellcs  Juuriuil  erschienen. 

*)  Ibid.  g 2.5  s«i.  Vgl.  auch  eine  18l!>  an  die  Französische  Akademie 
gerichtete  Abhandlung;  8nr  la  rutatiuu  d'nn  curi>s,  in  den  Upnscnla  Bd.  II 
tl861)  S.  139- UKi. 
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zunächst  erforderlichen  Integrale  durch  das  Princip  der  Erhaltung 
der  lebendigen  Kraft  und  durch  dasjenige  der  Flächen  geliefert. 
Indem  Jacobi  zu  diesen  beiden  Daten  diejenige  Beziehung  fügt, 
welche  durch  die  rein  analytische  Manipulation  nach  dem  Princip 
des  letzten  Multiplieators  gewonnen  wird,  bestimmt  er  die  Bewegung 
vollständig  und  zwar,  wie  sich  von  vornherein  absehen  lässt,  durch 
blosse  (Quadraturen'). 

Was  wir  über  die  Jacobischeii  Vorlesungen  über  Dynamik*) 
vom  Winter  1842 — 4:5  durch  die  Veröffentlichung  einer  fremden 
Auflassung  uud  Bedaction  derselben  wissen,  gestattet  zwar  nur 
selten  sichere  Schlüsse  auf  Einzelheiten,  setzt  uns  aber  in  den 
Stand,  im  Allgemeinen  den  Beziehungen  der  Jacobischeii  Unter- 
suchungen zu  Hamiltons  vorangegangeneu  Leistungen  näherzutreten 
und  ausserdem  einen  Einblick  in  die  Vorstellungen  zu  erlangen, 
welche  sich  der  Deutsche  Matheinatiker  über  das  Princip  der 
geringsten  Wirkung  und  dessen  analytische  Fassung  gebildet  hatte. 
Der  Umstand,  dass  er  überhaupt  die  sogenannte  isoperimetrische 
Form  in  der  Auffassung  der  mechanischen  Probleme  und  Beziehungen 
als  diejenige  von  der  grössten  Allgemeinheit  und  Tragweite  in  den 
Vordergrund  treten  Hess,  stimmte  mit  der  von  Hamilton  vollzogenen 
Wiederanknüpfung  an  das  Princip  der  geringsten  Wirkung  überein. 
Die  besondere  Kritik,  welche  Jacobi  diesem  letzteren  Princip  in 
den  Vorlesungen  “)  gewidmet  hat,  zeigt  überdies,  dass  er  sich  von 
der  seit  Lagrange  herrschenden  analytischen  Fassung  desselben 
nicht  befriedigt  fand.  Eine  stillschweigende  Voraussetzung,  durch 
welche  die  Gleichung  der  geringsten  Wirkung  erst  einen  gehörigen 
Sinn  erhalte,  sei  die  Elimination  der  Zeit  und  zwar  vermittelst 
der  (ileichung  der  lebendigen  Kräfte,  wodurch  Alles  auf  Kaum- 
elemente reducirt  werde.  Hit'durch  erhält  der  analytische  Ausdruck 
des  Priucips  eine  Gestalt,  welcher  kein  einfacher  mechanischer 
BegrilT  zu  entsprechen  vermag.  Er  wird  unter  dem  Integralzeichen, 
wo  sonst  die  mit  dem  Kaumelement  multiplicirte  Geschwindigkeit 
stand,  zu  einem  Product  aus  zwei  Wurzeln,  deren  eine  sich  auf 
diejenige  Seite  der  Gleichung  der  lebendigen  Kräfte  bezieht,  welche 
die  Kräftefunction  mit  der  Constauten  enthält,  während  unter  dem 
andern  Wurzelzeichen,  eine  Summe  der  Protiucte  aus  Masse  und 


Vgl.  den  eben  aiigef.  g 2.5  S.  170. 

Herausp.  ven  A.  Clebech,  Berlin  1860  (BorchardtBche."^  Hofti. 
’)  Ibid.  vornehmlich  S.  41  a.  52. 
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Quadrat  des  Kanniplpinciits  figiirirt.  Aiisspniem  weist  Jacohi  uoeh 
besondeis  naeli.  dass  lUe  testen  (ireiizimsitinneii,  zwisdieii  denen 
das  Integral  genonnneii  wiid,  hinlänglich  nahe  sein  müssen,  damit 
nicht  das  Princiji  seine  Gültigkeit  verliere:  so  könnten  z.  ß.  die 
kürzesten  Linien,  welche  ein  auf  der  Kugel  einem  Impuls  folgender 
Körper  beschreibt,  den  Spielraum  von  180”  nicht  überschreiten  '). 
üebrigens  ist  natürlich  auch  bei  .lacobi  die  Voraussetzung  maass- 
gebend. es  gelle  das  I’rincijt  des  „geringsten  Kraftaufwandes“,  wie 
er  es  genannt  wissen  will,  nur  innerhalb  der  Vorbedingungen,  untei 
denen  auch  die  Gleichung  der  lebendigen  Kräfte  mit  dem  ihr  ent- 
sprechenden l’rinc.ip  zntritVt,  nämlich  nur  dann,  wenn  die  ffli-  die 
.\nordnung  dos  Systems  gültigen  ßedingungsgleichungen  die  /eit 
nicht  pxplicite  enthalten. 

Die  Thatsache.  dass  .lacobi  in  spinen  Vorlesungen  die  IHiiamik 
eines  Systems  von  Punkten  als  Hauptgegenstaud  ins  Auge  gefasst 
und  sich  wesentlich  nur  mit  der  ßearbeitung  der  analytischen 
Hülfsniittel  zur  Integration  der  dynamischen  Gleichungen  beschäfligt 
hat,  erinnert  an  den  Kreis  von  Problemen,  in  welchem  Hamilton 
Redputendes  geleistet  ninl  die  Uiclitung  vorgezeichnet  hatte.  Auch 
ist  der  Gang  der  Vorlesungen  der,  dass  nach  Aufstellung  der 
fnndamputalen  Gleichungsformen  und  na<di  Vorführung  dei’  prin- 
cipiellen  Hau|ilsätze  vom  Schwerpunkt,  von  den  lebendigen  Kräften, 
von  den  FläcliPii  und  von  der  geringsten  IVirkung,  zu  den  Ver- 
tähriingsarteii  Hamiltons  übergegaugen  und  daun  das  Princip  des 
letzten  Multiplicators  entwickelt  und  zur  Anwendung  gebracht 
wird.  In  einer  nachgelassenen,  als  Anhang  zu  den  Vorlesungen 
vpröflentlichten  .\bhandlnng  *)  erkennt  .lacobi  die  Gesichtspunkte 
Hamiltons  als  die  ersten  epochemachenden  Rercicherungeu  an,  welche 
die  allgemeinen  Formen  der  analytischi'u  Rehandlung  der  Mechanik 
nach  Lagrange  ertähnMi  hätten.  Das  eigenthümlichp  .Stichen  .lacobis 
selbst  richtete  sich  aber  auf  die  wirkliche  Ansführbarmachung  der 
erfordeilichpii  Inlpgrationeii,  und  aus  der  vorzugsweise  an  dieses 
Interesse  gebundenen  Verfahruugsart  mag  es  sich  auch  wohl  er- 
klären, dass  die  fundamentalen  Principien  für  ihn  weniger  Reiz 
hatten.  Kenuzeichiiend  für  seine  Unbekümmertheit  in  dieser 
Richtung  ist  eine  Aeusserung  in  einem  populären  Vortrag  in 


')  Ibiil.  (S.  40  t‘.l.  *)  Ibid.  S. 

Ueber  Descarte«  Lebeu,  Berlin  I8t0,  S.  8. 
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welchpr  er  nescarte«  für  den  Rrfimler  den  Princips  der  virtuellen 
({eschwindigkeiteii  erklärte. 

18Ö.  <J.  P.  Lejeiiiie  Dirichlet  (1805 — 50),  der  sifdi  gegen 

Ende  seines  Lehens  den  allgeiiieineren  iiieclianisclien  Problemen 
von  principiellem  Chaiukter  entschiedener  znwendete  und  sich 
ausser  mit  einem  Beweis  der  Stabilität  des  Weltsystems  auch  mit 
einer  neuen  .Methode  zur  uuivei-sellen  Lösung  der  mechanischen 
iViifgaben  heschäftigt  haben  soll,  hat  nur  eine  unvollendete  Ab- 
handlung') hiuterlassen,  welche  die  Bewegungen  eines  flüssigen 
Kllipsoids  hetrifl't.  Sie  ist  das  Beispiel  einer  strengen  Integration 
der  hydrodynamischen  Gleichungen  für  den  Fall,  dass  die  Flössig- 
keit,  deren  Theile  gegeneinander  gravitireu.  ursprünglich  die  Form 
eines  Ellipsoids  hat.  Die  Flüssigkeit  bleibt  hei  der  Bewegung 
ein  Ellipsoid  mit  demselben  .Mittelpunkt;  aber  Lage  und  Grösse 
der  Hauptaxen  ändern  sich.  Im  specielleu  Fall  eines  Umdrehungs- 
ellipsoids  oscilliit  die  Flüssigkeit  zwischen  den  zwei  Gestalten 
eines  verlängerten  und  eines  abgeplatteten  Ellipsoids.  Müssen  wir 
nun  auch  hier  von  der  hesonderii  .Aufgabe  ahsehen,  welche  an  die 
ersten,  namentlich  Clairautscheu  .Schritte  zur  Behandlung  iles 
Problems  der  Erdgestalt  erinnert,  und  welche  für  die  Formationen 
der  kosmischen  Köi^per  ganz  im  .Allgemeinen  grosse  Bedeutung 
hat.  — so  haben  wir  doch  auf  die  in  der  Einleitung  des  frag- 
lichen Aufsatzes  gemachte  Bemerkung  Dirichlets  hiuzuweisen,  dass 
Lagrange  seine  allgemeinere  Form  der  hydrodynamischen  Gleichungen, 
welche  auf  der  Verfolgung  der  Bewegung  jedes  für  sich  ins  Auge 
gefassten  Elements  beruht,  für  die  Anwenduugen  nicht  hätte  wieder 
mit  der  Eulerschen  Form  vertauschen  sollen. 

Unter  den  fiüheren  .Arbeiten  Dirichlets  haben  besonders  zwei 
.Aufsätze  ein  principielles  Interesse.  Der  eine  „Heber  die  .Stabilität 
lies  Gleichgewichts“  giebt  einen  Beweis  derselben  aus  dem  uu- 
mittelhaien  Begriff  des  Maximums  und  schlägt  also  einen  Weg  ein, 
auf  welchem  die  gewöhnlichen  analytischen  Kriterien  des  Maximums, 
die  mau  vermittelst  der  allgemeinen  lleihenform  der  Function 
gewinnt  und  die  für  weniger  einfache  Fälle  praktisch  unaus- 
führbaren Umständlichkeiten  nicht  in  Frage  kommen.  Der  andere 


UebiT  ein  l’robleni  licr  HyilrciJynainik,  Abh.  der  Kiiuigl.  (jesfllsrbaft 
Jer  Wisseu.Kcbaften  zu  OöttiiiKi'n . Hü.  S (1.S.S8 .Auch  ubgcüruckt  iu 
Crolles  Journal,  Bd.  .58  (1S6U. 

lu  Crellai  Journal  für  Matbamatik,  Bd.  D84Ö). 
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Aiifaat/. ')  behandelt  die  Bewegung  einer  festen  Kugel  in  einer 
unendlichen,  nnzusaminendrückbaren  Flüssigkeit  und  nimmt,  ab- 
gesehen von  der  geleisteten  Integration  der  hydrodynamischen 
(ileichuugen  dieses  Falles,  die  Aufmerksamkeit  noch  besonders 
durch  ein  änsserst  überrascliendes  Krgebniss,  namentlich  aber  durch 
flie  Unvereinbarkeit  in  Anspruch,  welche  zwischen  den  herkfimm- 
liehen  Vorstellungen  vom  Widerstande  eines  Mediums  und  dem 
mathematischen  Resultat  besteht. 

Die  besoudern  Voraussetzungen,  unter  denen  Dirichlet  das 
Problem  behandelte,  waren  die.  dass  die  Flüssigkeitstheilchen  von 
einer  beschleunigenden  Kraft  von  constanter  Richtung  afficirt 
würden,  und  er  ging  zunächst  von  der  Idee  aus,  dass  die  Kugel 
unbeweglich  fest,  die  Flüssigkeit  aber  um  dieselbe  in  fortschreitender 
Bewegung  begriffen  sei.  Alsdann  zeigte  er,  dass  mau  die  Kugel 
frei,  d.  h.  das  ganze  System  der  Flüssigkeit  und  iler  Kugel  als 
ein  freies  denken  könne,  ohne  dass  die  Ruhe  der  Kugel  in  der 
bewegten  Flüssigkeit  für  die  vorausgesetzte  Art  der  Bewegung 
aufgehoben  werde.  Der  ITebergang,  in  welchem  der  Kugel  anstatt 
der  F'lüssigkeit  die  Bewegung  zugetheilt  wird,  ist  leicht  begreiflich. 
Um  jedoch  über  die  eigenthümliche  Seite  des  Resultats,  dass  der 
Verändernde  Widerstand  schliesslich  gar  nicht  von  der  beharrenden 
tieschwindigkeit,  also  nur  von  der  Beschleunigung  abhängig  und 
ohne  die  letztere  gar  nicht  vorhanden  sei,  nicht  den  mimlesten 
Zweifel  zu  lassen,  mögen  hier  die  eignen  F'ormulirungen  Dirichlets 
sellist  sprechen.  Kr  sagt  am  Schluss  des  fraglichen  Aufsatzes: 
„Dieser  Widerstand  entspricht  nicht  der  Vorstellung,  welche  mau 
sich  von  der  Wirkung  eines  flüssigen  Mediums  auf  einen  in  ihm 
l>ewegten  festen  Köijier  zu  machen  pflegt  und  nach  welcher  ein 
Widerstand  auch  dann  schon  vorhanden  und  zu  überwinden  ist, 
wenn  die  in  einem  Zeilmoment  statttindende  Bewegung  für  den 
nächsten  Zeittheil  nicht  alterirt  weriien  soll,  wogegen  nach  Obigem 
in  unserm  l-'aR  die  Bewegung  des  festen  Körpers  augenblicklich 
in  eine  graillinige  und  gleichförmige  übergeht,  sobald  die  be- 


Mimatslifricht  der  Herliner  .Vkailitmie  fiir  l.Sf>2.  — Zur  tjesLaltuug 
der  Uleichim^sfurmeii  für  weniger  eiufarlic  Kälte,  bei  deren  Erörterung  das 
Priueipielle  nicht  weiter  in  Krage  geknininen  ist.  vgl.  Kirchhulf  „lieber  die 
Bewegung  eines  Uotatiuoskürpers  in  einer  KlUssigkeit“,  in  (Jrclles  Jnurual  Tür 
Alatlieinatik , Bd.  71  (läTU)  B.  2d7  fg.  und  (.'lebsrh  „Leber  die  Bewegung 
eines  Körpers  in  einer  KlUssigkeit“  in  den  Annalen  der  .MatheiuatilL,  Bd.  d 
11871)  S.  2:58  fg. 
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aohlpiinigpndf“  Kraft  zu  wirkpii  anfh(trt.  Der  Widerstand  hängt 
hier  gar  nicht  von  der  vorhandenen  Bewegung,  sondern  lediglich 
von  der  iin  nächsten  Zeittheile  hervorzubrigenden  Aenderiing  der 
Bewegung  ab.  . . Was  Dirichlet  noch  sonst  an  besondern  zur 

Mechanik  gehörigen  l'ntersnchnngen  ins  Auge  gefasst  hat.  und 
was  sich  vornehmlich  an  die  tianssschen  Arbeiten  über  die  im 
umgekehrten  Verhältniss  des  Quadrats  der  Entfernnngeu  wirkenden 
Kräfte  anschloss,  ist  für  unsere  Principiengeschichte  ohne  specifisches 
Interesse. 

186.  Es  ist  historisch  für  ilie  Beschaffenheit  der  mechanischen 
Principien  nicht  unerheblich,  dass  sich  die  Versuche,  die  aller- 
ersten Onmdlagen  strenger  zu  gestalten  oder  vielmehr  für  ilie 
ersten  Hauptsätze  befriedigende  Beweise  zn  liefern,  in  der  neusten 
Zeit  und  zwar  auch  bei  grossen  Analytikeiu  wiederholen.  So  hat 
sich  z.  B.  Cauchy’)  nm  eine  neue  Ableitung  des  Paiallelogramms 
der  Kräfte  bemüht  und  so  die  bi.s  dahin  unternommenen  mannich- 
faltigen  Wendungen  dieser  Art  nm  eine  neue  Variante  vermehrt. 
Wir  haben  in  nnserm  Geschichtsbericht  derartige  besondere  Be- 
strebnngen,  auch  wenn  sie  grössern  Mathematikern  angehörten, 
nicht  besonders  zn  berücksichtigen  gehabt,  weil  im  Wesentlichen 
schon  von  voniherein  Angesichts  der  Wendungen  Varignons  und 
Newtons  ab/.nsehen  war,  dass  sich  auf  dem  gewöhnlichen  Wege 
keine  stichhaltige  Ableitung  werde  geben  lassen.  Auch  Lagiange 
war  von  dem  nothwendigeu  Eehlschlagen  derartiger  Versuche  über- 
zeugt gewesen,  und  das  neuere  kritische  Ergebniss  wird,  wie  es 
auch  gewonnen  werde,  immer  zn  der  .\uerkennnng  der  Thatsache 
gelangen  müssen,  dass  die  Kednction  einer  Kraft  auf  eine  andere 
Wirknngsrichtung  das  Einfachere  ist,  aber  dafür  auch  die  Holle 
eines  unbewussten  Axioms  und  zwar  seit  Galilei  bis  auf  die  Gegen- 
wart gespielt  hat.  Bei  einem  Entwicklnngsstande  der  Mechanik, 
der  es,  wie  das  Beispiel  Dirichlets  gezeigt  hat.  wirklich  noch  ge- 
stattet, die  von  Newton  her  überlieferten  Grnndvorstellnngen  über 
den  Widerstand  der  Medien  mit  Erfolg  in  Frage  zu  stellen,  darf  es 
nicht  überraschen,  ilass  auch  die  fundamentalsten  Wahrheiten,  die 
an  der  Spitze  der  Statik  und  Dynamik  stehen,  noch  für  eine 
gewisse  formale  Erledigung  Kaum  lassen.  Hiefür  zeugt  ausser 

Eierriofs  de  matlieiiiatii|iies,  Kd.  1 Paris  ...Sur  la  resultaute  ek  " 

S 29  fg.  - Vffl.  auch  Mübiu»  in  Crelles  Journal.  Bd.  42  (1851)  besomiers 
die  Nachschrift  dei  Aufsatzes,  8.  184. 


Digilized  by  Google 


(1pr  Bpsphäftignng  mit  dpiii  Parallplogi-amm  dpr  Kräfte  noch  ein 
iindpipr  Versuch  f'ancliys’),  welcher  sich  auf  das  hj’drostatische 
Princip  der  Gleichheit  des  Drucks  in  allen  Hichtnngen  bezieht. 

Diese  zwei  Beispiele  mögen  für  eine  Maimichfaltigkeit  von 
andern  Bestrehuugeii  genügen,  die  sich  theils  in  heiühmteren 
Gesammtdarstellnngen  der  .Mechanik,  wie  in  derjenigen  Poissons, 
theils  in  hesondern  Artikeln  oder  specielleren Schriften  aiitreffen lassen. 

Das  im  letzten  t’apitel  noch  endgültig  zu  besprechende  Ver- 
hältniss  des  Antheils  der  Mathematik  an  den  Formnlinmgen  der 
allgemeinsten  Principien  der  Mechanik  entscheidet  indirect  auch 
über  die  Tragweite  der  rein  analytischen  Bestandtheile  der  frag- 
lichen oder  ähnlichen  Beweisversnche.  Da  indessen  in  dem  jetzt 
behandelten  Gapitel  diejenigen  Leistungen  zur  Sprache  gekoinuien 
sind,  welche  denen  angehörten,  ilie  in  erster  Linie  Mathe- 
matiker und  znm  Theil  auch  vorzugsweise  .Analytiker  waren,  so 
erscheint  es  als  angemessen,  auch  die  Berühnmgen  der  Mechanik 
mit  den  verschiedenen  rein  mathematischen  Methoden  der  neusten 
Zeit  nicht  mit  Stillschweigen  zu  übergehen.  Die  unlösbaren  Be- 
ziehungen der  Mechanik  zur  Analysis  und  Functiouentheorie  sind 
.schon  bei  der  Behandlung  Lagranges  in  der  ausgeprägtesten  Weise 
sichtbar  geworden,  und  was  die  eben  behandelten  Mathematiker 
betrifft,  so  bedarf  es  nur  einer  Krinnernng  an  die  dnrchgegangenen 
Punkte,  namentlich  aber  an  Hamiltons  Vorstellnngsarten,  um  den 
Typus,  der  in  diesem  Gebiet  unumgänglich  ist,  charakteristisch 
vor  Augen  zu  haben.  Dagegen  könnte  man  fragen,  ob  nicht  die 
moderne  synthetische  Geometrie,  also  das  Bereich  der  Methoden 
Poncelets  und  Steiners,  in  weiterer  Ausbildung  eine  Kückwirknng 
auf  die  Fassnngsart  der  mechanischen  M^ahrheiten  üben  und  dazu 
führen  möchte,  die  Vorstellnngsarten  in  irgend  einer  Bichtnng 
eigenthümlich  zu  entwickeln.  Zunächst  versteht  es  sich  von  selbst, 
dass  da.  wo  tlie  geometrischen  Gebilde  zu  ihrem  Theil  die  Ge- 
staltung der  mechanischen  Wirkung  bestimmen,  jede  Behandlungsart 
der  Gesetze  dieser  Gebilde  auch  für  das  Bedürfniss  der  Mechanik 
znm  Ziele  führen  müsse.  Die  im  engem  Sinne  synthetische 
(reometrie  muss  also  je  nach  ihrer  Tragweite  in  den  einzelnen 
Richtungen  des  erfordeilichen  mathematischen  M'issens  auch  für 
die  mechanischen  Aufgaben  ihre  Krgebnisse  liefern.  Ein  Beispiel 
hiezu  ist  Steiners  Bebandlnng  der  Anziehung  einer  ellipsoiilischeu 

')  Eii'ri-ices  de  iiiatheniatinues.  BJ.  11  i lö27i.  ..De  la  preaaiun  dana 
tes  äuides,“  S.  23  fg. 
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Schicht  auf  einen  äusseren  Punkt  ’).  Vfillig  verschieden  gestaltet 
sich  jedoch  die  Hinwirkungsart  der  eigenthüinlicli  synthetischen 
Anschauungsweisen  insofern,  als  sich  hier  und  da  schon  An- 
deutungen finden,  Principien  wie  dasjenige  der  Dualität  in  analoger 
Weise  auf  dem  mechanischen  Gebiet  mit  Gegenstücken  zu  versehen. 
Besonders  scheinen  hiezu  die  späteren  Annäherungen  der  ver- 
schiedenen Gattungen  der  mathematischen  Exposition  heigetragen 
zu  haben.  So  weist  z.  B.  Plücker  *)  darauf  hin,  „das  Princip 
der  Reciprocität  finde  auf  Kräfte  und  Rotationen  dieselbe  An- 
wendung als  auf  Punkte  und  Ebenen.“  r'in  unter  vielen  eine 
andere  frühere  Bemerkung  zu  erwähnen,  so  findet  sich  die  Notiz 
von  Ideen,  welche  in  einer  noch  etwas  unbestimmten  Weise 
auf  das  Verhältuiss  von  Rotation  und  Translation  im  Sinne  einer 
allerdings  noch  unklar  gedachten  mechanischen  Dualität  gerichtet 
sind,  in  t'ha.sles  ausführlichem  historischen  Bericht  über  die 
damaligen  neueren  .Methoden  der  synthetischen  Geometrie  ’).  Da 
indessen  die  Stilgattnngen  der  mathematischen  Darstellung  in  der 
neusten  /eit  mehr  und  mehr  eine  (’ombination  der  verschiedenen 
Methoden  des  Denkens  und  Darsb  lleus  zeigen,  so  ist  mit  Sicher- 
heit auzunehmen,  dass  irgeinl  eine  .Auseinandersetzung  in  dieser 
Richtung  auch  für  die  Anwendung  auf  die  Mechanik  nicht  allzu 
lange  auf  sich  warten  lassen  werde,  und  es  hat  die  blosse  Ge- 
schichtsdarstellung oder  zugehörige  Kritik  darauf  zu  verzichten,  über 
die  Andeutungen  hinauszugehen  und  «der  werdenden  Geschichte 
selbst  vorgreifen  zu  wolleu. 


Drittes  Capitid. 

Vorstellungen  im  Anschluss 
an  das  mechanische  Aeqnivalent  der  Wärme. 

187.  Setzt  man  voraus,  dass  die  Ursache  der  Wärme- 
erscheiuungen  als  eine  mechanische  Kraft  betrachtet  wird,  die  sich 
an  irgend  einem  uns  nicht  näher  bekannten  Medium  statisch  und 

')  Grelles  Joarnel,  Bd.  12  (1824)  „Demunstratiuu  gdumetrique  d'uii 
theureiiie  relatif  a l'altraction  d'uije  eouche  ellipsoidique  siir  im  iiuint  extdrieur,“ 
8.  141  fg. 

PlOeker,  Neue  Geometrie  des  Kaiimes,  herausg.  von  (dobseli,  Leipzig 
1888— 69,  S.  21. 

*)  A|iervu  liistoriqiie  siir  l'origiiio  et  Io  devoloppomeiit  de.s  luetliudes 
en  Geoiuetrie,  Brüssel  1887,  deutsch  Halle  1889,  Beite  458. 
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dynamisch  bcthätigt,  so  ist  mit  dieser  Annahme  für  die  Tragweite 
der  mechanischen  Principien  ein  neues,  sehr  weites  Gebiet  eröffnet. 
Geht  man  aber  noch  einen  Schritt  weiter  und  gelaugt  zu  der 
Vorstellung,  dass  die  Ursachen  aller  Phänomene,  welcher  Art  sie 
auch  sein  mögen,  in  ihrer  letzten  Grundlage  mechanische  Kräfte 
sind,  so  entzieht  sich  kein  einziger  Vorgang  der  Natur  der  all- 
gemeinen Möglichkeit  einer  mechanischen  Kennzeichnung.  Oie 
verschiedenen  Naturkräfte  mögen  alsdann  sein  was  sie  wollen;  sie 
kommen  darin  ühereiu,  zugleich  .Ausdruck  mechanischer  .\ctionen 
zu  sein,  die  in  ihrem  Wirken  enthalten  sin<i.  AVie  die  Verschiedeii- 
artigkeit  der  Stoffe  nicht  mit  der  Kxistenz  der  einen  allgemeinen 
Materie  unverträglich  ist,  und  wie  die  mauuichfaltigeu  Naturprocesse 
nicht  die  sich  gleichhleihende  Quantität  dieser  allgemeinen  Materie 
abänderu  können;  ebenso  ist  auch  mit  der  grössten  Manuichfaltigkeit 
der  Kräfte  die  Voraussetzung  vereinbar,  dass  in  allen  diesen  ver- 
schiedenen Kräften  eine  allgemeine  Kraft,  d.  h.  mechanische  Kraft 
enthalten  und  mit  jedweder  Bethätiguug  der  specifisehen  Kraft  in 
irgend  einem  Maass  gegeben  sei.  Die  Idee,  dass  die  mechanische 
Kraftgrösse,  die  auf  diese  Weise  in  allen  Ursachen  der  Phänomene 
mitwirkt  und  das  I'uudameut  aller  Natiirthätigkeiten  bildet,  in 
analoger  Weise  wie  die  Materie  etwas  Un vermehrbares  und  Un- 
verminderhares  sein  müsse,  liegt  nahe,  sobald  die  Gruudvorstelluug. 
dass  mechanische  Kraft  nicht  aus  Nichts  entstehe,  zu  Hülfe  ge- 
nommen wird.  Diese  letztere  Grundvorstelluiig  ist  aber  wiederum 
selbst  unumgänglich,  sobald  die  mechanische  Kraft  als  ein  Letztes 
gesetzt  wird,  in  welches  sich  alle  NaturjM'ncesse  auflösen  lassen. 

Ist  letztere  Idee  einmal  ernstlich  ins  Auge  gefasst,  so  ist 
die  Mechanik  mit  ihren  Principien  die  reale  Gnindwissenschaft. 
Das  Gebiet  der  Mechanik  reicht  alsdann  soweit  wie  die  Phänomene 
selbst,  und  es  giebt  keinen  Vorgang,  bei  welchem  uicht  gefi-agt 
werden  könnte,  welches  die  mechanischen  A'orausset Zungen  seiner 
Möglichkeit  seien.  Obwohl  sich  diese  Krage  zunächst  nur  in 
wenigen  Fällen  möge  beantworten  lassen,  und  obwohl  sogar  die 
Beantwortung  noch  keine  vollständige  Krkläning  der  Jeilesnial 
fraglichen  Krscheinuiig  zu  sein  liraucht.  so  ist  mit  einer  solchen 
Betrachtungsart  doch  immer  eine  .Anknüpfung  an  ilie  letzte  wahr- 
uehml)are  Grundlage  des  thatsächlicli  Gegebenen  verbunden.  Man 
hat  von  einem  Vorgang  eine  sehr  unzureichende  Vorstellung,  weiiii 
man  nichts,  weiter  von  ihm  weiss,  als  dass  zu  seiner  Hervor- 
bringuiig  eiu  gewisses  Quantum  Matei'ie  gedient  habe.  Mau  wird 
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schon  etwas  mehr  wissen,  wenn  man  die  meclianische  Kraftgrösse 
kennt,  die  zur  Hervorliringiing  derjenigen  Veränderungen  erforder- 
lich war,  die  Jener  Vorgang  etwa  vorstellte,  nennoch  wird  man 
aber  hiemit  noch  nicht  die  Mannichfaltigkeit  der  Formen,  sondern 
gleichsam  nur  das  Material  erkannt  haben,  aus  welchem  diese 
Formen  gestaltet  sind.  Fs  folgt  mithin,  dass  die  colossale  Er- 
weiterung der  mechanischen  .\iiffassuugsart,  die  mit  Jenem  neuen 
Gesichtspunkt  der  Iletruchtnug  der  Kräfte  aller  fJattungen  ver- 
bunden ist,  nicht  dahin  missverstanden  werden  darf,  dass  alles 
bestimmtere  Wissen  von  den  Natnrvorgängen  durch  l)losse  Mechanik 
gedeckt  werden  könne. 

Unter  Hinblick  auf  die  eben  angegeliene  Einschränkung  kann 
man  nun  sagen,  dass  die.  Mechanik  innerhalb  des  dreissigjährigeu, 
etwa  seit  1842  zu  reclmeuden  Zeitraums  in  eine  Epoche  eiugetreten 
sei,  in  welcher  die  Priucipien  derselben  nach  der  Eroberung 
des  gesammteu  Kreises  der  Naturphänomene  streben  und  bezüg- 
lich ihrer  Competenz  keine  einzige  .\nsschliessung  zugesteheu. 
Die  Entdeckung  des  mechanischen  .\equivalents  der  Wärme  ist 
zwar  der  Markstein  für  die  Oebietc  der  engeren  und  der  weiteren 
Uouceptionsart  der  Naturmechauik  gewordeu;  aber  man  würde  irren, 
wenn  mau  diese  Entdeckung  und  die  Verbreitung  der  allgemeinen 
mit  ihr  zusammenhängenden  Vorstellungen  über  die  Kräftewirkuug 
nur  als  (irundlage  für  .Späteres  und  nicht  auch  als  Frucht  einer 
früheren  schon  lange  zum  Abschluss  hiustrebendeu  Entwicklung 
ausehen  wollte.  Die  .\iiffinduug  eines  mechanischen  Kraftausdrucks 
zur  Charakteristik  der  Wärmeactiou  mid  die  Auffassung  dieser 
letzteren  Actiou  als  einer  mechanischen  Molecularbeziehung  sind 
allerdings  die  epo(;hemaehenden  Thatsachen  gewesen;  allein  die 
entscheidende  Wendung,  in  welcher  ilie  epochemachende  Eigen- 
schaft lag,  war  durch  den  allgemeinen  (Jang  tler  Vorstellungen 
" vorbereitet  gewesen.  Hieraus  erklärt  es  sich  denn  auch,  dass  sieh 
nachträglich,  als  man  die  neue  Einsicht  in  einei'  vollkommneren 
Gestalt  vor  sich  hatte,  eine  Vorgeschichte  derselben  nachweisen 
liess,  und  dass  sich  die  .\ufmerksamkeit  auch  solchen  älteren 
Ideen  zuwemlete,  die  zur  Zeit  ihrer  ersten  Veröffentlichung  im 
.\llgemeinen  unbeachtet  gehliebeu  waren. 

Um  die  natürliche  .Abfolge  der  wissenschaftlichen  Ereignisse 
wieder/.ugehen,  wird  man  Jedoch  nicht  mit  den  eben  angedeuteteu, 
nur  partiellen  Annäherungen,  sondern  mit  derjenigen  Gestalt  der 
Sache  zu  begiuneu  haben,  die  zuerst  einen  klaren,  unzweideutigen 
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und  vollständigen  Ausdruck  der  neuen  Idee  und  Thatsache  ent- 
halten hat.  Obwohl  auch  diese  Gestalt  der  neuen  Einsicht  nicht 
sofort  in  das  Bereich  einer  allgemeineren  Aufmerksamkeit  ge- 
langte, so  ist  sie  doch  später  als  die  erste  entscheidende  Grund- 
lage anerkannt  worden  und  hat  überdies  auch  in  der  weiteren 
Entwicklung  durch  ihren  Urheber  zum  .\usdnjck  derjenigen  Concep- 
tioueu  geführt,  die  für  die  Erörterung  der  allgemeinen  mechanischen 
Priucipieu  die  wichtigsten  sind.  Aus  diesen  zwei  Gründen  werden 
wir  mit  den  Arbeiten  .1.  H.  Mayers  von  Heilbroun  zu  beginnen 
und  an  die  älteren  Ideenansätze,  namentlich  au  diejenigen  Sadi 
Carnots,  sowie  überhaupt  an  die  immer  allgemeinere  Gestaltung 
der  Vorconceptioiien  über  die  Erhaltung  der  Kraft  erst  später  zu 
erinnern  haben. 

188.  .Julius  Kobert  Mayer  (geb.  1814)  veröffentlichte  im 
Maiheft  der  .\nualen  der  Chemie  und  Pharmacie  von  1842  *)  einen 
Aufsatz  unter  der  Ueherschrift  „Bemerkungen  über  die  Kräfte  der 
unbelebten  Natur“  *),  in  welchem  die  Zahl  des  mechanischen 
Aequivalents  der  Wärme  gegeben  und  so  kuiv.  allgeleitet  ist,  dass 
wir  die  betreffende  Stelle  hier  wörtlich  an  führen  können.  Es  heisst 
dort  nach  einer  Erörternng  der  I'olgeii  des  Grundsatzes,  dass  die 
AVirkuug  der  Ursache  gleich  sein  müsse  in  Bezug  auf  den  Zu- 
sammenhang und  das  Grössenverhältniss  von  Wärme  und  mecha- 
nischer Kraft,  in  den  bestimmtesten  Worten  und  Begriffen:  ,, Unter 
Anwendung  der  aufgestellten  Sätze  aufdieM'ärme  — und  V'olumeus- 
verhältnisse  der  Gasarten  findet  mau  die  Senkung  einer  ein  Gas 
comprimirenden  Quecksilbersäule  gleich  der  durch  die  Compression 
entbundenen  Wärmemenge  und  es  ergiebt  sich  hieraus,  — den 
Verhältnissexponenten  der  Capacitäten  der  atmosphärischen  Luft 
unter  gleichem  Drucke  und  unter  gleichem  Volumen  = 1,421  ge- 
setzt — dass  dem  Herabsinkeu  eines  Gewichtstheiles  von  einer 
Höhe  von  circa  S6.ö die  Erwärmung  eines  gleichen  Gewichts- 
theiles Wasser  von  0®  auf  1"  entspreche.“ 

Der  kleine  Aufsatz,  gegen  dessen  Schluss  die  eben  angeführte 
Coustatirung  des  mechanischen  Kraftwerths  der  Wärme  vollzogen 
und  auch  die  Methode  der  Gewinnung  der  betreffenden  Zahl  deut- 
lich genug  hezeichnet  war,  hatte  als  seinen  Gegenstand  die  Be- 


')  Heniiix|r.  voll  WOhlor  uud  Jiiebin,  Bd.  12  S.  2.S:t  (g. 

*)  Auch  ahgeilruckt  in  der  Sammlung  dor  Mayersclien  Abliaiidlnugeu: 
„Die  Mecbuiiik  der  Wärme",  Stuttgart  1807,  S.  :>-  12. 
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stimmiiug  eines  ileiitlichen  Kraflbegriffs  luugestellt.  In  der  Ver- 
folgung der  Aufgabe,  die  Vorstellung  von  tier  Kraft  ebenso  un- 
zweideutig zu  gestalten,  wie  diejenige  von  der  Materie,  war  der 
Verfasser  zu  einigen  formalen  Aenderuugen  der  gewöhnlielien  An- 
schauungsweise gelangt,  die,  ganz  abgesehen  von  dem  mechanischen 
Aequivalent  der  Wärme,  für  die  Fassung  der  allgemeinsten  Priu- 
cipieu  der  Mechanik  von  Interesse  sind.  Da  sie  aber  ausserdem 
auch  die  Vordersätze  l)ildeten,  aus  welchen  die  Nothwendigkeit 
mechanischer  Aequivalenzttn  aller  Erscheinungen  gefolgert  wurde, 
so  haben  wir  hier  einen  doppelten  Grund,  ihnen  mit  besonderer 
Sorgfalt  zu  folgen. 

Nach  Mayer  ist  Kraft  ein  (tbject,  welches  in  den  ver- 
schiedenen Erscheinungsformen,  also  trotz  aller  tinalitätsäuderuugeu, 
unzerstörlich  dasselbe  bleibt.  An  die  Spitze  wird  der  Grundsatz 
gestellt:  causa  aequat  effectum.  Diese  Gleichung  zwischen  Ur- 
sache und  Wirkung  wird  sowohl  begriftlich  als  quantitativ  ver- 
standen. Die  Ui-sache  erhält  sich  in  der  Wirkung  und  bleibt  in 
der  letzteren  auch  eine  Ursache  ihrer  Art.  Wenn  die  Kraft  eine 
Wirkung  hat,  so  ist  die  Wirkung  wiederum  eine  Kraft,  und  die 
Eigeuschaftsveränderung,  die  in  der  üuterschiedenheit  der  Er- 
scheinungsform besteht,  berührt  die  Hauptsache,  d.  h.  das  identisch 
zu  Grunde  liegende  Object  und  dessen  Quantum  gar  nicht.  Näher 
auf  die  bekannten  Formen  der  mechanischen  Kraft  angewendet, 
nimmt  die  Gleichung  zwischen  Ursache  uud  Wirkung  oder  über- 
haupt zwischen  den  mehrfachen  Gliedern  einer  Cansalreihe  von 
Erscheinnngeu  folgende  Gestalt  an.  Die  Hebung  einer  Last  ist 
die  Bethätigung  einer  Kraft;  befindet  sich  die  Last  in  der  ihr  auf 
die.se  Weise  zugetheilteu  Hübe,  so  ist  dieses  Verhältniss  derselben 
nur  eine  andere  Form  der  Kraft.  Die  Last  kann  jetzt  wieder 
fallen,  und  da  sie  sich  in  Beziehung  auf  die  Ursache  der  abgesehen 
von  einem  Gegengewicht  nothwendigen  Senkung  in  einer  bestimmten 
Verfassung  behudet,  so  wird  diese  Verfassung  oder  dieses  V'er- 
hältuiss  selbst  die  Kraft  repräseutireu,  deren  Form  durch  die  Er- 
hebung erzeugt  worden  ist,  uud  die  nun  wieder  in  eine  Senkungs- 
bewegung  verwandelt  werden  kann.  Mayer  nennt  die  bei  einem 
gegebenen  Abstand  gravitirender  Gegenstände  verfügbare  Kraft  die 
Fallkraft  und  will  mit  diesem  Ausdruck  den  Vorstellungen  ent- 
gegentreten, die  sich  an  das  Wort  Schwere  als  an  eine  unter  allen 
Umständen  anhaftende  Eigenschaft  knüpfen.  Sein  Grundgedanke 
ist  hiebei,  dass  ein  räumlicher  Abstand  oder,  wie  er  auch  sagt. 
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eine  „räumliche  Diflfereuz“  die  unerlässliche  Vorbedingung  der 
Kxistenz  der  Kraft  in  dieser  Form  oder,  specieller,  der  Fallkraft  sei. 

Nach  der  Mayerschen  Vorstelhmgsart  sind  nun  Fallkraft  und 
Bewegung  zweierlei  Erscheinungsformen  von  einerlei  Gegenstand, 
nämlich  von  der  mechanischen  Kraft  überhaupt.  Durch  das  Heben 
dci'  Last  wird  Kraft  in  die  Form  von  Fallkraft  flbergeführt,  und 
diese  letztere  kann  sich  wiederum  in  Bewegung  umwandeln. 
Fragt  man  nun  noch  nach  einem  Dritten,  welches  da,  wo  Be- 
wegung als  solche  verschwindet,  die  Fofti  der  Kraftexistenz  bilden 
könnte,  so  ergiebt  sich  als  Antwort  aus  den  gewöhnlichsten  Be- 
obachtungen, namentlich  aus  dem  Erscheinen  der  Beibungswärme, 
dass  diese  dritte  Form  die  Wärme  sein  könne.  Mayer  protestirt, 
was  gegenwärtig  nicht  ohne  Interesse  ist,  ausdrücklich  dagegen, 
dass  er,  abgesehen  von  der  strahlenden  Wärme,  die  Wärme  über- 
haupt als  eine  Bewegung  angesehen  wissen  wolle.  Seine  An- 
schauungsweise bringe  es  mit  sich,  das  Gegentheil  vorauszusetzen, 
indem  die  Form  der  Bewegung  als  solche  ja  erst  verschwinden 
müsse,  damit  Wärme  hervortrete.  Eine  Verwahrung  dieser  Art 
tiudet  sich  noch  in  den  späteren  Schriften  ’).  Die  Vorstellung, 
dass  mit  der  .Vutlösuug  aller  Wäimevorgäuge  und  W’äriuezustände 
in  uudulatorische  Bewegungen  der  Schlüssel  znm  Verständniss  der 
M'ärmemechanik  gegeben  sei,  ist  gegenwärtig  so  geläufig,  dass  es 
ihr  gegenüber  historisch  erheblich  Ist,  die  .\bweiehuug  der  Mayer- 
schen Anschauungsweise  nicht  zu  übersehen.  Mau  könnte  sich 
auch  sonst  zu  der  einseitigen  Annahme  versucht  finden,  dass  die 
Aequivaleiiztheorie  und  überhaupt  die  ganze  mechanische  Wänue- 
theorie  ihren  Ursprung  in  dem  Fortschritt  habe,  der  dnrcrh  die 
Vibrationstheorie  eingeleitet  worden. 

189.  Der  Entdecker  des  mechanischen  Aequivalents  der 
Wärme  hat,  wie  wir  zum  Theil  schon  dargelegt  haben,  von  vorn- 
herein den  Kraftbegriff  und  die  zugehörigen  mechanischen  Grund- 
vorstelluugeu  einer  Kritik  unterworfen  und  hat  später  die  älteren 
Vorstellungen  ausführlicher  begründet*),  ln  dieser  späteren  Gestalt 
seiner  Ausführungen  will  er  zu  dem  Newtonschen  Begriff  der 
(beschleunigenden)  Kraft,  welcher  auch  derjenige  ist,  welcher  im 
allgemeinen  Sprachgebrauch  der  wissenschaftlichen  Mechanik  heute 


Bcniurkungi'u  ftljer  das  nierhatüacha  Aeijuivaloiit  der  Wanne,  IS.SI, 
ab)(ednickt  in  der  Sainndung:  Hie  Mechanik  der  Warme,  i?.  UiU. 

*)  Ibid.  S.  258—278. 
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schlechtweg  Kiat't  heisst,  und  zu  dein  Begriff  der  lebendigen  Kraft 
eine  dritte  Forniulirung  angebeii,  welche  den  Vortheil  habe,  all- 
gemein zu  sein  und  sogar  eine  ganz  strenge  Darstellung  der 
Elemente  der  Mechanik  und  zugehdrigen  Physik  ohne  die  An- 
wendung der  Differential-  und  Integralbegriffe  zu  gestatten.  Diese 
dritte  Fassungsart  ist.  genauer  untersucht,  ein  Analogon  und  eine 
Verallgemeinerung  des  zunächst  in  der  angewandten  Mechanik 
üblich  gewordenen  Begriffs  der  mechanischen  Arbeit,  dessen  Spuren 
aber  auch  schon  früher  in  der  .Messung  der  Kraft  nach  Fall-  oder 
Erhebuugshöhe  vorhanden  waren  und  sich,  wenn  mau  will,  bis  auf 
Cartesius  Schfitzungsideen  V zurückverfolgeu  lassen.  Bei  dem 
gewöhnlichen  Ausdruck  der  mechanischen  Arbeit  multiplicirt  man 
das  Gewicht  mit  dem  durchlaufenen  Raum;  oder  es  besteht  im 
.\llgemeinen  <iie  .\rbeit  in  dem  Durchlaufen  eines  Raumes  unter 
der  Einwirkung  einer  bestimmten  Kraft  auf  eine  bestimmte  Masse. 
Ist  der  Widerstand  eine  constante  Kratl,  die  sich  nach  dem  gewöhn- 
lichen Schema  der  Kraftwirkung  entwickelt  und  gleichsam  ihre 
Acliou  anhäuft,  so  ist  der  .krbeitsbegriff  noch  ganz  einfach,  gleich- 
viel um  welche  Kraft  es  sich  handle.  Sobald  aber  die  Kraft  nicht 
coustant  ist  und  sich  etwa  nach  .Maassgabe  einer  Function  der 
Entfernung,  also  des  unter  ihrem  Eintluss  durchlaufenen  Raumes 
selbst  stetig  ändert,  muss  der  .\rbeitsbegriff  diesem  neuen  Ver- 
hältniss  augepasst  und  mithin  verallgemeinert  werden.  Es  ist  hier 
nun  wiederum  die  schon  iu  der  vorigen  Nummer  gekennzeichnete 
Fallkraft,  welche  von  .Mayer  als  Function  des  räumlichen  Abstandes 
gedacht  und  sogar  direct  als  ein  verfügbarer,  zu  verbrauchender 
Gegenstand  vorgestellt  wird.  Betrachtet  man  für  zwei  gravierende 
.Massen  zwei  verschiedene  Entfernuugspositiouen,  so  ist  der  ITeber- 
gaug  aus  der  einen  Position  in  die  andere  nach  .Mayer  ein  Formen- 
wechsel der  Kraft.  Wird  die  grössere  Entfernung  in  die  kleinere 
verwandelt,  so  wird  die  Kraft  in  der  Gestalt  der  ursprünglichen 
Fallkraft  zu  dem  Theil  verbraucht,  welcher  dem  Raum  entspricht, 
der  zur  Eutfernungsverminderung  durchlaufen  ist.  Diesei-  Verbrauch 
des  räumlichen  .\bstaudes  ist  eine  merkwürdige,  dem  Autor  so 
eigenthümliche  Vorstelluugsart.  dass  man  die  iu  derselben  liegende 
.\bweichung  von  der  tiaditionelleii  .Anschauungsweise  nicht  sorg- 
lältig  genug  markiren  kann.  Sie  scheint  zunächst  praktisch  nichts 
zu  bedeuten  und  an  der  Hauptsacbe  thatsächlich  nichts  zu  ändern; 

')  Vjfl.  unsere  Nr.  4U. 
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lind  dennoch  ist  sie  die  formal  entscheidende  Wendung,  durch 
welche  eine  neue  Betrachtuugsart  gestützt  werden  soll.  Die  Fall- 
kraft  ist  nämlich,  wenn  man  sie  im  Hinblick  auf  statische  Begriffe 
betrachtet,  nicht  die  momentane  Gravitation  oder,  mit  andern  Worten, 
das  für  den  augenblicklichen  Ort  nur  in  dieser  einen  Position 
geltende  Gravitationsgewicht  der  beiden  Körper  gegeneinander, 
sondern  umfasst  den  Inbegritf  aller  Hollicitatiouen,  die  von  einer 
Position  zur  andern,  also  während  des  Durchlaufens  einer  be- 
stimmten Wegstrecke  zur  Entwicklung  gelangen.  Nur  in  Beziehung 
auf  eine  solche  verfügbare  Wegstrecke  wird  von  einer  Fallkraft 
geredet,  und  diese  Fallkraft  wird  streng  von  dem  Kesultat  ihrer 
Entwicklung  unterschieden.  Dieses  Resultat  ist,  nach  den  gewöhn- 
lichen Begritl'en  der  Mechanik  eine  angehäufte  Geschwindigkeit, 
d.  h.  die  lebendige  Kraft.  Wenn  Ma^er  also  von  einer  Gleichung 
zwischen  Fallkraft  und  Bewegung  redet,  so  meint  er  nur  ein  ver- 
allgemeiuertes  .\aalogoii  von  dem,  was  mau  sonst  die  Gleichung 
der  .Vrbeit  nennt.  Diese  letztere  Gleichung  liat  zur  einen  Seite 
die  Arbeit,  d.  h.  das  Product  aus  Gewicht  und  Erhebungshöhe, 
und  zur  andern  Beite  die  halbe  lebendige  Kraft,  d.  h.  das  halbe 
Product  aus  der  Masse  und  dem  Geschwindigkeitsquadrat.  V'er- 
allgemeiuert  man  den  Begrifl’  der  Arbeit  in  dieser  Gleichung, 
indem  mau  ihn  den  sich  mit  den  Eutfernuiigeu  nach  irgend  einer 
Kegel  ändernden  Kräften  anbequemt,  so  erhält  man  auf  der  einen 
Seite  eine  Function  der  Massen  und  der  Räume  als  Ausdruck  der 
Kraft,  und  die  Gleichsetzung  dieser  Function  mit  der  aufgehäiiften 
lebendigen  Kraft  drückt  die  Beziehung  der  beiden  Kraftfornien 
aus.  Eigenthümlich  ist  hienach  in  dem  Begriff  der  Fallkraft  die 
unmittelbare  Anknüpfung  an  eine  erste  und  an  eine  zweite  Distanz, 
ohne  Eiuschaltuug  einer  Rücksicht  auf  die  für  einen  gegebenen 
Punkt  vorhandene  Momentaugravitatiou,  die  sonst  recht  eigentlich 
die  Kraft  heisst  und  für  den  Augenblick  als  constant  betrachtet 
wird,  während  sie  in  ganz  strenger  Auttässung  nur  zeitlich  punktuell, 
also  in  völliger  Gleichheit  auch  nicht  einm  noch  so  kleinen  Augen- 
blick existirt.  Das  Bestrelieii.  den  Kraftbegriff  in  endlicher  Form 
und  actuell,  nicht  aber  als  blossen  Differeutialquotienteu  und 
hypothetisch  für  die  Constauz  während  der  Zeiteinheit  anzugebeu, 
hat  t)ffenbar  jene  Wendung  erzeugt,  welche  die  vorhandene  Distanz 
selbst  als  die  Existenzform  der  Kraft  aiisieht  und  den  Verbrauch 
dieser  Distanz  als  eine  Formverwaudluug  der  Kraft  kennzeichnet. 
Die  Zeit  tritt  bei  dieser  ,\rt  der  gleichsam  räumlich  defiuirten 
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Gesainmfkraft  (janz  und  gar  zurück  und  erscheint  in  der  Gleichung 
nur  auf  der  andern  Seite  in  der  Geschwindigkeit.  Die  verbrauchte 
Fallkiuft  oder,  der  Mayerschen  Vorstellungsart  und  dem  zugehörigen 
Sprachgebrauch  gemäss,  der  verbrauchte  .\bstaud  der  Massen  kann 
durch  die  Aufwendung  des  Resultats  in  eutgogeugesetzter  Richtung 
wiederer/eugt  und  so  die  ursprüngliche  Existenzform  der  Kraft 
wiederhergestellt  werden.  Neu  ist  an  diesen  Gedankeuformeu 
offenbar  nur  die  Hervorhebung  der  Verwaiidluugsvorstelluug  und 
der  Begriff  der  verschiedenen  Erscheinungsformen  eines  und 
desselben  Etwas,  dessen  Ciuantum  und  allgemeiner  mechanischer 
Charakter  sich  gleich  bleibt,  während  die  bestimmteren  Verhält- 
nisse wechseln.  Dieses  Etwas  ist  das.  was  Mayer  kurzweg  Kraft 
genannt  zu  sehen  wünscht,  und  was  man  zur  Unterscheidung 
von  den  andern  beiden  Kraft  begriffen  und  zur  Verständigung  im 
grade  fraglichen  Zusammenhang  für  einen  Augenblick  durch  den 
Namen  Gesammtkraft  auszeichneii  könnte,  ln  der  That  ist  diese 
Integralkraft,  wenn  man  deren  Begriff  nach  den  üblichen  und 
berechtigten  Vorstellungsarteii  hemisst,  nichts  als  ein  Integral  zu 
der  Reihe  der  Momentauiutensitäten,  welche  die  Gravitation  für 
alle  Punkte  einer  von  zwei  Massen  gegeneinander  zurückgelegten 
Distanz  nach  dem  Newtonschen  Gesetz  haben  muss.  Einen  be- 
soudern  Werth  legt  Mayer  auf  die  Hervorhebung  der  Endlichkeit, 
die  selbst  für  unendliche  Räume  bei  dieser  Gesammtkraft  statthat, 
indem  tur  das  aus  uocb  so  weiter  Ferne  erfolgende  Fallen  auf  die 
Oberfläche  eines  Weltkörpers  eine  nicht  überschreitbare  Grenze 
der  letzten  Endgeschwindigkeit  existirt.  Die  .\uszeichnung  dieses 
Gedankens  ist  allerdings  tür  die  Principien  und  namentlich  für 
die  Darstellung  der  Elemente  der  Physik  erforderlich.  Für  die 
neue  Anschauungsweise  ist  aber  die  Vorstellung  einer  Naturkrafll. 
als  eines  bestimmten  Quantums  eine  Fundamentalidee.  Deu  Gegen- 
satz hiezu  bildet  die  Fiction  von  Ursachen  einer  unerschöjiflichen 
Hervorbringung  endlicher  Kraftgrösseu , während  in  W'ahrheit  die 
Kraft  selbst,  ähnlich  wie  die  Materie,  ein  endliches  Quantum  ist, 
welches  nur  seine  Erscheinungsform  wechseln  uud  von  der  einen 
Art  und  Stelle  der  Bethätigung  in  eine  andere  Wirkungsweise  und 
an  einen  andern  Ort  flbergeführt  werden  kann. 

190.  Soweit  die  eben  charakterisirten  Mayerschen  Vor- 
stellungen im  Gebiet  allgemeiner  Gedankenformeu  verbleiben  und 
soweit  sie  im  Besondem  die  Existenz  und  die  in  einer  bestimmten 
Zahl  angegebene  Grösse  eines  mechanischen  Kraftwerths  der 


Digitized  by  Google 


174 


4Vänne  betrefl'eii,  sind  sie  mehr  mid  iiiehi'  in  die  allgemeine  Peuk- 
v\eise  übergegangen.  Se.hlägwürter.  wie  Einheit  der  Naturkräfte. 
Correlation  der  Naturkiäfte  ' i n.  dgl.  sind  nur  verschiedene  An- 
deutungen jenes  (tedankeus,  der  schon  1B42  in  dem  Mayerschen 
Aufsatz  zugleich  präcis  und  niiiversell  entwickelt  worden  war.  Die 
Wärme  hatte  nur  einen  besonderu  Fall  der  bereits  möglichen  An- 
wendung für  das  Gesetz  eines  bestimmten  Kraftwerths  aller  Er- 
scheinungsformen geliefert;  aber  <ler  Autor  hatte,  wie  es  sein 
speculativer  .Ausgangspunkt  mit  sich  brachte,  von  vornherein  den 
ganzen  Kreis  der  Naturkräfte  ins  .Auge  gefasst.  Was  dagegen  die 
specitisch  mechanischen  l’rincipienformen  aubetrifft,  so  ist  das 
Gesetz  der  Erhaltung  der  Kraft  *1  nicht  blos  in  der  Fassung  der 
Gleichung  der  lebendigen  Kräfte  zu  nehmen,  sondern  auch  begrifflich 
als  allgemeine  Unzerstörlichkeit  des  Kraft iiuantmns  zu  formuliren. 
Mayer  hat  sich  jedoch  mit  den  Voraussetzungen  jener  Gleichung 
gar  nicht  beschäftigt,  sondern  stillschweigend  eine  allgemeine 
Geltnugsform  des  I’iincips  der  Erhaltung  der  lebendigen  Kräfte 
vorausgesetzt.  Er  konnte  dies  um  so  eher,  als  er  liei  iler  Gravi- 
tatiou  thatsächlich  gar  nicht  in  den  Fall  kam,  eine  traditionelle 
Beschränkung  jenes  l’riucips  vorzntinden.  Im  üebrigen  wäre  es 
natürlich  nicht  zu  rechtfertigen  und  auch  praktisch  gar  nicdit  aus- 
führbar, die  überlieferten  Itegriffsbezeichnuugen,  wie  lebendige 


'i  Z.  B.  in  der  Schrift:  Gmve.  Th«  correlation  of  physical  forccs.  nach 
der  «.  Anti,  von  1S55  auch  deutsch  von  K.  v.  Uussdorf,  Berlin  lISöo. 

ItiescT  Name  im  Titel  d«r  .MihandluiiK  „lieber  di«  Krhaltun^  der 
Kraft“  von  Helmholtz.  Berlin  1817,  wo  unter  Berufunt;  auf  Joule  der  all(re- 
meine  Uedanke  der  mechanischen  Oonservationen  im  Hinblick  auf  verschieden« 
Naturkräftc  bcleuchtot  und  17)  dahin  formulirt  w urde,  es  sei  für  ein  freies 
System  »ich  anziehender  wicr  abstossender  materieller  Punkte  „die  Sniumc 
iler  vorhaniiencii  lebendi);eu  und  Spannkräfte  cioislant."  betztere  Ausdrncks- 
weisc  ist  eine  nominelle  Inb'rpretiition,  d.  b \l  iirteinkleidun;,'  der  bekannten 
Gleichunp  der  lebendigen  Kräfte,  wobei  mit  der  neuen  Bezeichnung  S|)ami- 
kraft  die  vi»  motrix  Newtons  gemeint  ist  und  die  Sache  metaphysisch  so  vor- 
gestellt wird,  als  wenn  sich  die  .Suimnirung  auf  todte  Kräfte  und  nicht  auf 
elementare  Bewegiiugswirkuugen  bezöge.  Die  Vorstellung  von  Spannkräften 
als  den  Bestrebungen  „sidange  .sie  ■•beii  m>ch  nicht  Bewegung  bewirkt  haben“ 
(S.  14)  ist  eilte  Variante  der  beibnizschen  todten  Kraft  und  kann  nur  in  Ver- 
bindung mit  ungenauen  und  zweideutigen  Infinitesimalconceptionon  den  Schein 
eine»  dynamischen  Sinne»  fitr  sich  behalten.  Was  die  Hauptsache  anbe- 
tritft,  so  werden  die  Aec)nivalentzahlen  Joule»  beriihrt  und  mehrere  weniger 
• bliche  Arbeiten  erörtert;  aber  R.  Mayer  nirgend  erwähnt. 
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Kraft,  ilaun  vis  inotrix  oder  kurzweg  Kraft,  irgendwie,  sei  es  der 
Sache,  sei  es  dem  Worte  nach,  diirrh  andere  Begritfsabgrenzungen 
und  Benennungen  zu  ersetzen.  Hie  Vorstellung  von  der  augen- 
blicklichen Kraft,  die  nur  bei  hypothetischer  niemals  streng  vor- 
handener Coiistanz  in  einer  Zeiteinheit  eine  gewisse  Geschwindig- 
keit erzeugt,  also  der  Galilei-Kewtonsche  Kraftbegriff  ist  keine 
willkürliche  .-Vbstraction,  sondern  eine  notb  wendige  Denkform, 
welche  dem  elementaren  W'iiken  der  Natur  entspricht. 

In  der  Hauptsache  wird  man  stets  anerkennen  müssen,  dass 
Mayer  nicht  etwa  nur  durch  die  Thatsache  des  Aeqnivalents  son- 
dern auch  durch  seine  eigeuthfimliche  Auffassnngsart  der  Natur- 
kräfte eine  rmwälznng  der  Denkweise  eingeleitet  hat,  deren 
Tragweite  bis  jetzt  nur  zu  einem  geringen  Theil  dnrchmessen  ist. 
Der  Heilbronner  .\rzt  hat  in  seinen  wenigen  und  kurzen  Veröffent- 
lichungen, auch  abgesehen  von  seiner  eigentlichen  Flntdeckung, 
soviel  für  eine  einfache  und  klare,  die  strenge  Wissenschaftlichkeit 
mit  edler  Popularität  verbindende  Natnranffassnng  geleistet,  dass 
die  anregende  Kraft  seiner  genialen  Conceptions-  und  Darstellnngsart 
sogar  durch  die  Beimischung  einer  theistischen  Metaphysik  und 
durch  das  schliesslicbe  Hervortreten  *)  von  Zügen  religiöser  Sentimen- 
talität nicht  ernsthaft  beeinträchtigt  werden  kann. 

191.  Wie  die  Einerleiheit  der  Erdschwere  mit  der  Kraft, 
welche  die  Himmelskörper  an  dem  Fortgehen  auf  der  Tangente 
hindert,  ideell  und  thatsächlich  durch  die  blosse  Untersuchung  des 
Verhaltens  des  Mondes  festgestellt  war,  und  wie  alles  Obrige 
nur  die  empirische  Ausführung  und  Erprobung  eines  im  Wesent- 
lichen gesicherten  Gedankens  sein  konnte,  so  ist  auch  die  weitere 
experimentelle  Nachweisung  der  Aeqnivalenzen  von  tVärme  und 
mechanischer  Arbeit  an  verschiedenen  Fällen  nur  (*iue  Bestätigung 
der  bereits  durch  Mayer  verzeichneten  Theorie  und  Entdeckung 
gewesen.  Seit  184H  hat  .lames  Prescott  .lonle  eine  Gruppe  von 
Experimenten  veröflentlicht , welche  sämmtlich  das  mechauisclie 
Aeqnivaleut  in  ziemlich  nbereiustimmenden  Zahlen  lieferten  und 
auch  nicht  erheblich  von  dem  Mayerschen  Resultat  und  in  ihrer 
Interpretation  von  der  zugehörigen  Verwaudlnngsvorstellung  ab- 
wichen.  Der  Unterschied  bestand  nur  darin,  dass  .lonle  sich 
vorherrschend  um  die  experimentellen  Feststellungen  bemühte  und, 
abgesehen  von  der  allgemeinen  Idee  iler  Verwandlung,  sich  nicht 


')  In  der  Si’hrift;  Naturwissenschaftliche  Vorträge,  Stuttgart  tS71. 
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wfiiter  bestrpble,  zu  seinen  Thatsachen  den  universellen  Gedanken- 
ausdruck und  eine  weittragende  Theorie  aufzufinden.  Die  Experimente 
des  Englischen  Forschers  wurden  zunächst  allgemeiner  bekannt 
als  die  Theorie  und  Entdeckung  seines  Deutschen  Vorgängers, 
woraus  es  sieh  erklärt,  dass  Mayer  1851  iu  einer  besouderu  Schrift 
(Bemerkungen  über  das  mechanische  Aequivalent  der  Wärme)  die 
Priorität  seiner  Entdeckung  und  Veröffentlichung  reklamiren  musste  ' ). 
Obwohl  uns  für  die  mechanischen  Principienfragen  und  Vor- 
stellungsarten das  Detail  der  Experimente  hier  nicht  besonders 
augeht,  so  sei  doch  bemerkt,  dass  Joule,  nach  seinen  eignen  An- 
gaben und  nach  der  sonstigen  Beschaffenheit  seiner  Mittheilungen 
und  Aufsätze  zu  schlies.sen,  allerdings  die  neue  Thatsache  zunächst 
von  einer  andern  Seite  her  betrachtet  haben  muss,  und  dass  eine 
Bestärkung  in  dem  für  die  Sache  entscheidenden  Gesichtspunkt 
auch  noch  vermöge  verschiedener  Anknüpfungspunkte  denkbar  ist. 
Die  erste  Veröffentlichung  Joules,  welche  da'^  mechanische  .Vequi- 
valenl  angiebt,  behandelt  es  im  Anschluss  an  Untersuchungen  über 
elektromagnetische  Wärmewirkungen  -).  Gegen  Ende  des  zweiten 
Theils  der  betreffenden  Abhandlung  ®)  wird  das  Gesetz  piAcis 
formulirt  und  auch  der  Ausdruck  „Verwandelbarkeit  von  Wärme 
und  mechanischer  Kraft  iu  einander“  (convertibility  of  heat  and 
raechanical  power  into  oue  another)  gebraucht,  üebiigens  bleibt 
auch  sonst  über  die  Vorstelluugsart  kein  Zweifel;  nur  fehlt  eine 
ideelle  Ausführung  und  Theorie,  wie  sie  von  Mayer  iu  Beziehung 
auf  die  Unzerstörlichkeit  der  Kraft  und  auf  den  Gegensatz  der 
Erscheinungsformen  zu  dem  in  dieselben  emgehenden  Kraftraaterial 
gegeben  worden  war.  Viel  bezeichnender  ist  iu  dieser  Beziehung 
eine  .\bhaudlung  von  1845  schon  in  der  Ueberschrift,  *)  indem 
der  Ausdruck  „gewöhnliche  Formen  der  mechanischen  Kraft“ 
schon  andeutet,  dass  die  Wärme  ebenfalls  als  eine  Form  der 
mechanischen  Kraft  angesehen  werden  solle.  Die  Keibung  der 

*)  Vgl.  Mayer,  Die  Mechanik  der  Wärme  (18Ö71  S.  290:  „Der  neue  Gegen- 
stand fing  bald  an,  die  Anfiiicrksainkeit  der  Gelehrten  zu  erregen.  Da  aber 
derselbe  iui  In-  und  Auslande  als  eine  ausschliesslich  fremde  Entdeckung  ab- 
gehaudelt  wurde,  so  versetzte  iiiicti  dies  in  die  Nutliweudigkeit,  meine  auf 
Priorität  sich  gründenden  Ansprüche  geltend  zu  machen.“ 

*i  Philosophical  Magazine,  vol.  XXIII  (1849):  On  the  caloriüc  eflects 

of  niagneto-electricity,  and  on  the  mechanical  value  of  heat  tLctzteres  der 
zweite  Theil  der  Abhandlung).  •)  Ibid.  S.  441. 

*1  Ibid.  vol.  XXVIl  U8451;  Dn  the  eristence  of  an  equivalout  rolstion 
between  heat  and  the  ordinary  fonns  of  mechanical  power. 
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Flüssigkeiten  als  Wärmequelle  hatte  für  die  neuen  Experimente 
eine  besondere  Bedeutung,  und  die  fraglichen  Versuche  ergaben 
auch  eine  specielle  Abhandlung').  In  einer  Arbeit  von  1850  hat 
.Joule  im  Eingänge  *)  eine  kleine  Skizze  der  Tbatsachen  gegeben, 
welche  die  Grundlage  für  die  bistorische  Möglichkeit  und  Ent- 
wicklung der  Aequivaleuzfeststellung  gebildet  hätten.  Billigerweise 
wird  an  seiner  Ansicht  nicht  bestritten  werden  können,  dass  die 
Kumfordschen  Versuche  von  1798®)  einen  .\nsatz  zur  wahren 
Auffassung  repräsentirt  haben.  Wenn  Rumford  durch  die  von 
seinem  Metallbohrer  erzeugte  metalli.sche  Reibung  das  umgebende 
Wasser  in  einigen  Stunden  zum  Sieden  brachte  und  aus  diesem 
Experiment  die  Vorstellung  ableitete,  dass  er  sich  die  Mittheilung 
der  Wärme  nicht  audens  als  durch  Beweguugsmittheilung  denken 
könnte,  so  war  dies  ein  früher  und  erheblicher  Schritt  zur  An- 
fechtung der  herrschenden  Voraussetzung  eines  Wärmestoffs.  In 
dem  weiteren  Verlauf  der  Rechen.schaft  .loules,  in  welcher  die 
Angaben  und  Experimente  des  Autors  am  Schluss  in  den  Vorder- 
grund treten,  ist  der  Umstand  hemerkenswerth,  dass  auf  Faradays 
elektrochemische  .\nschauungen  (18:M)  hingewiesen  und  die  Ent- 
wicklung so  dargestellt  wird,  als  wenn  die  chemische  .Affinität  den 
Ausgangspunkt  für  den  Gedanken  der  VV'ärme-  und  Kraftäqui- 
valenzeii'  gebildet  hätte.  Die  erste  .Abhandlung  des  Deutschen 
Entdeckers  wird  zwar  angeführt,  aber  nur  im  Allgemeinen  als  in 
der  Richtung  der  Rumfordschen  Ideen  liegend  und  übrigens  ^m 
Hinblick  auf  einen  untergeordneten  Nebenumstand,  nämlich  wegen 
einer  Notiz  über  Wärmeerzeugung  durch  Reibung  von  Flüssig- 
keiten. In  Rücksicht  auf  die  Hauptsache,  nämlich  das  Factum, 
da.ss  Mayer  das  Aequivalent  nardi  Zahl  und  Ableitungsmethode  be- 
reits angegeben  hatte,  ist  aus  der  Darstellung  .Toules  nicht  zu 
entnehmen,  als  etwa  die  Nöthigung  zu  der  durch  die  Art  der 
Darstellung  unumgänglich  gemachten  Voraussetzung,  dass  vor 
•Joule  noch  Niemand  das  eigentliche  Aequivalent  der  VA'’ärme  an- 
gegeben habe. 

Während  der  Englische  Experimentator  sich  damit  beschäftigte. 


')  Ibid.  vol,  XXXI  (1817):  On  the  nierhanical  e<)uivalDnt  of  heat.  as 
dotemiined  by  the  lieat  evolved  by  th«  friction  «f  rtnids. 

*)  PhiloHophiral  Trauaactions  18.50:  Oii  tbe  inedianical  oniiivaleiit  »f 
heat.  ,S.  (il  fg. 

*)  Philosoph ical  Tranuaetious,  flir  1798,  S.  80 — 102:  .An  inquiry  cou- 
cornini;  the  souree  of  the  heat  whieh  is  eicitod  by  frietiuu. 


Digilized  by  Google 


478 


(las  Aequivaleut  durch  vielseitige  Versuche  nach  allen  Richtungen 
hin  festzustellen,  hatte  sich  der  Deutsche  Entdecker,  für  den  die 
Wahrheit  der  Sache  und  auch  die  Maassbestiinmung  von  vorn- 
herein genügend  feststaud,  bereits  mit  der  Verfolgung  des  neuen 
Naturgesetzes  in  verschiedene  Anwendungsgebiete  und  zwar  in 
einer  Weise  versucht,  die  zum  Theil  zu  später  allgemein  discutirten 
Theorien  geführt  hat.  Seine  nächste  .\bhandluug  von  1845  „Die 
organische  lleweguug  in  ihrem  Zusammenhänge  mit  dem  Stofi- 
we(disel“  ')  führte  einers(*its  die  allgemeinen  physikalischen  Ideen 
weiter  aus  und  zog  andererseits  die  physiologischen  Cousequeuzen 
der  veränderten  Auflassungsart.  Ueberdies  trifft  man  in  ihren 
allgemeinen  Entwicklungen  bereits  die  Spuren  einer  neuen  An- 
wendung des  Aequivalenzgesetzes,  die  drei  Jahre  später  iu  der 
Schrift  „Beiträge  zur  Dynamik  des  Himmels“  *)  gemacht  wurde. 
Diese  letztere  Schrift  enthält  hauptsächlich  das,  was  mau  heute  die 
Meteortheorie  der  Souuenwärme  nennt,  und  behandelt  überhaupt  die 
durch  kosmisch  mechanische  Stosswirkungeu  oder  im  Allgemeinen 
durch  kosmische  Beweguugswirkuugen  ableitbaren  Wärmeelfecte  und 
Wärmezustäiide.  Was  speciell  die  Met(!Oritentheorie  aubetrifft.  so 
ist  die  Vorstellung  die,  dass  der  Ersatz  der  von  der  Sonne  aus- 
gegebenen  W ärme  durch  das  Hineinfallen  kleiner  kosmischer  Massen 
bewirkt  werde.  Die  Erzeugung  dei'  Wärme  durch  die  Stösse  dieser 
uiil  grosser  Geschwindigkeit  aulaugeudeu  kosmischen  Körper  er- 
scjiieint  nach  Maassgabe  des  Wärmeäquivalents  der  mecbauischeu 
Kraft  weit  intensiver  und  entscheidender  als  ein  Verbreumiugs- 
process  entsprechender  Massen  nach  .\rt  unserer  gewöhnlichen 
Wärmehervorbringung  nur  irgend  sein  könnte.  Die  rein  mechanische 
.\ction  stellt  sich  mithin  als  etwas  dar,  was  iu  erster  Linie  zu 
berücksichtigen  ist,  wenn  es  gilt,  die  alleriutensivsteii  Wärme- 
processe  zu  erklären.  Die  Hauptsache  bleibt  aber  in  allen  diesen 
Futersuchuiigen,  dass  durch  die  Feststellung  des  Aequivalents  ein 
Maass  iu  die  sonst  mehr  oder  minder  haltungslostui  Vorstellungen 
gebracht  ist.  Nur  die  bestimmte  Keiintniss  eines  Wärmewerths 
der  mechanischen  Kraftproc,esse  konnte  den  Gedanken  uäherbringeu, 
dass  die  kosmisch  mechanischen  Wirkungen  für  die  W'ärmeökouomie 
des  Sonueusystems  eiue  entscheidende  Bedeutung  haben  köuuleu. 

1911.  Nachdem  das  mechanische  .\equivaleut  der  Wärme 


’>  Mayer,  MwbauJk  der  Wärme  ISiMt  S.  l'i  — lÜO. 
*)  Ibid.  8,  14!>— 
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und  dif“  gesanmite  sich  daran  schlicssonde  Vorstellungsart  bereits 
festgestellt  war  und  es  sich  nur  um  die  Verbreitung  derselben  sowie 
um  noch  subtilere  Experimente  zur  allseitigen  Fixirung  der  be- 
treffenden Zahl  handeln  konnte,  begann  im  Allgemeinen  eine  Be- 
wegung zur  Ausbildung  einer  möglichst  vielseitig  ausgeführten  und 
umfassenden  mechanischen  Theorie  der  Wärme.  Mau  kann  die 
Bestrebiingeii  der  fraglichen  Art  ziemlich  genau  als  mit  den  ersten 
Jahren  der  zweiten  Hälfte  unseres  Jahrhuuderts  anfangeud  bezeichiieu. 
An  Ideen,  welche  für  die  mechanischen  Fundameutalprincipieu  oder 
Grundbegriffe  einen  erheblichen  neuen  Zuwachs  lieferten,  ist  zunächst 
in  dem  fraglichen  Kreise  von  Unternehmungen  nichts  hervorgetreteu. 
Die  Annahme,  dass  die  Umsetzung  von  Massenbewegung  in  eine 
mechanische  Affection  molecularer  .\rt  die  mechanisch  hervor- 
gebrachte Wärme  ergehe,  und  dass  umgekehrt  die  Umwandlung 
molecularer  Kraftbethätiguug  in  Massenbewegung  die  mechanische 
Wärmewirkung  vertrete,  wurde  die  maassgehende  Anschauungs- 
weise. Die  Hypothese,  dass  die  blosse  .Anwesenheit  oder  der 
Uebergang  eines  M'ärmestoffs  die  Wärmeerscheinungen  hervorbringe, 
war  schon  von  Rumford  und  Davy  sehr  entschieden  verworfen 
gewesen;  aber  es  hatte  fast  ein  halbes  Jahrhundert  gedauert,  bis 
die  über  allen  Zweifel  und  alle  ältere  Tradition  tnumphireude 
Thatsache  der  quantitativ  festgestellteu  Aequivalenz  das  Signal 
gal),  eine  vollständige  Wärmetheorie  nach  mechanischen  Gesichts- 
punkten anzustrehen. 

Um  so  interessanter  muss  nun  der  Umstand  erscheinen,  dass 
im  Kreise  dieser  Bestrebungen  die  .Aufmerksamkeit  auf  eine  ältere, 
zunächst  wenig  beachtete  Theorie  gelenkt  winde,  die  trotzdem, 
dass  sie  die  Wärme  als  einen  übergehenden  Stoff  betrachtet, 
dennoch  gewisse  Züge  der  Verwandt.schaft  mit  der  .Aeqnivalenz- 
theorie  au  sich  trug.  Diese  Theorie  gehört  Sadi  Carnot  (geh.  1796, 
gest.  1832)  an,  dessen  Schrift  Rcflexious  sur  la  puissance  motrice 
du  feu  etc.  (Paris  1824)  eigenthümliche  Gesichtspunkte  solcher 
Art  entwickelt,  dass  mau  in  ihnen  eine  intimere  Annäherung  an 
eine  Vorstelluugsform  erkennt,  derzufolge  bei  dem  Uebergang  von 
mechanisch  wirkender  Wäniie  von  einem  Körper  höherer  zu  einem 
Körper  geringerer  Temperatur  eine  bestimmte  Leistung  entwickelt 
wird,  deren  Maximum  davon  abhängt,  dass  die  ungleichen  Tem- 
peiatiiren  mit  einander  nicht  in  unmittelliare  Berührung  kommen. 
Die  leitende  Vorstellung  hiebei  war,  dass  die  einmal  vorhandene 
Wärmequantität  gleich  der  Materie  weder  vermehrt  noch  vermindert 
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werden  könne,  nnd  dass  Kraft  nicht  aus  Nichts  entstehe.  Die 
Conibination  dieses  ersteren,  für  die  Auffassung  der  Wärme  als 
Materie  ganz  consequenten  Satzes  mit  der  niaassgebenden  mecha- 
nischen Idee,  dass  die  mechanische  Kraft  sich  erhalte,  ergab  die- 
jenigen Anschauungen,  aus  denen  mau  sjiäter  zu  der  Aequivalenz- 
thatsache  noch  einen  zweiten,  weniger  klaren  Gesichtspunkt  zur 
Erweiterung  der  neuen  VVännetheorie  entnommen  hat.  Dieser 
zweite  Gesichtspunkt  oder  die.ser  modificirte  Carnotsche  Satz  *) 
richtet  sich  auf  eine  Beziehung,  nach  der  die  Wärmemenge,  welche 
gleichzeitig  mit  der  Arbeitsleistung  durch  einen  vermittelnden 
Körper  zwischen  zwei  Körpern  vei'schiedener  Temperatur  übergeht, 
von  der  blossen  Temperaturdifferenz  dieser  beiden  Körper  und  nicht 
von  der  Art  des  vermittelnden  Körpers  abhängig  ist.  Da  Jedoch 
diese  zweite  Aufstellung  direct  die  mechanischen  l’rincipien  und  die 
allgemeinen  Vorstellungsarten  von  der  Kraft  nicht  berührt  und 
namentlich  nichts  Wesentliches  zu  der  von  Mayer  begründeten 
Theorie  hinzufügt,  so  gehört  sie  an  sich  selbst  nicht  in  den  Kreis 
unserer  Darstellung.  Historisch  interessant  ist  dagegen  die  eigne 
Carnotsche  Annäherung  an  die  Erkeiintniss  eines  quantitativen 
Verhältnisses  zw'ischeu  Wärme  und  mechanischer  Leistung  auch 
für  unsern  Zweck;  denn  sie  beweist,  wie  die  Thatsachen  der 
maschiuenmässigen  Wärniewirkung  trotz  der  widerstrebendsten 
Voraussetzungen  der  älteren  stofflichen  Wäniietheorie  dahin  gedrängt 
haben,  nach  einem  bestimmteren  Begriff  und  Gesetz  der  Abhängig- 
keit des  mechanischen  Effects  von  der  besoiidern  Art  der  Wärme- 
vorgänge auszuschauen.  Im  Sinne  Sadi  Caruots  gab  Clapeyron  *) 
eine  Darlegung  von  dem,  was  man  jetzt  wohl  Kreisprocess  nennt, 
und  was  die  Eigenschaften  des  Hergangs  betrifft,  vermöge  dessen 
nach  einem  Wärmeübergang  der  Anfangszustand  wieder  hergestellt 
gedacht  wird.  Für  einen  einzelnen  Körper,  z.  B.  für  das  Ver- 
fahren mit  einem  Gase,  ist  der  fragliche  Begriff  sehr  einfach. 
Bezüglich  der  neueren  Auff'assung  ist  hinzuzufügeu,  dass  die  Unter- 
scheidung der  innem  und  der  äussern  Arbeit  eines  Körpers  die  Con- 
ception  geläufig  gemacht  hat,  dass  die  innere,  d.  h.  die  den  gegen- 

')  Clausius,  lieber  eine  veränderte  Form  des  zweiten  Hauptsatzes  der 
ineclianischen  W'ärnietheorie,  Pog^rendorfs  Anualen,  Bd.  OU  (185-ri:  auch  ab- 
^edruckt  in  (Uausius,  Abhsndluuf;eii  über  die  incebanisehe  Wäniietheorie. 
2 Bde.  Braunachweig  18l>4  -1887,  Bd.  I S.  127  tg. 

PoRifendorfs  Annalen.  Bd.  .Mlrt848):  lieber  die  bewo({eude  Kraft  der 
Wärme;  ursprünglich  ini  Journal  de  l'ecole  polytecbuiiiue,  Bd.  XIV  tlSdd). 
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sfiitigf^n  Verpchiebuiigi^u  der  Theilclien  ziigesohriebene  Arbeit  nach 
der  Kückgäiigiginachuug  einer  Expansion  als  zu  Null  aufgehoben 
zu  betrachten  sei.  Die  Hauptsache  ist  hiebei,  dass  die  besondere 
Art  und  Weise  des  entgegengesetzten  Hergangs,  nämlich  die 
tlestaltuug  der  Hahnen,  als  unerheblich  angesehen  wird.  Rein 
mechanisch  betrachtet,  ist  die  fragliche  Idee  nur  ein  besonderer 
Fall  der  allgemeiuen  Vorstellung,  dass  ein  System  wieder  in  eine 
Position  zurückkehrt,  welche  es  bereits  eingenommen  hatte. 

Unter  den  mannichfaltigeu  Darstellungen,  in  denen  eine 
gesaminte  niechani.sche  Wärmetheorie  unternominen  woiden  ist, 
schliesst  sich  Tyndalls  Schrift  am  meisten  und  unmittelbarsten 
an  die  Mayerscheu  tirundlageu  an  M.  Ausser  der  Vorführung 
gewandter  Experimente  und  neben  einer  höheren  Art  von  Popularität 
trifft  mau  in  derselben  auch  auf  eine  .sorgfältige  Berücksichtigung 
der  geschichtlichen  Vorthatsacheu.  Ihre  praktische  Bestimmung 
schloss  die  analytische  Behandlung  zwar  aus;  aber  dennoch  hat 
sie  in  den  iniieru  Gedaukenzusammeuhang  und  in  die  nothwendigen 
Rechnungen  eine  dankenswerthe  Klarheit  gebracht. 

193.  Der  erste  und  zugleich  der  Normalfall  für  die  nähere 
V'orstellung  und  bestimmte  Berechnung  des  mechanischen  Aequi- 
valents  der  Wärme  ist  derjenige  der  Gase  gewesen,  wie  der  oben 
angeführte  .Mayerache  Satz  beweist.  Zwischen  der  Wärmemenge, 
welche  bei  constautem  Volumen,  also  erhöhtem  Druck  eine  gewisse 
Temperaturerhöhung  hervorbriugt , und  derjenigen  Wärmemenge, 
welche  bei  der  gleichen  Temperaturerhöhung  gegen  den  constanteu 
Druck  auch  zugleich  das  Volumen  verändert,  also  eine  leicht 
berechenbare  äussere  Arbeit  verrichtet,  ist  die  Differenz  der  eben 
bezeichneten  Arbeit  gleichzusetzen,  und  in  dieser  Gleichung  besteht 
wesentlich  der  .\usdruck  der  beiderseitigen  Aequivalenz.  Der 
Kraftwerth  der  Wärme  und  der  Wärme werth  der  Kraft  sind  natür- 
lich durch  ein  und  dieselbe  Gleichung  gegeben.  Der  Begriff  der 
Verwandlung  bedeutet  zunächst  nichts  Anderes  als  die  Grösseu- 
beziehung,  welche  zwischen  beiden  Gestalten  der  Phänomene  besteht. 
Ausserdem  schliesst  er  aber  nicht  etwa  blos  den  Gedanken  eines 
ursächlichen  Verhältnisses  sondern,  genauer  betrachtet,  vorzüglich 
denjenigen  der  Einerleiheit  des  in  eine  neue  Form  Qbergegangenen 
Kraftinaterials  oder  Kraftvorraths  ein.  .\bgesehen  von  einer  solchen 


')  Tyiulall,  lluut  vuiiHiilereil  hs  a iiiuife  of  iiiutiuu,  4.  Aofl.  LondoD  1870. 
deutsch  '2  Aud.  Braanschwei|j:  1871. 

D&Lriaa,  Oe»cliiclit«  4er  Mechanik.  3l 
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Strengen  BeHtimmung  ist  der  Ausdruck  Verwandlung,  wie  mancher 
Missbrauch  der  ueuen  Ideen  lehrt,  nur  /.u  geeignet,  phantastischen 
Imaginationen  und  schwaukeuden  oder  unklaren  Couceptionsarteu 
der  Naturprocesse  Vorschub  zu  leisten. 

Grade  füi'  das  Interesse  der  Mechanik  darf  es  nicht  un- 
bemerkt bleiben,  dass  es  die  Gase  gewesen  sind,  an  denen  sich 
das  Aequivalenzverhältuiss  am  ehesten  und  deutlichsten  hat  sichtbar 
machen  und  feststellen  lassen.  Üie  gasförmige  Constitution  bietet 
die  Materie  und  die  Kräfte  in  einem  verhältuissmässig  freien 
Zustande  dar  und  gestattet  es,  die  Veränderungen  des  auf  diese 
Weise  gegebenen  mechanischen  Systems  in  Kücksicht  auf  Druck 
und  Wärmewirkungen  bereits  einigermaasseu  zu  übersehen  und 
durch  einfache  empirische  Gesetze  zutreffend  zu  decken.  Hiebei 
darf  jedoch  nicht  vergessen  werden,  dass  die  iuneru  Grunde  dieser 
Gesetze  uud  bereits  der  Mariottescheu  Uelatioii  zwischen  Druck- 
veräuderung  und  Volumensverändening,  noch  immer  zu  verschiedenen 
Vorstellungsailen  der  molecularen  Vorgänge  führen.  Im  Kreise 
der  mechanischen  Wännetheorien  hat  mau  sogar  eine  eigeuthüm- 
liche  Vorstelluiigsart  wieder  in  den  Vordergruud  gestellt '),  derzu- 
folge  die  Gastheilcheu  nach  allen  Richtungen  in  gradliniger  Be- 
wegung begriffen  sind  und  z.  B.  den  Druck  auf  die  Wandungen 
eines  Gefässes  durch  fortwährend  wiederholtes  Stossen  hervorbringeu. 
Kine  solche  Erklärungsart  findet  sieh  namentlich  schon  bei  Daniel 
Bernoulli  *),  der  bei  der  Veränderung  der  Abstände  zwischen  den 
Molecülen  durch  die  Veränderung  des  Volumens  nicht  nur  die  Zahl 
der  räumlich  nebeiigeordneteu  Stösse,  sondern  auch  deren  Wieder- 
holungszahl verändert  dachte,  so  dass  die  Häufigkeit  der  .Stö.sse 
desselben  Molecüls  mit  der  abnehmenden  mittleren  Entfernung 
wachsen  soll.  Offenbar  wäre  mau  durch  diese  Anschauungsweise 
genöthigt,  für  ein  in  Wandungen  eingeschlossenes  Gas  eiue  rast- 
lose dynamische  Agitation  vorauszusetzen,  die  niemals  zu  strengem 
Gleichgewicht  und  zu  strenger  Ruhe  führen,  sondern  auf  der  zeitlich 
greuzenloseu  Unterhaltung  eines  Kräftespiels  beruhen  würde,  welches 
man  mit  einem  schrankenlosen  Penduliren  ohne  Reibung  und 
sonstige  fremde  Widerstände  vergleicbeu  müsste.  Dieser  Theil 

')  Sogar  schon  in  Jamin,  (tours  d«  |(hyaique,  2.  Band  2. 

I.ectioii  öS  S.  147,  Vgl.  auch  Clansin«  „Ober  die  Art  der  Bewegnng  welche 
wir  Wärme  nennen“,  Poggcndorfs  Annalen.  B<l.  lUU  |18ö7)  und  ..Abhamllnugeo 
Uber  die  mechanische  Wärinetheorie",  Bd.  11  S.  229. 

llydrodynauiica  Sect.  X nauieuUich  g 2 uud  4. 


Digilized  by  Google 


483 


dpr  I(1pp  hat  etwas  Bedenkliches,  insofern  man  ebensogut  alle 
Gleichgewichts-  uuil  Spaniuiiigsverhältnisse,  also  überhaupt  jede 
continiiirliche  Aufliebung  eines  Druckes  oder  Zuges  in  Oscillationen 
aufgelöst  voraussetzen  könnte. 

Wendet  man  das  Gesetz  der  Ausdehnung  der  Gase  durch 
die  Wärme  bei  constautem  Druck  gleichsam  rückwärts  und  unbe- 
schränkt für  die  Volumensvermiiiderung  bei  sinkender  Temperatur 
an  und  abstrahirt  dabei  von  allen  Kigenthümlichkeiten  der  etwaigen 
tropfl)ar  Hüssigen  Condensatiou,  also  von  den  Folgen  der  Nicht- 
pernianenz,  so  gelangt  mau  zu  einer  Nullgrenze  des  Volumens. 
Die  dieser  Grenze  entsprechende  Temperatur,  die  durch  den  um- 
gekehrten Ausdehnuugscoefticienten  gegeben  wird,  und  — 273 “C. 
beträgt,  ist  als  der  absolute  Nullpunkt,  oder  mit  andern  Worten 
als  ein  Werth  betrachtet  worden,  bei  welchem  eine  Temperatur- 
grösse zu  existiren  aufhören  würde.  So  hypothetisch  und  problematisch 
die  besondere  Conce|>tionsart  des  absoluten  Nullpunkts  der  Temperatur 
auch  sein  möge,  und  so  sehr  man  Ursache  hat,  einen  solchen  Punkt 
viel  tiefer  zu  denken,  so  ist  doch  der  allgemeine  Begriff  desselben 
auch  für  die  allgemeine  Vorstellung  des  mechanisch  Möglichen 
nicht  ohne  Interesse.  Die  Idee  eines  Maximums  der  Dichtigkeit, 
welches  durch  das  Spiel  der  mechanischen  Naturkräfte  hervor- 
gebracht werden  könne,  ist  an  sich  nicht  widersprechend,  und  es 
finden  sich  alle  Ideen  über  absolute  Maxima  der  Kräftewirkung 
grade  durch  die  neuern  Vorstellungen  unterstützt,  indem  man  die 
Naturkraft  als  einen  endlichen  Fond  ansehen  muss,  der  sich  nicht 
vermehrt  und  nicht  vermindert,  aber  darum  in  jeder  Wirkungsform 
eine  letzte  quantitative  Grenze  haben  muss. 

194.  Will  man  die  V'orgeschichte  der  Mechanik  der  Wärme 
gehörig  verstehen,  so  darf  mau  nicht  aunehmen,  dass  die  Vor- 
stellung von  einer  Bewegung  oder  Agitation  der  kleinsten  Theile 
der  Körper  oder  eines  StoBes  in  den  Körpern  das  Entscheidende 
gewesen  sei,  wodurch  man  etwa  anf  die  .Aequivalenztheorie  hin- 
gedrängt worden  wäre.  Die  Conceptionsaiten  von  dem,  was  die 
Wärme  an  sieh  selbst  sei,  sind  vielmehr  nach  der  positiv  fördernden 
Seite  ziemlich  gleichgültig  geblieben  und  haben  in  ihrer  irrthüm- 
lichen  Gestaltung,  welche  die  blosse  Existenz  eines  Wärmestoffes 
und  dessen  Zu-  und  Abfluss  zum  Erklärungsgrund  der  Erscheinungen 
machte,  nur  hinderlich  gewirkt.  Hätte  allein  die  entgegenstehende 
Idee  von  der  Bewegung  als  dem  Wesen  der  Wärme  in  der  Theorie 
etwas  helfen  können,  so  hätten  sogar  rein  philosophische  Ansichts- 
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aussHrungeii,  wie  z.  B.  diejenige  Lockes,  die  Joule  zu  einem  Motto 
seiner  Abhandlung  von  1850  *)  machte,  zu  einer  Keforin  treiben 
müssen.  Auch  der  geistvolle  und  universelle  Thomas  Young  gelangte 
in  seiner  höchst  rationellen  Eucyclopädie  des  exacteu  Wissens  zu 
Vorstellungen,  die  abgesehen  von  dem  Aequivaleut  selbst,  den  uns 
heute  geläufigen  Begritten  entsprechen.  In  seinem  ebenso  .scharf- 
sinnigen als  gelehrten  Werk  *)  bezeichuete  er  unter  Verwerfung 
der  lieibnizschen  Metaph}’sik  und  aus  Abueigiiug  gegen  die  ent- 
sprechende Nameugebung  die  lebendige  Kraft  als  „Energie“  und 
setzte  sie  zur  „Arbeit“  in  Beziehung,  indem  er  sich  zugleich  dahin 
aussprach,  dass  die  Wärme  Bewegung  sein  müsse®).  Indessen 
ist  es  ganz  offenbar  eine  andere  Nothwendigkeit,  als  die  der 
moleculareu  und  unbestimmt  dynamischen  Vorstellungsart  gewesen, 
was  in  der  neuern  Zeit  die  Beziehung  zwischen  Kraft  und  Wärme 
immer  nähergerückt  hat.  Die  technischen  Anwendungen  der  Wärme 
richteten  die  Aufmerksamkeit  immer  mehr  auf  die  Kraftgrösse, 
welche  aus  der  Anw  eiiduug  einer  bestimmten  Wärmemenge  resultirte. 
Man  wusste,  dass  mau  nicht  alle  Wärme  für  Jen  Jedesmal  gegebenen 
Zweck  nutzbar  machte,  und  so  erklären  sich  z.  B.  die  Ideen  Sadi 
Carnots,  der  nicht  vermöge,  sondern  trotz  .seiner  Voraussetzungen 
über  das  Wesen  der  Wärme  in  die  Hichtung  von  Aequivalenz- 
vorstelluugen  getrieben  wurde. 

Hiezu  kam  noch,  dass  sich  parallel  mit  der  Entwicklung  und 
dem  Hervortreteu  der  technischen  (iesichtspiiukte  der  Begriff  der 
mechanischen  Arbeit  allmälig  auch  iii  der  ratiouellen  Mechanik 
geltend  machte.  Bei  Lagrange  kam  dieser  Ausdruck  und  die  ent- 
sprechende Vorstellungsart  noch  gar  nicht  in  Frage.  Für  unser 
Jahrhundert  sieht  man  aber  aus  Poncelets  Introduction  ä la 
mecaniqiie  industrielle  physique  ou  experimentale  recht  deutlich, 
wie  sich  der  Sprach-  und  Begriffsgebrauch  erst  allmälig  im  Sinne 
der  technischen  Gesichtspunkte  abänderte.  Der  geniale  Begründer 
der  modernen  synthetischen  Geometrie,  der  Verfasser  des  Traite 

')  Philosophical  Transactions  (18.501  S.  01:  Heat  is  a very  briak  a^itatioa 
of  the  insansible  pari«  of  theobject,  whicli  prndiicos  iu  us  tbat  sensatiou  from 
wheiii'(>  we  ilenmniiiat«  the  object  but;  ae  what  iu  our  aensatien  ia  heat.  iu 
tbe  iibjert  ia  uutbiug  but  niotiuii. 

*)  Natural  Pbilosopby,  2 Uile.  l.imduii  1807,  Ud.  1 S.  78  fg. 

’)  Ibiil.  8.  0.54. 

‘I  1.  Ausg.  1820.  2.  Ausg.  1800  40,  2.  Ausg.  heraiisg.  von  Kretz, 

Paris  1870. 
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lies  proprieltis  pmjeetives  des  fifjiires.  der  sonst  die  Neiilieit  der 
Wendlingen  nicht  scheute,  glaubte  in  jener  mechanischen  Schritt 
noch  besonders  bemerken  zu  müssen,  dass  er  sich  des  Ausdnicks 
mechanische  Arbeit  und  des  entsprechenden  Begriffs  als  einer 
leitenden  Vorstellungsform  bedienen  wolle.  Hiebei  erkennt  mau 
deutlich,  wie  das  besondere  Hervorkehren  des  Arbeitsbegiiffs  in 
den  rein  theoretischen  und  rationellen  Grundlagen  der  Mechanik 
als  eine  noch  erst  zu  vollendende  Thatsache,  aber  noch  keineswegs 
als  bereits  eingeleitete  Gewohnheit  angesehen  wurde.  Wenn  eine 
solche  Voraussetzung  schon  von  einem  technischen  Mechaniker 
gemacht  und  der  durchgängige  theoretische  Gebrauch  des  Arbeits- 
begriffs für  alle  rationellen  Grundlagen  der  Mechanik  als  eine  Art 
Neuerung  angesehen  wurde,  so  kann  man  die  Kluft  ermessen,  die 
im  Uebrigen  zwischen  der  reinen  und  analytischen  Theorie  einer- 
seits und  der  Geläufigkeit  des  Arheitsbegriffs  andererseits  bestehen 
musste.  Die  Kflckwirkung  des  vorzüglich  in  der  praktischen 
Mechanik*  ausgebildeten  Arbeitsbegriffs  konnte  aber  nicht  lange 
aiisbleihen,  und  in  den  neusten  Darstellungen  der  Mechanik  macht 
sich  der  durchgängige  Gebrauch  des  Arbeitsbegriffs  je  länger  je 
mehr  geltend.  Hiemit  soll  nicht  gesagt  sein,  dass  den  früheren 
Darstellungen  der  Kern  der  Sache  an  sich  seihst  habe  fehlen 
können;  denn  in  der  Gleichung  der  lebendigen  Kräfte,  wie  sie  von 
Lagrange  concipirt  wurde,  repräsentirt  die  eine  Seite  die  räum- 
lichen Positionen  des  Systems,  und  wenn  man  zwei  verschiedene 
Positionen  als  Grenzen  setzt,  so  entspricht  der  dazwischenliegende 
Zuwachs  an  lelamdiger  Kraft  einer  Differenz  zwischen  den  Werthen 
der  auf  die  Positionen  bezüglichen  Function.  Diese  letztere 
Function  ist  es  aber,  die  dem  ganz  universell  gedachten  Arbeits- 
begriff thatsächlich  entspricht,  obwohl  diese  Auslegung  und  Vor- 
stellungsart ursprünglich  nicht  vorhanden  war. 

ln  Poncelets  erwähnter  Schrift  ist  es  ein  geschichtlich 
interessanter  Umstand,  dass  in  derselben  ')  die  Gedaukenform  und 
Redewendung  von  einer  Umwandlung  der  lebendigen  Kraft  in 
.\rheit  und  der  Arbeit  in  lebendige  KratY  ganz  entschieden  hervor- 
tritt. War  dies  auch  materiell  keine  wesentlich  neue  Kinsicht. 
so  war  es  doch  formell  ein  erheblicher  Schritt,  das  Princip  der 
lebendigen  Kräfte,  ohne  Kinschränkiing  auf  die  von  den  bestimmteren 


'>  DunligebouJ»  und  bosundcrs  .\rt.  Idö  der  die  mit  der  2. 

übernnatiimnt. 
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VoraussetzungPii  alihäiigigeii  älteren  Erlialtuiigsvorstellmigen  derartig 
zur  Auweuduug  zu  bringen,  dass  dem  Zuwachs  und  der  Erzeugung 
lebendiger  Kraft  ein  V'erbrauch  von  Arl>eit,  und  umgekehrt,  äqui- 
valent gesetzt  wurde.  Eine  solche  Vorstellungsart,  deren  Ent- 
wicklung sich  auch  übrigens  mehr  und  mehr  vollzog,  musste 
ausserordentlich  dazu  beitragen,  den  Gedanken  der  Kiäfteüiiuivalenzen 
auch  in  andern  Uichtungen  nahezulegeu.  Der  Mechanik  und  der 
zuerst  in  ihr  ausgebildeten  Denkweise  ist  es  daher  zuzuschreiben, 
dass  auch  der  weitere  entscheidende  Schritt,  nämlich  die  Erfassung 
der  Idee  möglich  wurde,  dass  in  allen  Erscheinungsformen  der 
Naturkräfte  ein  identischer,  rein  mechanischer  Kraftfond  als  Material 
zu  Grunde  liege.  Diese  Idee  ist  nicht  erst  nach  und  nach,  sondern 
sofort  mit  der  ersten  Entdeckung  und  iJerechnung  des  Wärme- 
äquivalents hervorgetreteu.  und  sie  ist  als  eine  Frucht  zu  be- 
trachten, deren  Hervorbringung,  wenn  man  weit  zurückgreifen  will, 
im  Huygheusschen  Priucip  des  gleichen  Aufsteigeus,  ja  schon  in 
Galileis  Vergleichung  des  Aufsteigungsraumes  mit  der  erforder- 
lichen Geschwindigkeit  gesucht  werden  kann.  Bedenkt  mau  ausser- 
dem die  Verbindung,  in  welcher  diese  ersten  Grundlagen  der 
Dynamik  mit  dem  Cartesischeu  Gedanken  einer  sich  gleichbleibendeu 
Menge  von  Bewegungsquantität,  nach  Ausmerzung  der  irrthümlichen 
Seite  dieser  letzteren  Idee,  zu  den  universelleren  Erhaltungs- 
vorstellungen führten,  so  sieht  man  deutlich,  dass  ein  verhältniss- 
mässig  langsamer  Gedankenprocess  stufenweise  die  heutige,  durch- 
greifende Conceptionsart  vorbereitet  hat.  Um  Jedoch  den  Contrast 
zu  empfinden,  in  welchem  die  neue  mechanische  Wärmetheorie  zu 
den  Vorstellungen  steht,  welche  früher  möglich  waren,  erwäge 
man  schliesslich,  was  noch  ein  I’ourier  in  der  Vorrede  seiner  be- 
rühmten Theorie  analytique  de  la  chaleur,  Paris  1822,  zu  schreiben 
vermochte.  „Was  auch  die  Ausdehnung  der  mechanischen  Theorien 
sein  möge,  sie  wenden  sieh  durchaus  nicht  auf  die  Wärine- 
wirkungen  an.  Diese  bilden  eine  besondere  Ordnung  von  Er- 
scheinungen, welche  sich  durch  die  Principieu  der  Bewegung  und 
des  Gleichgewichts  nicht  erklären  lassen.“  Selten  wohl  ist  eine 
Vorhersagung  über  die  Schranken  eines  Gebiets  glänzender  widerlegt 
worden  als  die  angeführte  des  grossen  Analytikers,  und  dennoch 
war  Fourier  ein  Mann,  der  an  eben  derselben  Stelle  den  Grundsatz 
ausgesprochen  und  durch  eigne  Leistungen  bethätigt  hatte,  dass  ein 
..tieferes  Studium  der  Natur  die  fruchtbarste  Quelle  der  mathe- 
matischen Eutdecknngen“  sei.  Es  war  also  nicht  die  Isolirung 


Digitized  by  Google 


487 


dps  mathematisehen  Deiikflns  von  don  PhännniPiiPii,  snndpin  wirk- 
lich dip  Kluft  in  dpii  physikalischen  Vorstpllnngcn  selbst  gewesen, 
wodurch  sich  jene  täuschendp  und  uns  jetzt  befremdliche  Sicherheit 
erzeugt  hatte. 


Vintes  ra]jjtel. 

Trag^weite  der  mechaniechen  Principien. 

195.  Um  die  thatsächlicheu  und  möglichen  .\nweuduugs- 
richtungpii  des  von  mechanischeu  Grundsätzen  ausgeheuden  Denkens 
in  geordneter  Weise  überblicken  zu  können,  muss  mau  sich  erinnern, 
dass  die  Mechanik  eiue  reine  Mathematik  der  mit  Kücksicht  auf 
die  Zeit  betrachteten  Ortsveräuderungeu  zur  Voraussetzung  hat. 
In  diesem  .Sinne  ist  der  .\usdruck  Lagrauges  ’),  dass  die  Mechanik 
eine  Geometrie  von  vier  Dimensionen  .sei,  sehr  bezeichnend. 
Allerdings  gilt  er  nur  von  der  Phoronomie  oder  Kinematik  *),  die 
aber  im  Laufe  un.seres  Jahrhunderts  mehr  und  mehr  als  eine 
besondere  Abstraetionsstufe  oder,  besser  gesagt,  als  ein  eignes,  zur 
reinen  Mathematik  gehöriges  Gebiet  hervorgetreten  und  selbst  iii 
neueren  Lehrbüchern  der  analytischen  oder  rationellen  Mechanik  ®) 
diesem  Gesichtspunkt  entsprechend  zu  immer  grösserer  Berück- 
sichtigung gelangt  ist.  Alles  was  sich  in  den  drei  Dimensionen 
des  Kaumes  und  in  der  vierten,  die  der  Zeit  entspricht,  als  Re- 
wegungserscheinuug  vollzieht  oder  als  Ruhe  darstellt,  muss  Gegen- 
stand der  phoronomischen  Auffassung  werden  können.  Auch  für 
die  Statik  ist  ein  phoronomisches  Gegenstück  denkbar;  denn  die 


')  Theorie  des  fonetions  »nalytiijiies  dritte  Abtli.  Art.  1. 

-)  Wortvorschlajf  uud  Siim  der  Kinematik  bei  A.  M.  Aniiwre,  Kasai 
«iir  la  philosupliie  des  Sciences.  Paris  18Sd,  8.  .50  fg. 

*>  So  z.  B.  in  der  2.  Aull,  von  Dulianiel,  Cours  de  inecani.iuc,  Pari.s  18ÖC.. 
wo  in  .lieser  Beziehung  ein  besonderer  .\bsehnitt  eingesehattet  ist  uud  in 
relativ  weitem  ITinfang  in  Dolaunay,  Mecanique  rationelle,  t.  Aull.  Paris  IBfili. 
wo  das  ganze  erste  Buch  rein  phoronoinisch  ist.  — VTel  sogenannte  Kinematik 
auch  in  Thomson  and  Tait,  Natural  Philosoph)-  (rationelle  Physik)  Bd.  I 
Oxford  1887,  wo  jedoch  die  Wesentlichkeit  der  Einscbliessung  aller  von  der 
Zelt  abhängigen  Begritle  verkannt  uud  vornehmlich  die  blosse  Geometrie  der 
Ortsveründerungen,  gleichviel  in  welcher  Zeit  dieselben  stattfindeu.  als  kine- 
matiiehe  .Abstractiou  angesehen  wird. 
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Ruhe  iet  die  dauernde  Gegenwart  an  demselben  Orte  und  setzt 
mithin  voraus,  dass  sich  die  Bewegungserscheinungen  im  Sinne  der 
Translation  und  der  Rotation  derartig  aufhebeii.  dass  die  phoro- 
nomischen  Punkte  oder  Gebilde,  die  man  sich  als  bewegbar  denkt, 
irgend  welche  Zeit  hindurch  auch  nicht  die  geringste  Orts- 
veränderung erfahren.  Die  phoronomischen  Begriffe  unterscheiden 
sich  von  den  specifisch  mechanischen  Vorstellungen  dadurch,  dass 
sie  denkbar  sind,  ohne  die  Materie  in  Frage  zu  bringen.  Die 
Maiiniclifaltigkeit  des  phoronomischen  Gebiets  ist  zwar  durch  die 
Naturthatsiicheu  veranlasst,  muss  aber  als  ein  Bereich  von  Ge- 
bilden betrachtet  wejden,  die  wie  diejenigen  der  übrigen  reinen 
Mathematik  in  den  Satzungen  und  Combiiiationen  des  iu  Zeit  und 
Raum  construirenden  Verstandes  ihren  vollständigen  Krzeugiings- 
grund  haben. 

Hieraus  folgt  nun,  dass  der  idioronomische  Tbeil  der  Mechanik 
nicht  nur  nach  Gewissheit  und  Hrkenntnissart  denselben  Charakter 
hat.  wie  die  reine  Mathematik,  soudern  auch  das  äusserate  An- 
wendungsgebiet mecbanischer  Finsichten  ermessen  lehrt.  Abgesehen 
von  iiietai)hysischen  Phantasmen  wird  dieses  Gebiet  die  ganze 
Wirklichkeit  der  zugleich  räumlichen  und  zeitlichen  Phänomene 
und  nichts  weiter  umfassen.  Wer  nicht  Räume  mit  andern 
Dimensionen  oder  sonst  eine  neue  Geometrie  in  Bereitschaft  hat. 
wird  sich  an  jener  Gewissheit  der  Mathematik  und  an  deren  .Aus- 
dehnung genügen  lassen  können.  Wohin  jedoch  die  unhaltbare 
Verdinglichung  des  Unendlichglossen  zu  führen  vermöge,  hat  die 
Leugnung  der  unbedingten  Wahrheit  der  Geometrie  bewiesen,  mit 
welcher  Gauss  in  vertraulichen  .Mittheilungen ')  einen  .Anfang 
gemacht  hat,  auf  dessen  .Autorität  hin  eine  ganze  kleine  Geometrie 
entstanden  ist,  die  man  auch  Hypergeometrie  *)  neuneu  könnte, 
die  sich  aber  selbst  vornehmlich  als  nichteuklidische  Geometrie 
bezeichnet.  In  dieser  Geometrie  giebt  es,  wie  Gauss  in  dem  vorher 
angemerkten  Brief  erklärt,  gradlinige  gleichseitige  Dreiecke  mit 
ungleichen  Winkeln,  deren  Summe  von  zwei  Rechten  beliebig  ab- 

')  Gauss  an  Schuliniauher  untt-riii  12.  Juli  18U1,  im  ..lirictwechaul  zwUdicn 
Gauss  und  Schuhmacher“,  herausg.  von  Peter«,  ’■’>  thle.  Altona  IStiO — Ol. 
Bd.  II  S.  268. 

’)  Schritte  in  dieser  Richtung  geschahen  von  Riemann  „l'eber  die 
Hypothesen,  welche  der  Geometrie  zu  Grunde  liegen",  .\bh.  cler  Göttinger 
Ge.s.  der  Wissenschaften,  Bil.  16  (1860  tii|;  ihm  schloss  «oh  an  Helmholtz 
„Ueber  die  Thatsachen,  welche  der  (ioometrie  zu  Grunde  liegen,“  .Nachrichteii 
von  der  K.  Ges.  der  tV isscnschaften  zu  Güttingen,  Juni  1868. 
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wficliPn  kann.  .\n  einer  Bptheili<»iing  bei  der  I’tt«>ge  dieser  Oeomctrie 
des  sogenannten  Gaiissschen  Haumes  hat  es  in  den  jüngsten  .lahren 
nah  und  fern  nicdit  gefehlt,  und  wenn  es  uns  nicht  selb.st  an  dein 
erforderlichen  Kauine  fehlte,  so  würden  wir  auf  die  auch  der 
.Mechanik  drohende  T'ntergrabiiug  der  geometrischen  Axiome  näher 
eingehen.  So  aber  müssen  wir  die  •Angelegenheit  den  Metaphysikeru 
überlassen,  die  hier  mit  Befriedigung  wahruehiiien  können,  dass 
diejenigen  Früchte,  deren  Er/ie.lung  sie  sich  allein  zuzutrauen 
pflegen,  auch  gelegentlich  auf  dem  Boden  der  Mathematik  reifen. 

19G.  Obwohl  die  eben  berührten  Unklarheiten  nicht  die 
einzige  Trübung  sind,  durch  welche  liie  strengen  Begriffe  vom 
mathematischen  Mysticismus  her  zu  leiden  gehabt  haben,  so  kann 
mau  doch  nicht  sagen,  dass  die  über  gewisse  Seiten  der  Mathe- 
matik grade  in  uuserm  .Jahrhundert  verbreiteten  Nebel  direct  oder 
indirect  dem  Einfluss  irgend  einer  bestimmten  Itichtung  der  Schul- 
metaphysik zuzuschreiben  seien.  Da  sich  .lacobi  und  Dirichlet 
philosophisch  indifl'erent  veihielten  und  sich  überhaupt  nicht  auf 
Fragen  eingelassen  haben,  die  sich  mit  der  Eogik  oder  Metaphysik 
der  Mathematik  berühren,  so  konnte  in  Deutschland  nur  Oauss 
in  Frage  kommen  und  auch  von  ihm  weiss  mau,  dass  er  keiner 
besoudern  Fhilosophie  huldigte,  sondern  in  einzelnen  Kichtungeu 
wie  z.  B.  gegen  seinen  in  der  bizarresten  und  uuexactesteu  Weise 
am  falschen  Ort  mathematisii enden  FacultJltscollegen  Herbart  positive 
Abneigung  hegte.  Wenn  also  die  Autorität  von  Oauss  dahin 
gewirkt  hat.  die  letzten  logischen  Grundlagen  der  Mathematik  in 
der  angegebenen  Weise  und  auch  bezüglich  des  Imaginären  ')  in 
einem  mystischen  Licht  erscheinen  zu  lassen,  so  ist  diese  Tbatsache 
aus  den  Eigenheiten  der  Person  und  ihres  auch  sonst  an  einer 
trauscendeuten  Weltanschauung  haftenden  Charakters  zu  erklären. 
Auch  kann  man  der  Mathematik  und  ihren  Anwendungen  nur 
Glück  wünschen,  dass  zu  den  Abirrungen,  die  auf  ihrem  eignen 
Felde  veranlasst  wurden,  kein  irgend  erheblicher  Einflu.ss  der  ver- 
schiedenen Richtungen  der  metaphysischen  .Scholastik  des  19. 
.lahrhundeits  gekommen  ist.  Die  Hegel  und  Herbart  sind,  wenn 


')  Vffl.  hicrnbor  Oauss  eigne  Auslassung,  Oöttinger  gelehrte  Anzeigen, 
April  IB-SI,  wo  er  auch  den  Schloss  Kants  aut  die  Idealität  des  Uaonies  für 
iinbcgreitlich  erklärt,  während  Oauss  sonst  doch  selbst  die  Phantasmen  vin 
mehr  oder  weniger  als  drei  räunilichcu  Diinensiuuen  als  etwas  hingestellt  hat, 
was  nnr  die  Bdotier  nicht  begreifen  könnten. 
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auch  nicht  für  alle  jrathciiiatikcr  oder  inaMieMiatischeii  Schriftsteller, 
so  doch  für  den  Gang  der  Mathematik  and  ihrer  Anwendungen 
sowie  für  die  logische  Fassung  der  wesentlichen  und  am  meisten 
streitigen  Grundhegriife  völlig  gleichgültig  gehlieben.  Wo  sie  in 
dieser  Beziehung  gelegentlich  hiueingeredet  haben,  sind  ihre  Con- 
ceptionen  derartig  ausgefallen,  dass  die  bedeutenderen  Geister  sich 
nicht  versucht  finden  konnten,  von  solchen  Aufklärungen  Gebrauch 
zu  machen.  Auch  hing  die  logische  Gestaltung  der  mathematischen 
Wissenschaften  nicht  allein  von  Deutschland  ab,  und  die  um- 
fassendere Völkergemeinschaft  würde  immer  eine  gewisse  Bürg- 
schaft gegen  einseitige  Voreiligkeiten  geboten  haben.  Kin  einziger 
grosser  Denker,  der  für  die  Philosophie  und  von  der  Mathematik 
gelebt  hat,  ist  in  den  Fall  gekommen,  mit  wirklicher  .Sachkenutniss 
auf  die  logische  Gliederung  der  Mathematik  sowie  auf  die  Prin- 
cipien  und  Hauptergebnisse  iler  l•ationellen  Mechanik  einzugehen. 
August  Comte  hat  1830  im  1.  Bande  seines  Conrs  de  philosophie 
positive  die  mathematischen  und  mechanischen  Voi-aussetzungeu 
aller  weiteren  Wissenschaft  ausführlich  behandelt  und  die  letzten 
200  Seiten  allein  der  Mechanik  gewidmet.  Obwohl  nun  diese 
•\rbeit  einen  wohlgeordneten  üeberblick  des  Gebiets  gewährte, 
sich  durch  scharfe  Sonderungen  auszeichnete  und  auf  diese  Weise 
etwas  bot,  was  einzig  in  seiner  Art  war  und  geblieben  ist,  so  hat 
doch  der  Autor  sich  wesentlich  darauf  beschränkt,  im  Anschluss 
an  Lagrange  und  unter  Benutzung  der  TIeberlieferungen  des  Kreises 
der  polytechnischen  Schule  den  Stoff  im  Sinne  einer  klaren  Architek- 
tonik logisch  zu  gestalten.  Bezüglich  der  infinitesimalen  Begriffe 
ist  er  nicht  über  die  Standpunkte  Lagranges  und  Carnots  hinaus- 
gegangeu  und  hat  sich  mit  der  vereinigten  Darlegung  dieser  beiden 
Auffassungsarten  begnügt,  ln  seiner  Auseinandersetzung  der  Prin- 
cipien  der  Mechanik  griff  er  wesentlich  wieder  auf  Newtons  Fassung 
der  Axiome  zurück.  Seine  Krklärung,  dass  alle  Versuche,  das 
Trägheitspriucip  aus  blossen  Gedanken,  anstatt  aus  der  Erfahrung 
stammen  zu  lassen  ..absurd“  seien,  und  dass  es  thöricht  sei,  das 
Parallelogramm  der  Kräfte  rein  analytisch  erweisen  zu  wollen,  ist 
für  das  scharfe  Gepräge  seiner  Ansichten  bezeichnend.  Ein- 
wirkungen Cointes  auf  die  mathematischen  Wissenschaften  können 
aber  insofern  für  uns  noch  nicht  in  Frage  kommen,  als  seine 
positive  Philosophie  erst  spät  allgemeiner  bekannt  wurde  und  die 
Notiznahme  von  dei-selben  grade  in  Deutschland  von  sehr  neuem 
Datum  ist.  Uebrigens  hat  sich  aber  auch  die  Originalität  dieses 
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rhilosoplieii  trotz  seiner  vollstiiiidigeii  Faelikemitniss  der  Mathe- 
matik mehr  in  einer  andern  Kiehtniig,  iiäinlieli  in  der  Philosophie 
der  (Jeschichte  und  in  der  universellen  Auflassung  des  Gau/.en 
der  Wissenschaften  bekundet. 

Nimmt  man  die  eben  berührte  gesundere  Krscheiinmg 
aus,  so  kann  man  behaupten,  dass  dei'  (leist  des  achtzehnten 
Jahrhunderts  nicht  etwa  blos  in  seiner  allgemeinen  philosophischen 
Haltung,  sondern  auch  in  seiner  specilischeu  Bekundung  im 
Gebiet  der  mathematischen  Wissenschaften  klarer  und  ver- 
staudesmassiger gewesen  sei,  als  derjenige  des  neunzehnten.  Hat 
auch  das,  was  für  die  zwei  letzten  Geneiationeu  namentlich  in 
Deutschland  Philo.sophie  hiess,  seine  verunstaltenden  Wirkungou  im 
Allgemeinen  nicht  auf  die  mathematischen  Wissenschaften  erstrecken 
können,  so  haben  doch  die  .Abirrungen  in  der  Mathematik  und 
die  Rückschritte,  welche  in  der  Deutlichkeit  der  Begrift'sfassuugeu 
gemacht  worden  sind,  mit  jenen  Kntartungen  des  philosophischen 
Geistes  eine  gemeinsame  Wurzel.  Der  restaurative  Geistestjpus, 
der  am  ausgeprägtesten  in  einem  Cauchy  ')  vertreten  war,  ist 
keine  Zufälligkeit  gewesen  und  hat  bei  andern  Persönlichkeiten 
seine  minder  auflällenden  Gegenstücke  gehabt.  Eine  gewisse 
logische  Trägheit,  die  mit  ileni  Interesse  des  18.  Jahrhunderts  an 
klaren  Begriffsfassnngen  wirklich  contrastirt,  ist  sichtbar  genug 
die  Mitgift  der  restaurativeii  -\era  der  zwei  letzten  Menschenalter 
geworden  und  hat  auch  gegenwärtig  noch  nicht  aufgehört,  ihre 
Schatten  auf  die  Behandlungsart  derjenigen  Wissenschaften  zu 
werfen,  bei  denen  unbedingte  .Strenge  und  Klarheit  eine  Grund- 
forderung ist. 

'1  Vgl.  zur  riohtigeu  AullanBung  wesentlicher  Züge  des  Typus  Cauchy 
die  neuste  Arbeit  Themlur  tVcchuiakufs  zur  anthru|iulugischcn  Biographik 
geistiger  Capacitäten  unter  dom  Titel:  Contributiun  etc.;  seeonde  seetion  des 
Recherches  sur  Ics  (tonditions  anthropologiiines  de  la  Pnulm-tion  scientifii|uc  et 
csthetiquc.Moscon  1872.  Die  Unternehmung  einer  im  Sinne  der  naturwissenschaft- 
lichen Denkweise  gehaltenen  Theorie  des  biographischen  Klements  wissenschaft- 
licher und  künstlerischer  l.oistungen  ist  ein  originales  Verdienst  des  Moskauer 
tjleiohrten,  der  auch  in  dem  uns  hier  angehenden  (iebiet  viele  anregende  und 
zutreffende  .Vuffassungsarten  vorgeh  gt  hat.  .S<i  ist  z.  B.  seine  Vergleichung 
('auchys  mit  dem  selbslverstandlich  höher  gestellb'n  Euler  trotz  der  historischen 
Kluft  als  gelungen  zu  erachten  und  namentlich  ist  das  nach  allen  Richtungen 
in  die  Breite  divergironde  Wesen  der  analytischen  (,'apacität  beider  Mathe- 
matiker ein  (irundzug,  der  mit  logischer  Concentrationskraft  sowie  mit 
scharfer  und  abschliessender  .Systematik  auch  als  psychologisch  unvereinbar  er- 
scheinen mnss. 
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107.  In  logischer  Hinsicht  ist  licr  Regi  iff  der  reinen  Phom- 
noinie  als  einer  Geometrie  von  vier  Dimensionen  sehr  aufkläreud, 
wenn  auch  praktisch  die  äusserliche  Absonderung  in  der  Behand- 
lung keineswegs  nothwendig  ist.  Die  Phoronoraie  hat  die  apriorische. 
Gewissheit  der  reinen  Mathematik  und  begrenzt  sich  dadurch, 
dass  in  ihr  der  reale  Massenbegriff  keine  Stelle  hat.  Ilire  An- 
wendung auf  die  Welt  der  vollen  Wirklichkeit  vennittelt  sich  ei.st 
dadurch,  dass  sie  zur  eigentlichen  Mechanik  wird,  indem  sie  die 
Massen  und  deren  Verschiedenheit  berücksichtigt.  Mit  diesem 
Schritt  kommen  die  eigentlichen  mechanischen  Principien  in  Frage, 
welche  sich  auf  das  Verhalten  der  .Materie  und  der  sich  au  der 
letzteren  äussermlen  Kräfti-  beziehen.  .Jedoch  könnte  man  von 
dem  einen  zu  dem  andern  Gebiet  dadurch  eine  Brücke  schlagen, 
dass  man  die  Häniüng  phorouomisclier  Punkte,  welche  als  Träger 
von  Bewegungserscheinungeu  gedacht  werden,  als  ideelles  Analogon 
der  Materie  und  ihrer  Mengenverschiedenheit  eiuföhrte.  Trotzdem 
würden  aber  die  empirischen  Principien,  welche  das  Verhalten  der 
wirklichen  Stoffe  und  Knitte  betreffen  sowie  ausserdem  auch  die 
Coustanten  und  die  zahleumässigen  Feststellnugeu  absoluter  Wir- 
kungsgrössen nicht  zu  entbehren  sein  und  den  deutlichsten  Beweis 
liefern,  dass  die  Mechanik  eine  reale  Wissenschaft  ist,  deren  .An- 
wendung auf  der  Krfassung  einfacher  Xatui-thatsachen  beruht. 

Bei  der  Masse  denkt  man  zunächst  nur  an  gravitüendc 
Materie;  aber  sowenig  der  Begriff  der  allgemeinen  Materie  durch 
die  Feststellnng  der  Wägbarkeit  eingeschränkt  ist,  ebensowenig 
begrenzt  sich  die  Mechanik  durch  eine  so  enge  V'orstellung.  Sind 
es  bis  jetzt  auch  nur  h.vpothetische  Medien,  auf  welche  sich  über 
den  Kreis  der  als  ponderabel  erkannten  Materie  hinaus  die  mecha- 
nischen Kaisonnements  erstrecken,  so  ist  diese  Unvollkommenheit 
doch  nur  als  provisorisch  zu  betrachten.  Der  Hanptmangel  liegt 
voilänlig  in  der  Unbekanntschaft  mit  dem,  was  man  im  Aether 
oder  in  andern  hypothetischen  Medien  als  Menge  der  Materie  be- 
trachten und  mit  den  sonstigen  mechanischen  Massen  vergleichen 
könnte.  Wäre  der  Widerstand,  von  «lern  die  Bahnveränderungen 
der  Kometen  /eugniss  geben  wirklich  auf  den  Aether  und  nicht 


'»  Vgl.  Kuke  „Vebrr  iüp  Kiistenz  eine»  wiilprstelieDden  Mitteln  iin 
Weltraum",  Berliner  astroniMiiieche»  Jalirbueh  tilr  1861,  S.  ÖIO  tg.  — Ueber 
eine  möglicbe  .Art  iler  iiiechanisrhen  Bebandlimg  iiacb  berköiimilirhen  .Annahmen 
vgl.  auch  .lacobi  in  der  Theoria  novi  multiplicatoris  § 20,  Werke  Bd.  1 8.  206. 


Digilized  by  Google 


— 4<)3  — 

•“twa  auf  kleine  ponderahle  Massen  oder  Massentheilehen  znrüek- 
znffihren,  so  wäre  die  unmittelbare  Gegenseitigkeit  in  der  Be- 
wegungaübertraguug  von  der  einen  Art  der  Materie  auf  die  andere 
nach  Analogie  der  Bewegung  in  gravitirendeii  Medien  sehr  nahe- 
’gelegt.  Uebrigens  ist  ja  aber  auch  die  Brüeke  von  den  thennotischen 
7.U  den  inechanischeii  Erscheinungen  geschlagen,  und  es  fehlt  nur 
au  der  Zerlegung  der  von  der  Wärme  vorgestellteu  mechanischen 
Phänomene  nach  Maassgabe  einer  Unterscheidung  der  Masse  des 
Mediums  von  den  afficireuden  Bewegungsursacheu.  \\>iiu  man  bei 
Erörterungen  der  elektrischen  Erscheinungen  von  der  Masse  redet, 
so  ist  hiemit  keineswegs  der  Begriff  der  Menge  einer  allgemeinen 
Materie  gegeben,  vermöge  dessen  man  die  verschiedenartigsten 
Kräfteerscheiuuugeu  auf  einen  einzigen  gleichartigen  Träger  zu 
beziehen  vermöchte.  Die  .Anwendung  der  mechanischen  Principien 
bleibt  daher  auch  hier  für  jetzt  in  erhebliche  Schi-anken  gebannt,  die 
sich  nur  in  dem  .Maasse  erweitern  werden,  in  welchem  mau  das 
Gleichartige  in  der  universellen  Materie  erkennen  und  schliesslich 
messen  lernen  wird. 

198.  .Als  die  ersten  Anwendungen  der  eigentlich  mechanischen 
Principien  muss  man  die  Behandlung  der  bestimmteren  Probleme 
der  Mechanik  selbst  und  alsdann  die  Ausdehnung  auf  den  erreich- 
baren Theil  der  g»‘gehenen  Naturwirklichkeit  betrachten.  Es  sind 
also  zunächst  die  einzelnen  abstractereu  Aufgaben  und  ausserdem 
besonders  die  planetarische  und  kosmische  Mechanik,  die  hier  die 
Hauptlinieii  der  Anwendung  bezeichnen  können.  Unter  den  ab- 
stracteren  Aufgaben  ist  das  Kotationsproblem  hervorzuheben, 
zu  dessen  Behandlung  besonders  die  auf  die  Präcession  und 
Nntation  bezüglichen  Fragen  angeregt  haben,  und  welches  die 
einfachste  Form  der  Lösungsart  durch  Poinsots  Theorie  gefunden 
hat.  Es  hat  dies  Problem  sogar  solche  Begriffe  den  Elementen 
und  allgemeinen  Principien  näher  gebracht,  die  mau  herkömmlich 
nicht  unter  die  principiellen  Präliminarien  aufuimmt,  sondern  mehr 
als  Anwendungen  erscheinen  lässt.  Hieher  gehört  insbesondere 
die  Conceptiou  der  drei  durch  den  Schwerpunkt  eines  Körpers  oder 
momentan  aufgefassteu  .Systems  gehenden  Hauptträgheitsaxeu,  d.  h. 
der  freien,  natürlichen  und  jiennauenten  Kotationsaxeu.  Dieser 
Begriff  eignet  sich  ebenso  wieder  des  .Schwerpunkts  odermomeutanen 
Massencentrums  zur  Aufnahme  in  den  Kreis  der  einfacheren  Aus- 
gangspunkte aller  .Mechanik.  Ebenso  ist  der  zugehörige  Begriff 
der  Trägheitsmomente  veiniöge  seiner  Natur  am  consequeutesteu 
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sofort  an  den  Massenbegriff  und  an  diejenigen  Vorstellungen  anzu- 
schliessen,  die  sieb  für  die  translatorische  Bewegung  an  die  hypo- 
thetische Vereinigung  der  ganzen  Masse  ini  Schwerpunkt  knüpfen. 
Wo  inan  auch  die  inechanischen  Principien  anwendeii  will,  wird  man 
die  letzteren  Grundhegriffe  als  eigentliche  Elemente  ansehen  müssen, 
ohne  deren  Hülfe  gar  kein  völlig  exacter  und  zugleich  vollständiger 
Ausdruck  der  einfachsten  mechanischen  Vorgänge  möglich  ist. 

Zu  den  berühmtesten  Specialprohleinen  gehört  das  der  drei 
Körper,  welches  eine  allgemeine  Lösung  über  das  gegenseitige 
Verhalten  in  Folge  attractiver  Kräfte  verlangt.  Specifisch  mechanische 
Principien  neuer  Art  sind  hei  dieser  Aufgabe  nicht  ahzusehen. 
Die  Schwierigkeit  besteht  in  der  analytischen  Anwendung*’ der 
gewöhnlichen  Axiome  und  Principien.  Die  Lösungen  in  .\pproxi- 
mationsform  für  hesomlere  Fälle  beziehen  sich  praktisch  auf  die 
astronomischen  Störungen,  und  alle  Fortschritte  in  dieser  Beziehung 
haben  bis  jetzt  von  den  Wendungen  und  Gestaltungen  im  Gebrauch 
der  Analysis  ahgehangen.  Wo  es  sich  eigentlich  nur  um  Integrations- 
prohleme  handelt,  sind  dii*  specifisch  mechanischen  .\nsgangspunkte 
nicht  mehr  in  Frage,  und  die  .Möglichkeit  einer  ausgedehnteren 
,\nwendung  iler  mechanischen  Gruudeinsichten  hängt  von  cler  Er- 
weiterung der  mathematischen  .Mittel  ah. 

Die  universalsten  Gesichtspunkte  der  Auwendung  ergeben 
sich,  wenn  die  planetarische  oder  gar  die  ganz  allgemein  gedachte 
kosmische  Mechanik  die  .Stabilitätsvorstellungen  oder  die  Ideen 
von  dem  mechanischen  (’harakter  der  Naturvergangeuheit  ins  .\uge 
fasst.  M'as  Laplace  Himmelsmechanik  nannte,  war  wesentlich  nur 
planetarische  .Mechanik,  und  auch  der  Ausdruck  M'eltsystem  muss 
in  einem  engeren  Sinne  genommen  werden.  Die  genetischen 
Voraussetzungen,  welche  gleichsam  die  Geschichte  oder  die  zu 
einer  früheren  Epoche  gegebenen  Formen  des  plauetarischeu  Mechanis- 
mus kennzeichnen  sollen,  und  sich  in  der  letzten  Anmerkung  von 
Laplaces  Exposition  dn  Systeme  du  monde ’)  skizzirt  finden,  ent- 
halten die  bekannte  HvT>othese  von  einem  ursprünglich  gasförmigen 
Zustand  des  Sonnensystems  und  lassen  ausser  der  ursprünglichen 
Rotation  dieser  Gasmasse  hauptsächlich  die  Abkühlungen  für  die 
weiteren  Grnppirungen  maassgebend  werden.  Die  Kometen  werden 
hiebei  als  dem  Sonnensystem  fremdartig  und  von  andern  Räumen 
und  Systemen  kommend  angesehen  *).  Strenge,  mathematisch  ver- 

•)  Werke  Ud.  VI  (184(it  Note  7,  8,  17u— 47t*. 

*)  Ibid.  8.  475. 
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mittelte  Deductioneii  wind  in  BH/.ieiiiing  auf  die  fragliche  Hypothese 
bis  jetzt  nicht  möglich,  da  es  keinen  Weg  giebt.  die  gegenwürtigen 
Oerter  der  Planeten  aus  angeuomiiieiieu  fniheren  Positionen  der 
zerstreuten  Materie  abzuleiten,  was.  wenn  es  geschehen  sollte, 
erfordern  würde,  das  Gesetz  des  Gruirpirungsprocesses  mathematisch 
zu  verfolgen  und  aus  einer  vorausgesetzten  Gestalt  des  Systems 
eine  Veränderung  dieser  Gestalt  positiv  und  exact,  also  nicht  blos 
in  unbestimmten  Zügen  zu  entwickeln.  Die  Hypothese  bleibt  aber 
nichtsdestoweniger  eine  unausweichliche,  weil  die  Hückschlüsse 
von  der  gegenwärtigen  Beschaffenheit  und  von  den  Spuren  der 
Bildiingshergäuge  keine  andere  Vorstellungsart-  erlaul)en. 

Die  kosmische  Mechanik  bedeutet  nicht  blos  dem  Umfang, 
sondern  auch  dem  Wesen  der  Sache  nach  erheblich  mehr,  als  eine 
mechanische  Theorie  des  Sonnensystems.  Allein  dieser  gewaltige 
BegrilT,  der  in  seinen  Kähmen  das  Universum  aufzunehmen  hat. 
ist  thatsächlich  nur  mit  wenigen  bestimmten  Vorstellungen  aus- 
gefüllt, Die  Wahrnehmbarkeit  des  Gravitationsgesetzes  in  den 
gegenseitigen  Bewegungen  der  Doppelsteme  ist  der  einzig  ent- 
scheidende Punkt,  den  man  als  eine  in  der  neusten  Zeit  immer 
mehr  gesicherte  Ausdehnung  der  mechanischen  Principien  auf  die 
Massen  des  Universums  ansehen  kann.  Ausserdem  liegt  es  am 
nächsten,  eine  exacte  Vorstellung  von  den  Ursachen  der  Formen 
der  Fixsternsysteme  und  zwar  zunächst  der  Milchstrasse  nach 
mechanischen  Principien,  also  durch  Verbindung  der  Rotation  mit 
der  Gravitation  zu  suchen.  Der  Umstand,  dass  sich  die.se  Formen, 
weit  entfernt,  die  Kugelgestalt  an  sich  zu  tragen,  im  Gegentheil 
dem  Typus  einer  sich  einer  Kbene  nähernden  Anordnung  an- 
bequeraen,  ist  eine  mechanische  Andeutung  von  dem,  was  unter 
Voraussetzung  der  Kotation,  in  einem  gewissen  Maasse  und  dem 
allgemeinen  Schema  nach  wirklich  deducirt  werden  kann.  Laplaces 
unveränderliche  Kbene  kann  in  dieser  Hinsicht  noch  eine  um- 
fassendere Bedeutung  erhalten,  als  sie  zunächst  gehabt  hat. 

Solange,  mau  bei  einem  Fixsternsystem  oder  auch  bei  Gruppen 
derselben,  ja  überhaupt  bei  blossen  Theilen  oder  Stücken  des 
Universums  stehen  bleibt,  neben  denen  man  noch  andere  Systeme 
und  Massen  zur  Seite  lässt;  — solange  man  also  nicht  die  Totalität 
der  Natur  zum  Gegenstand  der  Anwendung  mechanischer  Principien 
macht,  bleiben  gewisse  Consequenzen  unmöglich  und  sehr  erhebliche 
Sätze  in  dieser  Richtung  unfruchtbar.  Um  nicht  blos  den  äusser- 
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lichi'n  Unifaug  soiulern  auch  den  Gattiuigschaiakter  der  Anwendungen 
des  Meclianisclien  auf  das  üiiiversuin  zu  ändern,  müssen  die  Be- 
griffe selbst  universal  abgeschlossen  werden.  Dies  ist  zunächst 
formal  möglich  und  zum  Theil  schon  Thatsache,  indem  z.  B.  die 
mechanischen  Brhaltuugspriucipien  auf  den  Inbegriff  aller  vor- 
handenen, wenn  auch  nicht  wahrgeuommeueii  Naturkräfte  bezogen 
wertlen.  Der  früher  erörterte  Satz,  dass  der  Schwerpunkt  oder, 
mit  andern  ^Vorteil,  das  Masseuceiitrnm  des  L'niversums  ruhen 
müsse,  da  im  N'alursystem  alle  Kräfte  innere  sind,  und  dass  mit- 
hin die  Trägheitsbewegung  desselben,  die  der  mathematischen  Con- 
stante  zu  entsprechen  hat.  Null  sein  muss;  — dieser  Satz  ist 
nicht  der  einzige,  der  im  Hinblick  anf  den  Inbegriff  aller  Natnr- 
masseii  uinl  mechanischen  NaturRräfte  formulirt  werden  kann. 
Die  Natur  ist  als  Totalität,  abgesehen  von  ihrer  sonstigen  Be- 
schaffenheit, ein  mechanisches  System  und  muss,  da  au.sser  der- 
selben uicbts  Mechanisches  vorau.sgesetzt  wird,  die  allgemeinen 
Kigeuschaften  mechanischer  Systeme  an  sich  tragen  und  zwar  in 
einer  principiellen  Bestimmtheit,  die  durch  den  Wegfall  der  Vor- 
aussetzung äusserer  Kräfte  entsteht.  Bei  allen  Theilsystemeii 
können  Wirkungen  in  Frage  kommen,  die  von  andern  Systemen 
stammen;  bei  dem  System  aller  Systeme  ist  dies  ausgeschlossen. 
Dieser  Uebergang  vom  Theil  znm  Ganzen  hat  einige  Aehulichkeit 
mit  deujenigeii  mathematischen  l’roceduren,  die  eine  Vielheit  ins 
rnbeschränkte  hinein  umfassen,  ohne  dass  er  je<loch  mit  dem 
Begriff  des  stetig  Unl»egreiizten  oder  einer  discreteu  nnendlichkeit 
etwas  zu  schaffen  hätte.  Ein  mechanisches  System  kann  universal 
umfassend,  darf  aber  nicht  unendlich  gedacht  werden,  wenn  es 
einen  Sinn  behalten  uml  Gegeiistaml  der  .Anwendung  der  Piincipieu, 
also  auch  der  Iteelmung  mit  wenigstens  hypothetischen  Massen 
und  Kraftgrössen  bleiben  soll.  Die  Fiibeschränktheit  in  der  An- 
einanderreihnng  von  materiellen  Wirkuugsceiitren.  die  für  einen 
Funkt  der  Reihe  auch  liei  unbegrenzter  Summirung  der  Kraft- 
wirkiingen  ein  nnterhalb  einer  Grenze  bleibendes  Resultat  ergeben, 
bleibt  allerdings  zulässig  und  kann  sogar  zu  den  wichtigsten  Ein- 
sichten über  das  Maass  der  relativen  Unabhängigkeit  der  mecha- 
ui.scheu  Theilsysteme  führen.  Mau  kann  durch  diese  Wendung 
auch  dazu  gelangen,  sich  völlig  gegen  die  Widersinnigkeiteu  zu 
sichern,  welche  der  Begriff  einer  der  gewöhulichen  Vorstellung  von 
der  Uuendlu^hkeit  tles  Raumes  ents|)rechenden  Häufung  der  Massen 
mit  sich  bringt.  Es  darf  aber  hiebei  nie  vergessen  werden,  dass 
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die  vollendete  riieiidlichkeit  unter  allen  Umständen  ebenso  wider- 
sinnig bleibt,  wie  die  in  der  Worttbiinel  einer  letzten  Zahl  der 
Zahlenreihe  enthaltene  Unmöglichkeitseonception. 

199.  Der  lueehanistthe  Kosmos  reicht  soweit,  als  Materie 
und  Bewegung  wahrgeuommen  werden  können  oder  vorausgesetzt 
werden  müssen.  Er  stellt  wirklich,  der  alten  Bedeutuug  des  Wortes 
eutsprecheiul,  eine  mechanische  (hiluung  vor.  die  in  ihrer  Art  un- 
beschränkt alles  Existirende  umfasst.  Das  .Spiel  besonderer  Ge- 
staltungen itu  Organischen  und  Vitalen  schliesst  die  Gesetze  der 
.Mechanik  nicht  ans.  sondern  hat  sie  zur  Voraussetzung.  Ehe  wir 
jedoch  zu  diesem  andern  äussersten  Ende  der  Bethätigung  mecha- 
nischer I’rincipien  übergehen,  müssen  wir  noch  <las  Verhältniss  • 
iler  Afechanik  zur  Physik  lierühreu.  Dieses  Verhältniss  gestaltet 
sich  mehr  nml  mehr  derartig,  dass  der  rationellste  Inhalt  der 
Physik  immer  entschiedener  als  angewandte  Mechanik  sichtbar 
wird.  Die  Akoustik  ist  derjenige  Theil  der  Physik,  welcher  .sich 
zuerst  am  nachdrücklichsten  und  unmitlelbarsteii  zu  einer  .\n- 
schliessnug  au  Jie  mechanischen  Principien  geeignet  hat.  .la  er 
steht  nach  einer  gewissen  .Seite  mit  sehr  wesentlichen  Elementen 
seines  Inhalts  noch  innerhalb  der  herkömmlichen  .Abgrenzungen 
der  .Mechanik  seihst;  denn  die  .Aerostatik  uud  .Aörodyuaniik  oder 
überhaupt  die  .Mechanik  des  Gasförmigen  werden  zum  Umkreis  der 
rein  mechanischen  Theorien  gerechnet.  Wenn  aber  die  deducirende 
Conseqnenz  aus  mechanischen  Priucipien  in  der  bestimmten  Form 
eines  ilurch  Uecbnnng  fortschreitenden  V’erfahrens  thatsächlich 
irgendwo  ablirechen  muss,  uud  wenn  auch  die  weniger  bestimmte 
.Schlnssart.  die  auf  das  eigentliche  llechueu  verzichtet,  nicht 
überallhin  zu  reiclien  vermag,  so  ist  der  Grund  hiefür  in  dem 
-Vlangel  au  .Ausbildung  zu  suchen,  der  au  sehr  wesentlichen  rein 
mechanischeiv  Theorien  noch  nicht  gehoben  weriten  konnte,  zu 
dessen  .Ausgleichung  aber  einige  ejhebliche  .Schritte  grade  in  der 
jüngsten  Zeit  geschehen  sind. 

Der  eben  augedentete  .Mangel  l)etrifft  vor  allen  Dingen  die 
Theorie  iler  Bewegung  in  widerstehenden  Mitteln.  Die  Thatsache. 
dass  Dirichlet  die  gewöhnlichen  A'orstelluiigen  in  diesem  Gebiet 
in  Frage  .'teilen  konnte,  ist  hier  bezeichnend.  Uebrigens  hat  man 
ja  aber  auch  seit  .Vewtou  ilen  Widerstand  der  Medien  hypothetisch 
für  zwei  Fälle  behandelt,  nämlich  je  nachdem  derselbe  al.'  der 
einfachen  llescliwindigkeit.  oder  aber  als  dem  Quadrat  derselben 
proportional  gesetzt  wurde.  Dies«  Doppelheit  der  allgemein  luathe- 

büUriu|(,  G*»cLlclii«  M*cliabik. 
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matifichen  Annahiiif*  zt*igt  ebenso,  wie  die  auf  das  ganz  Allgemeine 
besehränkte  VorKtelluiig,  derzufolge  der  Widerstand  eines  Mittels 
überhaupt  als  eine  gänzlieh  unbestimmte  Function  der  Geschwindig- 
keit des  im  Medium  bewegten  Kürpeix  behandelt  wird,  dass  eine 
den  Krtalirungseigenschaften  der  gasfömiig  oder  tropfbar  flüssigen 
Mittel  entsprechende  Theorie  noch  erst  bestimmter  zu  gestalten  sei. 

Wenn  nun  schon  die  Hewegiiug  in  widerstehenden  Mitteln, 
die  physikalisch  sehr  zugänglich  sind  niid  in  ihrer  Existenz  nichts 
Hypothetisches  haben,  eine  Schwierigkeit  bildet,  so  werden  die 
Hindernisse  bei  hypothetischen  Medien  noch  steigen  müssen. 
.Ausserdem  ist  ja  aber  auch  die  Rewegnng  des  Festen  im  Flüssigen 
• noch  das  einfachste  Problein,  und  die  Heherrschnng  der  mannich- 
faltigen  Combinationen.  die  innerhalb  der  verschiedenen  Dichtigkeits- 
znstände  und  in  deren  gegenseitigem  Verhalten  stattfinden  küniieii, 
eröffnet  die  Aussicht  auf  die  rebcrwipdntig  von  Schwierigkeiten, 
ilereu  Grösse  sich  nicht  blos  dem  Umfang,  sondern  auch  dem 
liattiingscharakter  nach  steigert.  Am  erfolgreichsten  ist  die  all- 
gemeine mechanische  Theorie  bis  jetzt  noch  in  der  Lehre  von  der 
oscillatorischen  Fortpflanzung  der  llewegnng  gewesen.  Diese  Lehre 
umfasst  alle  .Vggregatzustände,  wenn  sie  auch  für  die  gasföriiiigen 
Systeme  relativ  am  vollkojiimeustcn  ansgel)ildet  ist.  Die  Fort- 
pflanzung des  Schalles  in  gasförmigen,  tropfbar  flüssigen  und  in 
festen  Körpern  bildet  hier  ein  charakterisirendes  Hauptbeispiel  der 
Tragweite  rein  mechanischer  Principien.  Dieses  Heispiel  zeigt  aber 
auch,  wie  viel  Mühe  es  gekostet  und'  wie  lange  Zeit  es  erfordert 
hat,  die  Theorie  den  Thatsachen  entsprechend  zu  gestalten. 
Newtons  Ergebnisse  in  Hezug  auf  die  Schallgeschwindigkeit  in  der 
Luft  mussten  erst  durch  die  von  Laplace  vorgeuonmiene  Herück- 
sichtignng  <ler  Wärme  ')  ausgeglichen  werden,  und  diese  Herück- 
sichtigung  der  Wärme  hat  wiederum  durch  die  neusten  Theorien 
über  die  mechanische  Natur  der  Wäriiievorgänge  beleuchtet  werden 
müssen. 

Im  .\llgemeinen  sind  die  Feststellungen  ülter  oscillatorische 
Fortpflanzung  der  Hewegiiug  nichts  als  die  Gruudzüge  einer  Theorie 
der  .Mittheilnng  der  mechanischen  .\ction  in  beliebigen  niwhauischen 
Systemen  von  jedwedem  Zustande  der  Aggregatioii.  Die  .\ggregatiou 
selbst  ist  aber  bei  näherer  rntersuchuug  ein  Hegritf,  iler  Vielerlei 
einschliessl.  Die  blosse  Dichtigkeit  entscheidet  nicht  ausschliess- 

Mecauiiiue  celeate,  Bd.  V der  Werke  ridtü)  Buch  XU  Cap.  S. 
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lieh,  lind  es  sind  die  Aiiordiuiugfln  und  Kräfteheziehnngen  selbst, 
die  in  Frage  koininen.  Ausserdem  denke  inan  nur  beispielsweise 
au  die  Krvstallisationsuntei'schiede.  dureh  welche  nach  verschiedenen 
Kichluugen  eine  verschiedene  Gestaltung  der  Mittheilung  der 
llewegnug  verursacht  wird.  Nichtsdestsiweniger  wird  die  Er- 
weiterung der  reiu  mechanischen  .Auftassnug  dadurch  fortschreiteu. 
dass  die  allgemeinen  oscillatorischen  Schemata  der  Rewegungs- 
iiiittheilung  als  mechanische  Specialtheorie  abgesondert  und  voran- 
gestellt. nicht  aber  im  Zusammenhang  mit  demjeuigen  Stoff  belassen 
werden,  der  im  Gebiet  der  Physik  den  specifisc.hen  Beschaffen- 
heiten der  verschiedenen  .Medien  entsprechen  mag. 

Offenbar  hängen  die  fraglichen  Fortschritte  davon  ab.  dass 
/.uuächst  die  Hydrodynamik  im  weitesten  Sinne  des  Worts,  also 
einschliesslich  der  Mechanik  des  Gasförmigen,  erhebliche  Er- 
weiterungen erföhrt.  Erinnert  man  sich  aber,  dass  die  Gestalt 
des  dreiaxigen  Ellijisoids  als  allgemeine  Gleichgewichtsfonu  für 
eine  Flüssigkeitsmasse  unter  der  denkbar  einfachsten  Voraus- 
setzung erst  von  .lacobi  constatirt.  und  dass  die  Grundform  des 
eigentlich  dynamischen  Verhaltens  einer  solchen  .Masse  erst  noch 
zuletzt  von  Dirichlet  hingestellt  worden  ist,  so  wird  man  ermessen, 
dass  eine  allgemeine  mechanische  Theorie,  welche  jeden  Körper 
als  Medium  zu  behandeln  und  die  Entwicklung,  also  nicht  blos 
die  Uebertraguug  der  an  seinen  Theilen  wirkenden  Bewegungs- 
affectioueu  auch  nur  in  bestimmteren  Gruudzügen  exact  und 
mechanisch  deducirend  übei-sehbar  macht,  schon  zu  den  sehr  weit 
vorgreifenden  Ooneeptioneii  gehört.  Trotzdem  wird  um  der  All- 
gemeinheit der  Vorstellungsart  Willen  nicht  darauf  zu  verzichten 
sein,  diese  reine  Form  der  .Auwenduugsgestaltuug  mechanischer 
Principien  kenntlich  und  so  die  Antriebe  sichtbar  zu  machen,  von 
denen  eine  erweiternde  Vorschiebuug  der  zeitweiligen  Schranken 
des  der  angewandten  .Mechanik  /.nzuweiseudeu  Wisseus  zu  ge- 
wärtigen ist. 

Wie  schwierig  ilie  Flüssigkeitsmechauik  iii  rationell  ableiteuder 
Foriu  sogar  für  die  bekanntesten  .Medien  werden  müs.se,  sobald 
mau  die  Bewegung  der  einzelnen  Theilchen  schliesseud  und 
rechnend  verfolgen  will,  zeigt  das  Beispiel  der  Wasserwellen,  deren 
experimentelle  Untersuchung  durch  die  Brüder  Weber  ')  eiuen  Ein- 
blick in  das  verstattet,  was  rationell  mechanisch  erforderlich  sein 
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wflnlp.  11111  die  hpoliachtptpii  TliHilchpiibewefriiiigpii  als  \othwpudig- 
keitPii  /II  erkeiiupii.  Dip  Molpciilaniipphaiiik  schlipssl  /war  durfli- 
aus  nicht  wpspntlich  eine  lipstiiiiiiitcrp  Kpiiiitiiiss  der  atoiiiistischcii 
oder  iiiolpc.iilaren  Constitution  der  Medipii  niid  Körper  ein;  aber 
sie  setzt  voraus,  dass  man  die  Theilcbeii  als  bei  der  Bewegung 
znsamiiieiiverbleibende  unil  auf  diese  Weise  selliständige  Massen 
denken  könne.  Nun  besteht  die  Scliwierigkeit  der  .Anwendung  der 
iiiechaniseheii  l’rincipien  auf  die  Theilchenbewegung  hauptsächlich 
in  den  Hindernissen,  die  sich  der  völlig  selbstiliidigen  Veifolgung 
der  Bahn  eines  Theilehens  eiitgegeiistellen.  .Schon  die  .Abgrenzung 
des  Begriffs  eines  selbständig  bewegten  Theilehens  erfordert  hier 
einige  rniständlichkeiten;  denn  es  ist  da.  wo  mau  sieh  auf  keine 
hypothetis<-he  (Konstitution  des  Mediums  lierufen  will,  doeh  aller- 
mindestens erforderlich,  das  Theileheii  als  den  Träger  einer  alle 
seine  Untt'rtheileheii  mit  unbegrenzter  Annäherung  gleichmässig 
affieirenden  Bewegung  zu  denken,  wobei  innerhalb  des  Theilehens 
.Affeetioneu  zweiter  Ordnung  zugelassen  siiiil.  So  wird  dem  mathe- 
matischen Caleül  entsprochen,  und  es  ist  für  die  Strenge  der  Vor- 
stellung nicht  einmal  nöthig.  'lass  die  Ciibegrenztheit  vorhanden 
sei.  Die  .Aniiäheruiig  muss  nur  eine  solche  sein,  dass  man  die 
Bffpcte  zweiter  Ordnung  im  Verhältiiiss  zu  der  Gesammtbewegmig 
des  zusammengefässteu  Masseutheilelipus  als  quantitativ  unerheblich 
vernachlässigen  kaiui.  Die  differentiellen  Methoden  werden  alsdann 
allerdings  zu  approximativen  Verfall rmigsarten;  aber  diese  An- 
näherungen sind  solche,  deren  (rienzen  man  bemessen  kann,  und 
die  daher  völlig  sichere  .Schlüsse  auf  ein  Oesammtergebniss  liefern. 
Von  dieser  Seite  steht  also  den  .Anwendungen  der  mechanisch.m 
IViiicipieii.  auch  abgesehen  von  der  ("'oiistitiition  der  verschiedenen 
Stoffe,  nur  die  Schwierigkeit  einer  solchen  mathematischen  Be- 
arbeitung entgegen,  die  soweit  reicht,  dass  eine  Bestätigung  durch 
die  ebenfalls  nicht  leicht  zu  gewimienden  Beobacbtmigen  in  jedem 
Stadium  der  Entwicklung  möglich  bleibt. 

20(1.  Da  die  oseillatorische  Bewegung  die  mechanische 
(Jrundform  aller  gegenseitigen  Theilchenbeziehmigeii  bildet,  die 
gewöhnlich  als  Störungen  eines  stabilen  Gleichgewichtszustandes 
aufgpfasst  werden,  und  ila  ilie  Verfahriingsarten  der  Natur  in  der 
materiellen  rpbertraguug  der  mechanischen  Wirkmigen  sich  schliess- 
lich immer  auf  kleine  .Schwingungen  zunickfflliren  lassen,  so  muss 
hier  noch  an  ein  berühmtes  Specialprohleni  erinnert  werden,  welches 
der  Ausgangspunkt  für  eine  wichtige  Vorstellmigsart  über  die 
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ZnsamniPnsptziint;  Hrr  VihratioiiPii  gpwonlfii  ist.  Indem  Daniel 
Bernmilli  in  .seiner  Abhaiullung  über  die  Miselinng  und  Coexisten? 
eintaeher  Scbwingiingeii  ' die  allgemeinem  Cmisequenzen  des  von 
Taylor  in  Aiigrifl'  genommenen  I’roblem.s  der  vibrirenden  Saiten 
zog  lind  hiebei  von  den  Riehtungen  der  d'Alembertscheii  und 
Eulerschen  Versuche  abstrahirte,  gelangte  er  zu  einer  Idee, 
welche  besonders  diiicli  die  neuste  tlestaltuug  «ler  .\koustik  wieder 
in  den  Vordergnmd  gebracht  worden  ist.  Er  stellte  diese  Idee 
ganz  allgemein  al.s  einen  Satz  hin,  der  rein  mechanisch  und  ab- 
gesehen von  allen  Aiiweudungeu  für  jedes  System  von  Körpern 
gelte,  die  unter  'vechselseitiger  Einwirkung  oscilliren.  .\iii  Schluss 
seiner  .\rbeit  *1  erachtete  er  die  neue  Wahrheit  der  niechanischen 
Ph3'sik  als  dahin  festgestellt:  ..dass  in  jedem  .System  die  gegen- 
seitigen Bewegungen  der  Körper  immer  eine  Mischung  von  ein- 
fachen. regelmässigen  und  permanenten  .‘Schwingungen  verschiedener 
.Vrten  ....  sind.“ 

Diese  sogenannte  T'oexistenz  der  kleinen  Schwingungen  er- 
schien einem  Lagrauge  ’)  nicht  als  ein  in  allen  Beziehungen  ge- 
klärter Gedanke,  und  es  möchte  vielleicht  nur  die  spätere  mathe- 
matische Ergänzung  der  analytischen  Auffassnngsformen  der  fi-aglichen 
Beziehungen  durch  Fourier  gewesen  sein,  was  in  Verbindung 
mit  der  Richtung,  welche  die  zugehörigen  akoustischen  Experimente 
und  die  Analyse  des  Klanges  seit  den  Anregungen  Georg  Ohms 


o tjur  le  iiioUugt.  ilc  (iluiiiours  uspi-cas  de  vibratiuus  siiiipleti  isuelirones 
i|ui  [icuvent  cnexieter  dans  im  meme  Systeme  de  oorps:  Histoire  de  l'academie 
de  Berlin,  für  175!!.  *'■  Ibid.  .\rt.  18. 

*)  Mec.  anal.  Bd.  I il811)  Dynamili  8ect.  VI  ,\rt.  47  und  .59  — 
\'pl.  hiezu  auch  noch  die  kurze  (.leschichte  des  Problems  der  schwingenden 
Saiten  in  I.agranges  „Itecherchus  snr  la  nature  et  la  propagatiou  du  son", 
zuerst  in  den  Miscellauoa  Taurinensia,  Bd.  1 G‘ö9);  auch  in  Oeuvres  de 
bagrange,  Bd.  l (18671  Art.  11  fg.  (Seite  61  fg.1. 

*1  Tn  der  Theorie  analytiuue  de  tu  chaleur,  Paris  1822:  sieh«  besonders 
Art.  2ÜÜ,  wo  die  Erfüllung  der  Bernnullisclien  Voraussetzung  der  Entwickel- 
barkeil  einer  Function  in  eine  Keihe  von  Sinus  und  Cosinus  vielfacher  Bögan 
als  Princip  der  strengen  und  vollständigen  Lösung  des  Problems  markirt 
wirii.  — .Spuren  der  Fouriersohen  Behandlungsart  der  kleinen  Schwingungen 
finden  sich  übrigens  schon  in  seinem  Memoire  .sur  la  statique  etc.  .Toumal 
de  l'ecole  polytechniqnc.  toine  II  (an  VH. 

*1  In  .seiner  durch  die  Seebeckschen  V‘ersuche  vcranlassten  Abhandlung 
,,l'  'ber  ilie  Definition  des  Tones",  Poggendorfs  -tnnalen.  Bd.  .59  (184!>)  und 
Bd.  02  1 184 1).  Vgl.  in  dem  ersteren  Hauptthcil  der  .Abh.  besonders  Nr.  4 
(B.i.  59)  .S.  .519,  wo  die  Benutzung  des  Fourierseben  Satzes  dargelegt  wird. 
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gpnominen  halnMi.  ilazii  geführt  hat.  da^s  nicht  hloa  der  iinlcng- 
l)ari‘  Kern  der  ncnioulliscliPii  Idpi*.  sondprn  auch  die  damit  bisher 
vprl)iindpiipu.  mindpstpiis  /.weidputigpii  VorstpIIungPii  als  niclit  niphr 
in  Frage  zii  hringende  Grundlagen  des  physikalischen  Ruisoiuie- 
niPiits  gelteii.  Weit  auuehinharer  würde  sieh  die  hochwichtige 
Lehre  von  der  Znsainmenset/.nng  der  einfachen  Schwiiigniigen 
gestalten,  wenn  mau  sich  in  Anlehnung  an  eine  strenge  Fassung 
der  intinitesiinaleii  Begrifl'e  dazu  lierbeilie.sse.  alle  Gonsequenzen 
der  eintacheii  Wahrheit  zu  ziehen,  dass  ein  selbständiges  materielles 
Theilchen  stets  nur  eine  einzige  Bahn  heschreilien  kann.  Die 
t'oexistenz  der  kleinen  Schwingungen  kann  hienach  zunächst  keine 
andere  Bedeutung  haben  als  das  Zusammenbestehen  von  Bewegungen 
üherhaupt.  Der  Gedanke  einer  Zusammensetzung  selbständig  vor- 
handener Bewegungen,  von  denen  eiumiddasselbe  Theilchen  afficirt 
wird,  kann,  ganz  abgesehen  von  dem  Sjiecialtäll  der  kleinen 
Schwingungen,  schon  rein  priucipiell  und  im  Hinblick  aut  das 
einlächste  Schema  der  phoronomischeii  Combination  und  der  zu- 
gehörigen Kräftebeziehung  nur  dann  völlig  exact  auställen,  wenn 
man  nicht  die  Bewegungserscheinungeu.  sondern  die  ihnen  voran- 
geheiideii  Antriebe  als  Gegenstand  der  realen  Composition  vorstellt. 
Hiezu  kommt  alsdann  die  Möglichkeit,  eine  einzige  und  einheitliche 
Bewegungserscheinung  durch  den  blossen  .\ct  der  .Vuft’assung  zu 
zerlegen,  indem  man  z.  B.  nur  ilas  an  ihr  ins  Auge  fasst,  was  einer 
bestimmten  Coordiuate  oder  überhaupt  einem  besonderii  Gesichts- 
punkt entspricht.  Ks  sind  alsdann  nicht  zugleich  mehrfache  Be- 
weguiigsprscheinungen  vorhanden,  sondern  einundderselbe  reale 
Vorgang,  der  anf  der  Zusammensetzung  der  .Antriebe  zur  Bewegung 
beruht,  und  dem  nur  eine  einzige  an  sich  vorhandene  oder,  mit 
andern  Worten,  eine  auf  den  allgemeinen  Baum  und  das  univer.selle 
System  von  mechanischen  Oertern  bezogene  Bahn  eutsiuicht.  lässt 
sich  vermöge  einer  höchst  iuferessauten  Ahstractionskraft.  die  in 
un'<ern  räumlichen  Vorstellungen  bethätigt  werden  kann,  auch  in 
irgend  einem  seiner  natürlichen  Bestandtheile  als  besonilere  Be- 
wegnugsei'scheinung  sichtbar  machen.  Durch  diese  .Art  von  Ueber- 
setzung  der  realen  Bewegungsantriebe  in  einseitige  ('oustructionen 
von  Bewegungserscheinungeu  kann  die  Täuschung  veranlasst  w erden, 
als  wenn  die  partiellen  Bewegmigsphänomene  nebeneinander  und 
gleichzeitig  in  verschiedenen  Bahnen  zur  F.xistenz  gelangten.  Der 
AA'idersinu,  der  das  Flrgehniss  dieser  Täuschung  ist.  kann  jedoch 
nicht  eiütreten,  solange  mau  sich  bewusst  bleibt,  dass  jene  Trennung. 
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auf  wplcli«>r  dii'  liosiuuipn*  Paitialvorstplliiii^' I>crnhl.  auf  t*iiip  Theil- 
aiiffassunK  und  Tlipilconstniction  dps  ri'alpn  fJpsamiiitvorgaugi< 
zurück/.ufuliipii  i«t.  Hei  der  ansspioidptitlichpii  Wichtigkeit^  welche 
die  Klarstellung  der  angedeuteteii  l'nterschiede  für  die  Auffassung 
der  Naturmechanik  hat,  erinuere  mau  sich  auch  hier  jener  phäiioine- 
iialeii  Methode,  deren  sich  Huygheus  zur  Krweisuug  der  Stoss- 
gpsetze  bediente,  und  für  deren  allgemeiue  Bedeutung  wir  bereits 
fräher  (Nr.  74  fg. ) die  Aufmerksamkeit  der  tiefer  Nachdeiikendeii 
iu  Anspruch  geuommeii  haben,  lii  der  hier  fraglichen  Auwendung 
jeuer  (Jesichtspuukte  handelt  es  sich  allerdiugs  uiclit  vorzugsweise 
um  .Scheinbewegungen,  sondern  um  natürliche  Absonderimgeii  und 
Gruppiruugeu  ))artieller  Beweguugserscheiuungen,  lüi  welche  die 
Möglichkeit  eiuer  getreuuten  AuB'assuug  aucli  natürliche  und  nicht 
l)los  kQnstli(die  (irönde  hat  und  sogar  in  der  allgemeineii  Sinnes- 
wahriiehmuug  der  physikalischen  V’orgftnge  zur  Nothwendigkeit 
wird.  Beseitigt  man  auf  dem  eben  angegebeneii  Wege  die  l’n- 
ziiträglichkeiteu.  welche  mit  der  gewöhulichen  vagen  Conception 
des  Znsanimeubestehens  mehrerer  Bewegungen  und  speciell  mit 
der  unzulänglichen  Hechenschaft  über  die  sogenauute  Coexistenz 
der  kleinen  Schwingungen  verbunden  sind,  so  gelangt  die  von 
Paniel  Beruoulli  vorgenommene  Zerlegung  zu  ihrem  vollen  Hecht, 
und  dia  i'alionelle  Physik  hat  Ursache,  gleich  der  allgemeinen 
Mechanik  selbst,  die  Krweiterung  ihrer  Hinsichten  und  die  Lösuug 
der  schwierigsten  Probleme  auf  einem  Wege  7,11  suchen,  auf  welchem 
die  .\nalogien  der  in  der  Theorie  der  kleinen  S<  hwiugungen  ge- 
brauchten Wendungen  und  Vcrfahrungsarten  nicht  zu  vernachlissigen 
sein  dürften.  Hs  möchten  jedoch  nicht  eigentliche  Aiipreximationen. 
sondern  systematische  neckungen  iler  |)rincipiellen  und  einfachen 
Vorgänge  der  Natuiniechanik  sein,  iu  denen  mau  am  ehesten  eine 
uinfassendere  und  für  die  Anweuilungen  bequemere  Behandlung 
der  mechanischen  Probleme  zu  suchen  haben  würde,  falls  man 
überhaupt,  wie  dies  namentlich  Dirichlet  augestrebt  zu  haben 
scheint,  die  ('onsequenzen  der  fi-aglichen  Hntwickluug  seit  Daniel 
Mernoulli  und  der  Fourierschen  mathematischen  Krgänznng  zu 
verfolgen  gewillt  wäre. 

20I.  Zu  denjenigen  Ausdehnungen,  dmch  welche  die  mecha- 
nischen Principieii  in  ein  zunächst  ungleichartig  erscheinendes  (rebiet 
übertragen  werden,  gehört  ausser  der  früher  als  epochemachend 
dargelegten  und  erörterten  Umgestaltung  der  V\  ärmetheorie  mehr 
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und  mehr  die  Fnmi,  welche  die  Elektrodynamik  theils  erhalten 
hat.  theils  aiizuiiehmen  verspricht.  Was  seit  .\mpere  in  dieser 
Beziehung  geschehen  ist.  knüpft  sich  besonders  an  Arbeiten  von 
Wilhelm  Weber'),  die  in  ihren  neusten  Formuliningen  *1  in 
mannichfaltigen  Beziehungen  zu  den  jüngsten  Erörterungen  iiament- 
lieh  derjenigen  stehen,  die  sich  ’)  in  veiünderten  Gestaltungen  der 
mathematisch  inechauischen  Vorstellungsarten  versuchen.  Das 
Eigenthüniliche  dieses  .\iiwendungsgebiets  besteht  darin,  dass  die 
gegenseitige  Einwirkung  elektrischer  Tlieilchen  ausser  von  ihrer 
jedesmaligen  Lage  und  Entfernung  auch  noch  von  den  vorhandenen 
Gcschwiudigkeiten  abhängig  gedacht  wird.  Die  .\usfühning  der 
Vorstellungen  über  die  Potentialfunction,  welche  Green  schon  in 
seinem  1828  veröffentlichten  Essay  ‘)  speciell  für  das  Gebiet  der 
Elektricität  behandelte,  also  namentlich  die  Sätze,  welche  Ganss 
lind  Spätere  ganz  allgemein  in  Beziehung  auf  die  im  umgekehrten 
Quadrat  der  Entfernung  wirkenden  Kräfte  für  eine  gewisse  Art 
von  Wirkungsgrösseu  aufgestellt  haben.  — diese  Hervorkehrung 
bestimmter  functionaler  Formen  der  Kräfteverhältuisse  hat  er- 
heblich dazu  beigetiagen.  den  Ideen  über  die  mathematische 
Formuliruug  der  elektrodynamischen  Wirkungsgrössen  und  Wir- 
kuugsformeu  einen  inechauischen  Typus  zu  verschaffen. 

Im  Hinblick  auf  die  bisherigen  Kesultate.  die  mau  für  die 
Vorstellungen  der  ausser  der  Gravitation  vorhandenen  physikalischen 
Anziebungs-  und  Abstossungswirkungen  freier  Massentheilchen 
gewonnen  hat.  ist  das  Gesetz  der  im  umgekehrten  quadratischen 
Verhältniss  der  Entfernung  stehenden  Kraft  als  ein  Element  aller 


U Hllektrudynamische  MuukbestiiimiuiiKcii,  livipzi^  18-lti,  2.  Abdruck  IbOT  : 
in  kürzerer  Vientalt  in  einem  fcleichnaini^cn  .Aulsatz  in  l’n>rKcndnrfi>  .Annalen. 
Bd.  7S  il»-»Sl  B.  19:’.  fg. 

*)  Iin  .Artikel  W.  Weber»:  „lieber  einen  einlacben  .Au»epruch  de» 

allgemeinen  Grundgesetze»  der  clektri»chen  Wirkung'  , ibid.  Bd.  BW  (1869 
S.  18.')  fg.  und  „Klektrodynnniischc  Maas»bestiminnngen.  insbesimdere  Uber  das 
Princip  der  Erhaltung  der  Energie."  Abh.  der  .SächHiRchen  Ge»ellKchaft  der 
WiRRenBcbaften,  Bd.  X tl871'. 

>1  W ie  z.  B.  0.  NenniHnn:  ..BeRultate  einer  liiiter»uchung  über  die 
l’rincipien  der  Elektredynamik“.  in  den  Nachrichten  der  Göttinger  Gesell- 
Rcbaft  der  W i»»enschalten,  Juni  1868,  8.  '2‘2:l  fg.  »nwie  „Notizen“  über  den- 
►elbeii  Gegeiihiand  in  den  Neiiinunn-l 'leliKclien  .Annalen  iler  Mathematik.  Bd.  I 
(1869.  8.  :’.17  fg. 

*j  .Abgedruckt  in  (..  Green,  Matheinatical  Paper»,  Icuduu  1871 
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gegenseitigen,  aus  iler  Ferne  erfolgenden  Actionen  anzusehen 
Wae  zu  dieser  Gruiidfonn  iioeh  mit  Küeksieht  auf  vorhandene 
Geschwindigkeiten  hinzutrete,  oder  was  mit  Rücksicht  auf  eine  Fort- 
pflanzungszeit schon  in  den  ersten  Entwicklungen  der  Fundamental- 
beziehnngen  vorauszusetzeu  sei.  berührt  den  allgemein  mechanischen 
Sachverhalt  nicht  derartig,  dass  der  Hauptinhalt  der  Gesetze  durch 
Verallgemeineningen  oder  Vervollständigungen  dieser  Ai1  leiden 
könnte.  Was  also  wirklich  bei  den  neuen  .Anwendungen  und  bei 
den  Rückwirkungen  derstdbeii  auf  die  betliäligleii  l’rincipieu  zunächst 
eine  Frage  bleiben  kann,  bezieht  sich  nicht  auf  die  Geltung  der 
Schemata  der  Kratlwirkuugen . wie  sie  bisher  anerkannt  gewesen 
sind,  sondern  auf  die  Modificationeu  und  verallgemeinerten  Gestalten, 
die  mit  der  bisherigen  Erfahrung  vollkommen  verträglich  sein 
würden,  aber  für  die  friiheren  Vorstellungs-  und  .Vbleitungsarten 
gleichgültig  geblieben  sein  könnten. 

Nicht  unbemerkt  darf  die  Thatsacbe  bleiben,  dass  die  vorher 
erwähnte  neuste  Formulirung  des  elektrodynami.'chen  Wirkungs- 
modns  durch  W.  Weber  eine  Zerlegung  eintreten  lässt,  vermöge 
deren  das,  was  man  das  elektrostatische  Potential  nennt,  zu  dem 
vou  der  vorhandenen  Geschwindigkeit  hernihreuden  Theil  des  all- 
gemeineren Ausdrucks  in  einer  Art  (’omplementarbeziehimg  steht. 
Dieses  Verhält uiss  bat  eine  allgemeinere,  mechanisch  principielle 
•Seite,  indem  es  mit  den  Vorstellungen  zusammentrilTt.  welche 
zwischen  der  statischen  Heziehung  und  dem  Bewcgungseffect  eine 
gegenseitige  Aequivalenz  voraussetzeu.  Es  sind  also  die  Erhaltungs- 
uud  Verwaudlungsvorstellungen.  welche  den  neusten  Ideen  ent- 
sprechen. auch  hier  einer  .Anwendung  fähig. 

Eine  kosmische  Mechanik  müsste  nach  ileii  .Aussichten,  die 
sich  für  die  Bethätigung  me(dianis(!her  l’rincipien  in  der  spec.ifischeii 
Physik  eröffnen,  eigentlich  zu  dem  Begriff  eiuer  kosmisch  mecha- 
nischen Physik  oder  kosmisch  physikalischen  .Mechanik  erweitert 
werden.  Auch  leicheu  in  der  That  die  neuern  ttesiclitspuiikte 
schon  in  nicht  unerheblicher  Weise  an  diese  Idee.  Es  sei  nur  an 
die  .Meteortheorie  iler  .Sounenwärme  erinnert,  die  von  .1.  R.  .Mayer ’l 
aufgestellt  worden  ist.  und  vermöge  deren  die  mechanische  .Aidion 

')  V){1.  (len  iler  in  unserer  .Nr,  ISO  .Auiii.  U iiiigofiilirteii 

' lau.Mitieheu  .\bhan(llun)(. 

*)  Beiträ);e  zur  Oyuauiik  de«  HiuiineU,  104»,  abgedruukt  in  der  „Mechanik 
der  Wärine",  Stntt4rart  tSOV. 
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ilt'r  klfiiifii  iiii  IJcn'ich  ilt*s  SoiincusystPiiis  /.«rFtri'Utcii  iiml  srhlii-iJs- 
licli  Hilf  die  Somit*  stiiiy.omltMi  .Mattsoii  in  Gostalt  ilt*r  liei  dfin 
Stoss  t*rt'olge.ml(*u.  tiit*  VfrlneimuiigtifffVctt*  üli(“rsteigt*ndt‘ii  Wärnie- 
ontwifkliing  für  die  forfwäliioiid  vorlornc  Wäinit*  <*inen  Ersatz 
lifstlmffl.  Die  Aiiiiahme  diosps  kosiniselieii  Processes,  diircli 
AtnlcliPii  die  Wiirmeinoiluctiou  dttr  Sonne  ohne  definitiven  Verlust 
aiitVecht  erlialten  gedatdit  wird,  ist  echt  nieclianisch;  denn  es  ist 
mir  die  inedianische  Wirkmigsgrdsse  oder,  analytisch  geredet,  die 
lebendige  Kraft,  deren  Verltrauch  oder  vielmehr  Fortptlanziiug  in 
lier  einen  liichtmig  dundi  eine  entsprechende  Zuführung  von  di*r 
andern  Seite  ausgi*glichen  wird.  Der  kosmische  Mechanisnius,  den 
man  bisher  mir  aus  iletn  fTesichtspmikl  der  Gravitation  kannte,  ist 
hiedurch  auch  in  thermotischer  Bezieliuug  etwas  verständlicher 
geworden,  .ledoch  versteht  t*s  sich  von  seihst,  dass  für  jene  An- 
nahme nicht  eher  eine  endgültige  und  jede  andere  Möglichkeit 
ausschliessende  Bewahrheitung  denkbar  ist.  als  bis  es  gelingt, 
durch  Thatsai-henfeststellung  das  yuantum  der  auf  die  Sonne 
fallenden  .Massen  und  die  entsjirechende  Wärmemenge  mit  der 
\S'ärnieansgabe  zu  vergleichen.  Mayer  rechnet  /.war  die  Wärme- 
erzeugungen nach  Maassgahe  des  .Vequivalents  aus;  aber  der  üm- 
fang,  in  welchem  kleine  Massen  der  Sonne  zugeführt  werden, 
musste  hiebei  noch  ganz  hypothetisch  bleiben. 

L’ebrigeus  streben  aber  alle  Theile  der  mechanisidien  Physik 
dahin,  einander  zu  untei-stützeu,  und  seitdem  das  Licht  durch  die 
neue  VS'issenschaft  der  Spectralanalyse  zürn  Erkenntnisaniittel  von 
chemischen  Verhältnissen  geworden  ist  und  über  die  Hergänge  und 
Thatsachen  auf  der  Sonm*  erhebliche  .Aufschlüsse  ertheilt,  dürfte 
der  Gedanke  uaheliegen,  die  eigentliche  Mechanik  auch  in  dieser 
Kichtung  ernstlich  auszudehnen').  Der  Zusammenhang  der  ver- 
schiedenen physikalischen,  ja  chemischen  Kräfte,  die  säiuiiitlich 
einen  mechanischen  Gnindcharakter  haben  und  in  ihrer  Bethätigung 

0 Die  .Anfstellimg , dcrzufolife  das  .MisoriitionsvennöKen  iiint  d«.-. 
Emi.-siiipnsvernuipen  für  M »nii<*  nad  I.icht  bei  allen  Körpern  unter  ilerselben 
Tninperatnr  (fleirti  ist.  fiihrt  auf  nicht  unwesentliche  Ih'ziehnnpen  zur  rein 
mechanischen  .Vn<cliaiinnp.-iweiKe.  Die  frapliche  Vorau.ssetzung  wnrde  v,in 
Kirchhnff  anf  jede  StrahlenpattHnp  auspeplehnt:  siehe  hierüber  (i.  Kirchhnff 
..I.'eher  das  Vi'rhSitniss  zwischen  dem  Kinissionsvermöpen  niid  ileni  .\bsorptinns- 
vermopen  der  Köqier  für  Wärme  und  I.icht“  in  Puppendorfs  ,\nnalen,  Rd  100 
(IKtiO)  S.  ’7h.  lieber  eine  .Xnweinlunp  jenes  Satzes  vpl,  auch  Kirchhnff 
.,t  ntersiichunpen  über  da»  Souuen.s|HVtrum“  In  ileii  .\hh.  iler  Berliner  .Xka'loinie 
für  IStil,  8.  77. 


Digitized  by  Google 


— 507  — 

«p*«» 

eine  gewisse  niechanisclie  Kraftnieiige  repräsentiren.  iiiiiss  hier  die 
Brücke  /,ii  neuen  Anwendnngsergebnissen  hihlen.  Die  Ausführbar- 
keit dieser  Auwendnng  wird  von  der  l iewinnnng  sicherer  ineeiianischer 
Aequivalen/.en  für  alb*  Bethätigungsformen  und  ganz  itesonders  von 
der  Auuäheriuig  der  Mechanik  des  Wägbaren  an  die  Mechanik 
der  noch  mehr  oder  minder  unbestimmt  vorgestellten  Medien  uml 
Agentieii  abhängeu. 

202.  Hat  man  sich  einmal  von  dem  (iedankeii  befn-it.  als 
wenn  die  Anwendung  der  mechanischen  l’rincipien  durch  ilie  be- 
sondere Beschaffenheit  des  materiellen  Gegenstandes  ausgeschlossen 
werden  könnte.  s<t  übersieht  man  sofort,  wie  das  Organische  und 
das  Vitale  für  die  mechanische  .Auffassung  keine  Schranke  bilden 
können.  Die  Action  der  organischen  Gestaltung  im  Aufbau  der 
Pflanze  arbeitet  mit  mechanischem  Kraft  material  und  bethätigt 
sich  gleichsam  in  dem  .Medium  der  allgemeinen  mechanischen 
Naturvorgänge.  .Analog  verhält  es  sich  mit  der  \italen  Plastik 
in  der  Gestaltung  lier  Verhältnisse  des  animalen  Körpers,  und  wir 
sind  hiemit  au  dem  andern  äussersten  Knde  der  Anwendung 
mechanischer  Princijiieu  angelangt.  Seit  Borelli  ')  ist  die  Auf- 
merksamkeit auf  das  rein  mechanisch  Gesetzliche  in  den  animalen 
Bewegungen  mit  der  Kutwicklung  der  .Mechanik  selbst  schliesslich 
immer  mehr  gesteigert  und  auch  in  neuerer  Zeit  in  verschiedenen 
Kichtungen  fruchtbar  geworden.  Ein  zugleich  die  erheblichen 
Grundlagen  für  eine  bestiiimite  Bichtung  schaffendes  und  im  .All- 
gemeinen auch  für  das  weitere  .Anwendungsgebiet  dieser  i.iattung 
höchst  lehrreiches  und  kennzeichnendes  Beispiel  ist  eine  .Arbeit 
der  Brüder  Wilhelm  und  Eduard  Weber*),  in  welcher  die  rein 
mechanischen  Voraussetzungen  und  Entstände  im  Gebrauch  des 
menschlichen  Gehap|>arats  experimentell  sichtbar  gemacht  und 
rationell  nach  Möglichkeit  auf  die  mechanischen  Principieu  ztirück- 
geführt  werden.  Hier  ist  es  nicht  etwa  blos  das  wie  ein  Pendel 
schwingende  Bein,  was  einen  typischen  Fall  für  die  mechanischen 
VVirkungsvoraussetzungen  liefert,  sondern  weit  mehr  muss  da.« 
Analogon  de.s  Princips  des  geringsten  Kraftaufwandes  lehren,  dass 

’l  De  motu  aiiiiiialium,  neue  Anti.  Noa|)c-l  ITUl.  Die  iatnnneeha- 

nische  Kichtunp  rler  damaligen  Zeit,  entspraih  der  Begründung  der  Dvnaniik 
und  Physik.  Sic  förderte  die  Physiologie  am  entschiedensten,  und  ihre  Ana- 
logie mit  dem  heutigen  Streben  der  latiunelleii  Xaturwissenschalt  nach  mecha- 
nischen Resultaten  ist  ttir  die  tiefere  tintersnchnng  nicht  zu  verkennen 

*>  Mechanik  der  menschlichen  liehwerkzctige,  (iüttingeii  188(1. 
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die  im  Körper  thiUigeii  ürsaehen  des  ordnnngsmässigen  Gebrauchs 
der  Gehwerkzeuge  und  der  natürlichen  Einrichtung  derselben  zu- 
nächst ebenso  zu  betrachten  seien,  als  wenn  es  sich  um  einen 
Vorgang  der  unorganischen  Mechanik  handelte  Das  erwähnte 
Princip  braucht  auch  in  dieser  Anwendung  nicht  als  Finalgesetz 
gedeutet  zu  werden,  sondern  kann,  ganz  wie  in  allen  andern  Fällen, 
seinen  völlig  genügenden  Ausdruck  als  rein  causale  Xothwendigkeil 
finden,  wobei  es  dann  der  weiteren  Betrachtung  überlassen  bleibt, 
zuzusehen,  ob  in  der  .Mechanik  des  Oigani.schen  auch  besondere 
Gründe  vorliegeu.  den  Zweckgesichtspunkt  oder,  mit  andern  M'orten. 
die  Beziehung  von  Mittel  uinl  Zweck  ins  .\uge  zu  fassen.  Da.-^ 
Aeusserste.  was  in  Hücksicht  auf  Charakteristik  nach  rein  mecha- 
nischen l’rincipieu  geleistet  werden  kann,  ist  die  aus  mechanischen 
Voraussetzungen  entnommene  Bestiiniuung  der  Merkmale  oder 
Vorbedingungen  einer  gewissen  ästhetischen  Physiognomie-  des 
Ganges  aber  man  sieht  aus  derartigen  .Möglichkeiten,  dass  es 
überhaupt  gar  keinen  Erscheiuungstypus  bewegter  Massen  oder 
Körjiertheile  geben  kann,  der  nicht  seinen  ihm  eigenthüinlichen 
mechanischen  Charakter  hätte  und  daher  stets  als  mechanisch 
definirbar  gedacht,  wenn  auch  nicht  immer  thatsächlich  auf  diese 
Weise  gehörig  aualysirt  werden  kann.  .\uch  hat  es  meist  wenig 
luteresse,  die  mechanische  Constitution  eines  solchen  Erscheinungs- 
typus im  Einzelnen  bloszulegen:  dagegen  ist  die  allgemeine  Voraus- 
setzung der  mechanischen  Charakterisirbarkeit  der  sonst  nur  durch 
die  ästhetische  Gesammtempfiiuhiug  aufgefassten  Zustände  ein 
Gedanke  von  grossem  Werth.  .Mit  diesem  Gedanken  wird  nämlich 
die  ganze  Tragweite  und  innere  Cubeschränktheit  der  mechanischen 
.Vuffassuugsmöglichkeiteu  recht  deutlich  und  zugleich  der  Punkt 
Itezeichnet,  wn  der  (diier  Empfindung  eutsj)rechende  objective  .Sach- 
verhalt Gegenstand  der  mechanischen  nutersuchuug  und  Bestimmung 
sein  kann. 

Für  die  i)hysi<dogischen  .Xuwendungen  der  mechanischen  Prin- 
cipien  sind  mit  Hücksicht  auf  die  Wäiniemechauik  wiederum  die 
Arbeiten  .1.  H.  .Mayers  und  zwar  besonders  die  Schritt  ..Die 
organische  Bewegung  in  ihrem  Zusammenhänge  mit  dem  Stotf- 


Vgl.  ilas  eben  aiigefiitirl..  Work,  Vorrede  iS.  VI  über  das  Princip 
„der  gerinttsten  .MriskelanstrcnprunK“'-  dann  ilber  .lie  ßcinHChwinKUii);en 
S T,  S 100. 

*J  fiiebe  i.  IJ,  ibid.  § ISO  über  den  gravitätisclien  Schritt. 


Digitized  by  Google 


— r.(i9 


wwhspl“  ')  zu  nPiniPii.  Sogar  liis  in  tlio  niotlicinisoho  Physiologie 
hat  der  Autor  die  Cousoqiii'iizoii  seiner  mechanischen  Wärme- 
theorie  auszudehnen  verstanden  *).  reherhaiipt  ist  nicht  zn  ver- 
gessen. tlass  er  nach  seinem  eignen  Bericht“)  zuerst  durch  eine 
physiologische  Erscheinung  auf  die  Idee  der  mechanischen  Aequivalenz- 
theorie  gekommen  ist.  „Im  Sommer  1840“.  sagt  er.  ..machte  ich 
hei  .Aderlässen,  die  ich  auf  Java  an  ueuaugekommenen  Europäern 
vornahm,  die  Beohachtuiig.  dass  das  aus  der  .Armvene  geuommeue 
Blut  fast  ohne  Ausnahme  eine  uherraschend  liellrothe  F'ärhung 
zeigte.“  Die  Vermehrungen  oder  Vemiindenmgen  des  Farben- 
untenschieds  der  beiden  Blutarten  erklärte  er  sich  auf  (inmdlage 
der  LavoLsierschen  Verbrennuugstheorie  aus  der  höheren  oder  ge- 
ringeren Temperatur  der  ITmgebuiig,  mit  welcher  sieh  die  Wärme- 
productiou  des  Körpers  in  eine  .Art  von  beweglichem  (Jleichgewicht 
zu  setzen  hat.  Die  Wärmeconsumtion  ist  iu  der  kälteren  Um- 
gebung grösser,  und  mithin  muss  auch  iu  der  iiinern  Oekonomie 
der  Wärmeerzeugung  durch  den  Körper  eine  stärkere  Production 
und  eine  erheblichere  Differenz  der  Oxydatiousziistände  des  Blutes 
obwalten.  Der  Farbenuntei'schied  erklärt  sich  also  meehauisch,  indem 
die  Wärmeentwicklung  von  einer  gewissen  Grösse  diejenige  Leistung 
ist.  um  die  es  sich  zunächst  handelt.  .Aber  auch  abgesehen  von 
dieser  Entdeckungsart  eines  Verhältnisses,  welches  auf  die  tirund- 
lagen  der  mechanischen  Wärmetheorie  selbst  hinführte,  ist  seit 
.Mayer  die  Vorstellung  immer  geläufiger  geworden,  dass  jede 
mechanische  Leistung  des  lebenden  Körpers  darauf  angesehen 
werden  müsse,  inwiefern  dieselbe  auf  einem  äquivalenten  Wänue- 
verbrauch  beruht;  und  dass  jede  vitale  Wärmeerzeuguug  zugleich 
als  mechanischer  Act  zu  betrachten  sei,  der  iu  einem  Kraft-  und 
.Malerialfond  seine  Grundlage  hat.  Die  Vorgänge  und  Zustände 
des  animalen  Körpers  wi-rtlen  daher  in  ihrem  Entstehuugsgruude 
nicht  mehr  unbestimmt  gedacht,  also  nicht  etwa  wie  aus  dem 
Kichts  unerklärlich  hervortretend  vorgestellt,  sondern  als  specifi.sclie 
(iestalteu  der  in  den  vitalen  Process  eingegangenen  mechanischen 
Kräfte  gekennzeichnet.  Nach  dieser  neusten  Vorstellnngsart  wird 


*1  Zuerst  Irtt.i;  ab((edriu’kt  iu  iler  Mechanik  der  Wärme. 

tu  einem  Aufsatz  ..Lieber  das  Fieber,  ein  iatrnmoclianischer  Versuch", 
zuerst  abf;edrui’kt  in  der  Meciianik  der  Wärme.  S.  120  -It.’i. 

ln  den  ..ßomerkiingen  über  das  mechanische  .Vequivaleut  der  Wärme”, 
m.'il):  ab^edruckt  in  der  .Mechanik  der  Wärme.  S.  219. 
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ilie  Bewsgiiug  ebmisoweiiig  aU  ilie  Materie  oder,  mit  andern 
^\■  orten,  der  mechanisidie  Krafttbiul  ebensowenig  als  der  Vorrath 
an  Materie  eigentlich  bervorgebracht,  sondern  im  lebenden  Wesen 
nur  liestimmten  Formverwandlungen  nach  meehanisclien  l’rincipien 
lind  Aequivalen/.en  unterworfen. 

Fm  daran  zu  erinnern,  wie  mau  schon  früher  in  der  be- 
stimmtesten Weise  die  specielleren  mechanischen  I’rincipieu  auf 
den  lebenden  Kürper  übertrug,  sei  noch  eine  durch  den  Zusammen- 
hang charakteristische  Stelle  des  älteren  Oarnot  ' in  Bezug  ge- 
nommen. Dort  wird  das  Thier  mit  einer  Vereinigung  von  Köiperchen 
Verglichen,  die  duich  Federn  verbunden  seien.  Diese  Federn, 
mehr  oder  minder  zusammengedrückt,  repiiisentirten  eine  .Summe 
latenter  lebendiger  Kräfte,  und  es  könne  auch  in  diesem  Falt 
keine  Kraft  hervortreteu.  die  nicht  amlerwärts  als  verbraucht  voi-aus- 
zusetzen  wäre.  Das  Thier  könne  sich  keine  Bewegung  geben, 
ohne  dass  die  Beziehung  von  .Action  und  Keaction.  z.  B.  gegen 
die  Erde,  ins  Spiel  käme.  Diese  Vorstellungen,  denen  nur  noch 
die  ITiiversalität  derjenigen  Denkweise  fehlte,  die  sich  im  An- 
schluss au  die  \\  ärmemechanik  neuerdings  entwickelt  hat.  können 
als  ein  Beispiel  von  der  allgemeinen  Tendenz  betrachtet  wrerdeu, 
den  mechanischen  Principien  nur  diejenigen  .Schranken  zu  setzen, 
die  in  ihrer  Natur  seihst  gegeben  sind,  .letzt  sind  Beispiele,  in 
denen  die  allgemeinen  Principien  der  Mechanik,  wie  das  Flächen- 
princip,  auf  lebende  Wesen  angewendet  werden,  bisweilen  schon 
in  die  Erläuternngsmittel  der  Lehrbücher  der  analytischen  .Mechanik 
übergegangen. 

‘JOS.  So  entlegen  und  extrem  die  kosmische  .Mechanik  und 
die  .Mechanik  des  lebenden  Wesens  einander  gegenüberziisteheu 
scheinen,  so  ist  doch  die  äussere  Kluft,  welche  beide  Gebiete  dem 
Gegenstand  nach  scheidet,  bei  Weitem  nicht  so  gross,  als  der 
innerliche  .Abstand,  der  sich  ergiebt.  wenn  man  die  Gesichtspunkte 
betrachtet,  aus  denen  die  eigentlich  mechanischen  Principien  mit 
den  Empfindungen  w irklich  oder  scheinbar  in  Berührung  gekommen 
sind.  Zunächst  ist  der  blos  metaphorische  Gebrauch  der  mecha- 
nischen .Ausdrücke  als  nieist  unerheblich  zur  Seite  zu  lassen, 
v.übei  jedoch  immerhin  die  Frage  von  Interesse  bleiben  mag,  wie- 
e.eit  die  mechanischen  .Metaphern  in  irgend  einem  allgemeineren 
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Charaktemig  ilur  Vt»rhiUtiiisst>  ihivii  Gniixl  habpu.  Mau  wird  in 
dipspi-  Beziphuiig,  aut'  diu  hit*r  nicht  iiätier  einzugcliPii  ist. 
iiu  AUgenuMiiPii  tiiidcii,  dass  cs  iu  allen  existirciiden  Objwteii  und 
Verhältiiiaseu  etwas  giebt.  wa.s  nur  danmi  als  der  s])ecitisehen 
.Mechanik  analog  ers(dieiuon  kann,  weil  es  mit  derselben  gewisse 
sehr  allgemeine  (irnnd/.ftge  theilt.  Grade  aber  nni  dieser  tiemein- 
saiukeit  und  Allgemeinheit  willen  gehört  dieses  Gebiet  nicht  in 
den  liestimmteren  Tvpns  der  specifischen  .Mechanik,  sondern  be- 
findet sich  über  demselben,  indem  es  als  eine  Glasse  von  Be- 
ziehungen gelten  muss,  die  entweder  rein  logisch  und  rein  mathe- 
matisidi  oder  tierartig  schematisch  sind,  dass  sie  auf  alles  Kxistirende 
ohne  Unterschied  Bezug  haben.  In  diesem  letzteren  Falle  kann 
aber  offenbar  eigentliche  und  speeitische  .Mechanik  nur  soweit  in 
Frage  kommen,  als  der  Gegenstand  der  ('ntersnehnng  nach  den 
Begriffen  von  .Materie,  räumlicher  Bewegung  oder  überhaupt  materiell 
mechanischer  .\ction  anfgefasst  und  schliesslich  auch  in  dieser 
Weise  gemessen  oder  wenigstens  als  derartig  messbar  und  mit 
bekannten  mechanisidieii  .\ctioneii  vergleichtiar  gedacht  wenlen  kann. 

Der  Uebergaug  von  den  änsserlichen.  der  umgebenden  Natur 
otler  den  Vorstailien  in  der  Gliederung  des  lebenden  Körpers  an- 
gehörigen.  metdianisch  analvsirbaren  Vorgängen  zmii  eigentlichen 
Kuipfindnugsgehiet  ist  durch  interessante  Versuche  und  Ideen 
beleuchtet  worden,  von  denen  einige,  die  Bahn  eröffnende  und 
zugleich  exacte  ’i'hatsachen  auch  die  Abgrenzung  der  .Mechanik 
einigeriuaassen  angeben.  Die  sehr  klaren  .\nseinaudersetzungen 
F.  H.  VN'ebers’)  haben  sitdi  in  tler  hier  fraglichen  Beziehung  be- 
sonders um  die  Thatsachen  zu  dem  »jedanken  bemüht,  dass  die 
offenbar  mechanistdien  Seiten  der  .Simiesempfindnng,  also  zunächst 
die  Drnckempfindnng,  in  einem  näher  bestimmbaren  Verhältui.ss 
zu  der  objectiveu  Grösse  iles  empfundenen  Sachverhalts,  wie  z.  B. 
des  Gewichts,  stehen.  Die  Kxperimente,  tlnrch  welche  für  die 
tiewichtsvergleichnngen  mit  der  blossen  Hand  die  kleinste  noch 
durch  die  Fmpfiudnng  zu  nnterscheitlemle  Differenz  constatirt  wird, 
bilden  hier  ileu  Anknüpfungspunkt.  Den  Zusätzen  an  solchen  kleinsten 
Gewichtstheilen  eiitspretdien  tlie  Steigerungen  tler  Kmptindung.  Gehl 
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iiiai)  mm  auf  Griiml  iler  ExpcriiiifutH  davon  aus,  dass  es  immer 
ein  <rt‘wisser  Bniclitlieil  des  jedesmal  wirkenden  Gewichts  sein 
müsse,  durch  dessen  Zusatz  ein  fühlhares  Kmpfinduugselement 
hervoigehracht  werde,  so  liegt  in  der  mathematischen  Verall- 
gemeiueruug  dieser  experimentellen  Beziehung  allerdings  ein  tJesetz. 
Welches  zwischen  cler  Grösse  des  die  Einptindnng  hervorltringenden 
üussern  , 'Sachverhalts  oder  Reizes  und  der  Grösse  der  Emptinduug 
selbst  ilas  Vorhandensein  eines  durch  eine  mathematische  Function 
näher  gekennzeichneten  ursächlichen  Zusammenhangs  ausspricht. 
Diese  .\hhängigkeit  zwischen  äusserer  Trsache  und  bewusster  Em- 
ptindung  ist  nun  aber  wesentlich  nur  als  ein  allgemeiner,  mathe- 
matisch etwas  näher  bestimmter  Typus  des  Verhältnisses  von  zwei 
lirössenreihen  zu  betracliten,  deren  Beziehung  innerhalb  eines 
gewissen  Stetigkeitsspielianms  verbleiben  muss.  ,\usserdcni  ist  der 
experimentelle  [nhalt  die  Hauptsache,  und  es  dürfte,  ganz  abgesehen 
von  der  Frage  einer  mathematischen  Verwerthbarkeit  des  Verhält- 
nisses. ein  eigentlich  mechanisches  l’rincip  nicht  zur  .Anwendung 
gelangen  können.  Wohl  aber  sieht  man  deutlich,  in  welcher 
Richtung  eine  solche  .Anwendung  zu  suchen  wäre. 

Die  mechani.sche  Physik  oder  physikalische  .Mechanik  ging 
bisher  in  der  Regel  davon  ans,  dass  mit  der  NeiTcnaftection  das 
der  mechanischen  .Antfassungsart  Zugängliihe  aufhöre.  In  einem 
engem  Sinne  ist  dies  zutreffend  und  gilt  auch  noch  ilen  neusten 
A’orstellungsarten  gegenüber:  denn  ilie  nächsten  Analoga  der  am 
unstreitig  Wägbaren  statthabenden  mechanischen  A'orgänge  sind 
offenbar  auch  im  lebenden  Körper  nur  für  das  vorhanden,  was  sich 
mit  gleichartiger  Kraftreaction  an  dei-  fremden  mechanischen  .Action 
gleicher  Gattung  bethätigt.  .Allein  schon  die  feineren  Medien  und 
deren  .Atfectiouen  liilden  eine  muie  Glasse  von  A'oigängen.  die  in 
einem  allgemeineren  .Sinne  iiK'chauiscli  sind,  und  wenn  man  das 
Licht  in  den  brechenden  .Mitteln  des  Auges  rein  physikalisch  be- 
handelt. so  kann  man  auch  die  Wirkungen  auf  die  Netzhaut  in 
analoger  .Art  vorstellen,  ln  der  Thal  berücksichtigt  ja  auch  die 
Optik  die  lebendige  Kraft,  mit  welcher  der  hypothetische  .Aether 
die  Ausbreitung  des  .Sehnerven  erregt,  und  wenn  auch  diese 
gewöhnlich  als  physiologisch  bezeichnete  Seite  des  optischen  Pro- 
cesses  noch  nicht  besondeie  mechanische  .Aufklärungen  ‘gestatten 
mag,  so  müssen  doch  die  Princi]iieii  der  Mechanik  hier  in  dem- 
selben Sinne  ausgedehnt  werden  können,  wie  es  für  alle  Amrgänge. 
die  man  auf  Aetherbeweguugen  zurückfübrt.  mehr  und  mehr  in 
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Aussicht  steht.  .\m  allerwenigsten  darf  die  Tlewegungsfortpflanzung, 
die  man  in  den  Nerven  als  materiellen  Trägern  der  KraftafTectrönen 
voraussetzen  muss,  den  rein  mechanischen  Begriffen  entfremdet 
werden.  Auch  fehlt  es  ja  nicht  au  Untersuchungen  über  die  Fort- 
pflanzung elektrischer  Krregungen  in  den  Nerven,  und  wenn  mau 
hiemit  die  neuem  Ideen  über  einen  gemeinsamen  Charakter  aller 
Naturkräfte  verbindet,  so  ist  die  einstige  bestimmtere  Gestaltung 
der  Mechanik  in  diesen  Anwendungsgebieten  im  Allgemeinen  schon 
einigermaasseu  abzusehen.  Nur  Eines  darf  hiebei  nicht  vergessen 
werden.  Es  ist  nämlich  die  bewusste  Empfindung  nicht  als  solche, 
sondern  äussersten  Falles  nur  in  ihrem  äusserlichen  Grunde  oder, 
mit  andern  Worten,  in  der  objectiv  wahrnehmbar  zu  machenden 
Beschaffenheit  der  Nerveuvorgänge  als  ein  möglicher  Gegenstand 
mechanischer  Gesichtspunkte  zu  denken.  Eine  etwa  eintretende 
Beziehung  auf  die  Grösse  des  Empfindungsgefühls  selbst,  wie  sie 
nach  der  vorher  erwähnten,  an  sich  selbst  von  den  mechanischen 
Principien  ganz  unabhängigen  Methode  E.  H.  Webers  experimentell 
bewerkstelligt  worden  ist,  Hesse  sich  auch  in  einer  von  den  mecha- 
nisc.hen  Nervenvorgängen  ausgehenden  Ableituiigsart  denken,  würde 
hiemit  aber  immer  noch  nicht  die  unmittelbare  Anwendung  mecha- 
nischer Principien  auf  die  subjective  Empfindung  vorstellen.  Eine 
solche  Anwendung  erscheint  vielmehr  als  Unmöglichkeit,  weil  in 
dem  Empfinden  nichts  ist,  was  ähnlich  wie  ein  objectiver  Gegen- 
stand nach  dem  Gesichtspunkt  von  Materie  und  Bewegung  auf- 
gefasst werden  könnte.  Ein  materieller  Träger  von  Kraftaffectionen, 
die  auf  den  Raum  eine  thatsächliche  oder  virtuelle  Beziehung 
haben,  bleibt  aber  überall  diejenige  Voraussetzung,  ohne  welche 
die  Anwendung  der  mechanischen  Principien  und  überhaupt  die 
mechanische  Auffassungsart  undenkbar  ist 
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